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Глава 1

Случайный процесс – что
это?

Перед вами – очередной учебник по очередному вероятностному
курсу. Традиционная схема высшего математического образования
подразумевает продвижение по системе изучаемых понятий от про-
стого к сложному. Цепочка наших вероятностных курсов практиче-
ски ни на шаг не отступает от этой схемы. Поясню: понятие случай-
ного события (которое сегодня, между прочим, начинает изучаться
в 5 классе средней школы) можно назвать простейшей бинарной си-
туацией. Действительно, событие может произойти, а может и нет.
Другие варианты в классической теории вероятностей исключают-
ся, хотя сегодня уже имеется достаточно много строгих математи-
ческих теорий, которые изучают нечто промежуточное (например.
[1, 2, 3]). Далее на сцену выходят случайные величины и случай-
ные векторы, изучение которых приводит к необходимости ввести
в сферу наших интересов все действительные числа, а затем и мно-
гомерные пространства произвольной конечной размерности. Эти
множества выступают в качестве набора всех возможных результа-
тов эксперимента, в котором наблюдаются значения, принимаемые
исследуемой случайной величиной или вектором.

Но и этого набора «основных пространств» для описания воз-
можных результатов эксперимента становится недостаточно, когда
мы переходим к изучению курса математической статистики. Де-
ло в том, что эта наука пытается дать универсальные рецепты
принятия решений по выборкам произвольного, чаще всего, до-



вольно большого объема. Необходимость рассматривать результа-
ты нескольких экспериментов и потребность сравнивать их резуль-
таты приводит к идее R∞, пространства бесконечного количества
измерений, в которое могут быть помещены выборки любых конеч-
ных объемов. Правда, для соблюдения формальных моментов, каж-
дая такая выборка должна превращаться не в одну точку этого про-
странства, а в некоторое алгебраическое многообразие в нем, име-
ющее конечную коразмерность. Это происходит за счет того, что
только небольшое количество непосредственно наблюдаемых коор-
динат бесконечномерного вектора, в который превращается наша
конкретная выборка, фиксированы. Остальные могут выбираться
произвольным образом, – и мы получаем копию пространства R∞
«сдвинутую» относительно нуля на конечномерный вектор.

Отметим также, что, несмотря на обозначение, размерность вво-
димого для нужд математической статистики R∞ является ми-
нимальной среди всех бесконечномерных пространств. Оно, если
можно так выразиться, счетномерное. Осознав всю неочевидность
возникшей системы математических конструкций, теперь нетруд-
но понять, почему ученые, работающие в этой области, все чаще
отказываются называться статистиками, а хотят быть названными
специалистами в области интеллектуального анализа данных.

К понятию случайного процесса приводит желание наблюдать
процесс изменения распределения случайной величины с течением
времени. Естественно, нельзя обойтись без произведения ряда экс-
периментов по ее наблюдению. Но при этом мы должны понимать,
что каждый раз мы наблюдаем, вообще говоря, новую случайную
величину, – ведь наблюдения производятся в разное время. Конеч-
но, это то же самое, что наблюдать несчетное семейство случайных
величин. Каждому значению времени может соответствовать свое
распределение. Поэтому даже при решении простейших задач та-
кого типа мы вынуждены рассматривать наблюдения, результат
которых расположен уже в пространстве с несчетным, континуаль-
ным числом измерений. Более того, мы просто не в состоянии полу-
чить более одного результата наблюдений каждого из возможных
в изучаемой эволюции распределений, ведь время не остановишь.
Изучениями таких вот неочевидных вещей мы и займемся. И, хотя
имеется огромное количество теоретических руководств по очер-
ченному кругу вопросов (см. библиографию), надо понимать, что
практический аспект в них, как и в задачах математической ста-
тистики, может появиться только на основе числовых наблюдений.
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Та часть теории, в которой приводятся конкретные рекомендации к
решению практических задач, называется статистикой случайных
процессов.

Примеров случайных процессов в окружающей нас реальности
немало. Например, хотя напряжение в городской электрической се-
ти равно 220 вольт, но на самом деле в каждый конкретный момент
времени оно меняется под влиянием целого ряда непредсказуемых
факторов. Более того, всем известны случаи скачков напряжения
в сети, достаточно больших по величине, приводящих в результате
к перегораниям включенных в сеть электроприборов. Таким обра-
зом, напряжение в сети в момент времени t есть пример реального
случайного процесса.

Ниже мы столкнемся с диффузионными процессами, которые
описывают, скажем, процент определенного вещества, успевшего
проникнуть к данному моменту через пористую перегородку. Еще
одним примером, который также рассматривается в нашем курсе,
служат так называемые процессы размножения и гибели, где изу-
чается количество некоторых организмов или частиц, находящихся
в данный момент времени в некоторой ограниченной области.

В последнем из примеров можно обратить внимание на присут-
ствующий в нем определенный момент дискретности. Например,
подсчет количества частиц в области, как правило, производится
не непрерывно, а с некоторой периодичностью. Если это действи-
тельно так, то этот процесс, видимо, удобнее изучать как так назы-
ваемый временной ряд, теория которых разработана существенно
подробнее, чем общая теория случайных процессов. Основным от-
личием теории временных рядов от теории случайных последова-
тельностей, например, служит именно то, что во временных рядах
предполагается наличие некоторого неизменного шага, промежутка
между последовательными измерениями.



Глава 2

Основные
математические
структуры теории
случайных процессов

Пусть T – множество произвольной природы. Через RT приня-
то обозначать пространство всех действительнозначных функций,
определенных на T . Подобное немного странное обозначение про-
ще всего, вероятно, объяснить так. Если, скажем, T – множество
из 3 элементов x, y, z, то любую функцию, заданную на T и прини-
мающую действительные значения, можно задать с помощью таб-
лицы 2 на 3: первая строка содержит список этих элементов, а во
второй, под каждым из них указано то значение, которое прини-
мает определяемая функция. Поскольку для различных функций
меняется только вторая строка, то между всеми возможными функ-
циями на T и всеми такими строками существует биекция. Оста-
лось отметить, что набор всевозможных строк длины 3 – это и есть
трехмерное евклидово пространство R3. Если же T является произ-
вольным множеством, например, отрезком действительной прямой,
то процесс задания функций на T тоже можно представить, как
подписывание некоторого числа под каждым из его элементов (хо-
тя физически это, разумеется, невозможно). В результате каждая
из действительнозначных функций может быть отождествлена со
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строкой из действительных чисел «той же длины», что и T . А на-
бор всех таких строк уже может быть обозначен RT – по аналогии
с конечным случаем.

Нужно здесь объяснить еще один момент, который будет по-
лезен далее: почему для множества T , например, имеющего вид
{x, y, z} мы фактически пришли к обозначению R{x,y,z}, а не при-
менили стандартное R3? Для того, чтобы в этом разобраться, да-
вайте предположим, что в одной задаче с T = {1, 3, 8} нам нужно
также рассмотреть U = {1, 3, 8, 9} и V = {1, 3, 5, 8}. Оба этих мно-
жества содержат множество T как подмножество и оба состоят из
4-х элементов. Но ясно, что RU 6= RV , хотя RT очевидно, может
быть естественным образом вложено в оба этих четырехмерных
пространства. Чтобы трехмерный вектор (x, y, z) ∈ RT рассмат-
ривать, как элемент RU , нужно, например, добавить в конце ис-
кусственную координату: (x, y, z, 0) ∈ RU . Но вот, чтобы поместить
этот же вектор в RV искусственную координату нужно поместить
в другом месте: (x, y, 0, z). Таким образом, чтобы совместить все
эти конструкции в одной задаче, удобно будет все наши простран-
ства рассматривать как подпространства RW , где W = {1, 3, 5, 8, 9}
– объемлющее множество из 5 элементов. При этом элементы RU

будут в этом пространстве содержаться в виде (·, ·, 0, ·, ·), а элемен-
ты RV – в виде (·, ·, ·, ·, 0). Разумеется, элементам RT соответствует
представление (·, ·, 0, ·, 0).



Рассмотрим далее вероятностное пространство< Ω,F ,P >. Отоб-
ражение ξ : T ×Ω→ R назовем случайной функцией, если при фик-
сировании любого из t ∈ T оно становится случайной величиной.
Иначе это записывают так: ∀t ∈ T ξ(t) = ξ(t, ·) – случайная ве-
личина. Как всегда, случайный аргумент в левой части формулы
опущен.

Точка вместо одного из аргументов обычно означает, что осталь-
ные аргументы фиксируются, а то, что остается, мы рассматриваем
как условное обозначение функции замененного точкой аргумента.
Ясно также, что ξ(·, ω) ∈ RT . Иногда требуется ограничить семей-
ство функций, которые допустимы при фиксировании случайного
аргумента, – это мы каждый раз будем оговаривать особо.

Если T ⊂ R и параметр t ∈ T интерпретируется как время, то
случайную функцию называют случайным процессом. Когда мы
сталкиваемся с ситуацией, где T представляет собой множество це-
лых чисел Z или натуральных чисел N, то мы называем случай-
ный процесс случайной последовательностью. Это, разумеется, то
же самое, что последовательность случайных величин. Отметим,
что это объект для нас относительно знакомый, поэтому мы бу-
дем часто привлекать его в качестве примера, в рамках которого
вводимые определения, возможно, будет проще понять. Аналогия с
последовательностью случайных величин позволяет здесь рассмот-
реть еще одну широко распространенную интерпретацию случайно-
го процесса. Как уже было упомянуто в предыдущем разделе, его
можно представлять себе как семейство случайных величин, про-
индексированное подмножеством (или, возможно, всей) числовой
прямой, – при каждом t ∈ R имеем новую случайную величину.

Если мы фиксируем ω ∈ Ω, то полученная неслучайная функ-
ция ξ(ω, ·) называется реализацией случайного процесса. Наряду с
этим термином употребляются также названия траектория, выбо-
рочная функция. Эту функцию далее будем обозначать просто ξ(t),
что не должно привести ни к каким противоречиям, хотя предло-
женное сейчас обозначение совпадает с обозначением случайного
процесса в целом. Постараемся при пользовании этим обозначени-
ем предварительно давать пояснение – который из смыслов оно
имеет.

Рассмотрим для примера снятие электрокардиограммы у неко-
торого пациента. В этом случае ξ(t) как случайный процесс пред-
ставляет собой семейство всех возможных кардиограмм, каждой из
которой приписана некоторая вероятность ее появления, а ξ(t) как
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реализация – та конкретная кривая, которая выйдет в итоге из-под
пера самописца.

Вместо общепринятых в теории случайных величин простейших
числовых характеристик в теории случайных процессов использу-
ются две следующие неслучайные функции. Функция

m(t) = Mξ(t)

называется математическим ожиданием случайного процесса ξ(t).
В свою очередь, функция двух аргументов

K(t, s) = cov(ξ(t), ξ(s)) = Mξ(t)ξ(s) − m(t)m(s)

называется ковариационной функцией случайного процесса. Ино-
гда в литературе можно встретить для этой же характеристики
не вполне корректный термин корреляционная функция. Хотя, воз-
можно, имеет некоторый смысл рассмотрение под подобным назва-
нием функции, равной коэффициенту корреляции между значени-
ями случайного процесса в двух точках:

ρ(t, s) = ρ(ξ(t), ξ(s)),

но мы далее условимся два названия считать синонимами.

Лемма 1. Ковариационная функция случайного процесса облада-
ет следующим свойством неотрицательной определенности: при
произвольном натуральном k

(∀ c1, ..., ck ∈ R) (∀t1, ..., tk)

k∑
i=1

k∑
j=1

cicjK(ti, tj) ≥ 0. (2.1)

Доказательство. Заметим, что, при произвольном выборе кон-
стант c1, ..., ck и моментов времени t1, ..., tk ∈ T ,

k∑
i=1

k∑
j=1

cicjK(ti, tj) =
k∑
i=1

k∑
j=1

cicjcov (ξ(ti), ξ(tj)) =

= M

(
k∑

i,j=1

cicj(ξ(ti)−m(ti))(ξ(tj)−m(tj))

)
=

= M

(
k∑
j=1

cj(ξ(tj)−m(tj))

)2

≥ 0.



Название свойства неотрицательной определенности перекоче-
вало в нашу теорию из теории матриц. Напомним, что квадратная
матрица A порядка k называется там неотрицательно определен-
ной, если для произвольного вектора ~t = (t1, ..., tk) следующее ска-
лярное произведение является неотрицательным:

< A~t, ~t > =

k∑
i,j=1

Ai,jtitj ≥ 0.

Сравнивая это неравенство с (2.1), видим, что аналогия тут полная,
достаточно положить

Ai,j = K(ti, tj), i, j = 1, ..., k.

Ниже мы увидим, что это соотношение нам поможет для простей-
шего способа задания гауссовского процесса.

Теперь обратимся к важнейшему в теории случайных процессов
понятию его конечномерных распределений. Условимся через t̄ обо-
значать произвольное конечное подмножество T . Если при этом мы
захотим подчеркнуть, что это множество состоит из n элементов,
то будем писать t̄(n). Если подмножество t̄ = t̄(n) зафиксирова-
но, то через Rt̄ будем обозначать, как это уже объяснялось чуть
выше, n-мерное евклидово пространство, отождествляемое с мно-
жеством всех действительных функций, заданных на t̄. Систему
этих конечномерных пространств при всевозможных t̄ будем счи-
тать организованной так, как это было описано в начале настоящего
раздела. Тогда, в частности, Rs̄ оказывается вложенным в Rt̄ при
s̄ ⊂ t̄. Будем также считать все такие пространства вложенными
аналогичным образом в RT = {f | f : T → R}.

Введем обозначение ξt̄ = (ξ(t1), ..., ξ(tn)) для заданного t̄ =
{t1, ..., tn} и произвольного отображения ξ : T → R.

Пусть ξ(t) – случайный процесс. Распределения векторов ξt̄, ко-
гда t̄ пробегает все конечные подмножества множества T , называ-
ют конечномерными распределениями случайного процесса ξ. Если
при рассмотрении конечномерных распределений мы ограничимся
только случаем подмножеств T , состоящих из n элементов, то по-
лученные распределения принято называть n-мерными распределе-
ниями случайного процесса.

Изучение конечномерных распределений важно, поскольку при
решении практических задач мы можем одновременно работать
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только со значениями случайного процесса в конечном числе то-
чек. В частности, так всегда бывает при решении задач в рамках
статистики случайных процессов. Основная проблема здесь, конеч-
но же, в формальном обосновании возможности перенесения выво-
дов, полученных при изучении конечномерных распределений, на
случайный процесс в целом.

Как известно из курса теории вероятностей, конечномерные рас-
пределения задаются формулами(

∀B ∈ B(Rt̄)
)

Pt̄(B) = P(ξt̄ ∈ B).

Пусть t̄ ⊃ s̄, πt̄,s̄ – естественная проекция Rt̄ на Rs̄. Тогда во вве-
денных обозначениях справедливо

(∀A ∈ B(Rs̄)) Ps̄(A) = Pt̄(π
−1
t̄,s̄ (A)). (2.2)

Это условие называется условием согласованности семейства
распределений {Pt̄, t̄ ⊂ T}. Оказывается, оно является необходи-
мым и достаточным для того, чтобы рассматриваемое семейство яв-
лялось семейством конечномерных распределений некоторого слу-
чайного процесса, заданного на T . Об этом – следующая осново-
полагающая для теории случайных процессов теорема, доказанная
А.Н.Колмогоровым.

Теорема 1. (Колмогоров) Пусть семейство вероятностных рас-
пределений удовлетворяет условию согласованности (2.2). Тогда
найдется некоторое вероятностное пространство < Ω,F ,P > и
случайный процесс ξ(t) на нем, такой, что Pt̄ есть распределение
ξt̄ для произвольного конечного t̄ ⊂ T .

Изложим здесь идею доказательства. Полное доказательство
можно найти в [4, приложение 2].

Пусть Ω = RT , ξ(t, ω) = ω(t). Множество B ⊂ RT назовем ци-
линдрическим, если оно имеет вид {ω|(ω(t1), ..., ω(tn)) ∈ A} для
некоторого набора t1, ..., tn точек T и какого-нибудь A ∈ B(Rn). Вве-
дем C – класс всех цилиндрических подмножеств RT , F = σ(C) =
B(RT ). Для B ∈ C зададим

P(B) = Pt̄(A).

Для завершения доказательства осталось проверить условия теоре-
мы Каратеодори о продолжении вероятностной меры. Тогда, про-
должая построенную вероятность P на всю σ-алгебру F , мы по-
лучим, что, будучи перенесенным на вероятностное пространство



< Ω,F ,P >, процесс ξ(t) обладает нужным нам семейством конеч-
номерных распределений.

Действительно, множество {ξt̄ ∈ A} по определению ξ является
цилиндрическим, а, следовательно,

P (ξt̄ ∈ A) = Pt̄(A)

для произвольного A ∈ F .
Иногда полезным является вариант условия согласованности

(2.2) в терминах характеристических функций. Пусть, как и рань-
ше, t̄ – конечное подмножество T . Определим

< λ, x >t̄ =
∑

{k:tk∈t̄}

λ(tk)x(tk), λ, x ∈ RT .

Тогда характеристическая функция распределения Pt̄ – это

ϕt̄(λ) =

∫
RT

exp{i < λ, x >t̄}dP(x).

Условие согласованности распределений во введенных обозначени-
ях эквивалентно при этом

(∀λ ∈ RT ) (s̄ ⊂ t̄) ⇒
(
ϕs̄(λ) = ϕt̄(πt̄,s̄(λ))

)
. (2.3)

Здесь (πt̄,s̄(λ))(u) = λ(u) при u ∈ s̄ и равно нулю при u ∈ t̄ \ s̄.
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Цели курса и элементы
его траектории

Определение случайного процесса дано. Построены и описаны
также те математические конструкции, в рамках которых должна
далее развиваться теория. Как же дальше предполагается продви-
гаться в изучении случайных процессов?

Прежде всего понятно, что нужно подробно изучить способы
их корректного задания. Это связано с тем, что даже в курсах тео-
рии вероятностей при столкновении с не очень просто устроенными
случайными величинами для их корректного задания приходится
вводить достаточно сложное понятие функции распределения. В
отличие от интуитивно прозрачного понятия ряда распределения
тут приходится давать специальные пояснения, чтобы разобрать-
ся с содержанием этого нового понятия. Случайный процесс же
представляет собой целое, вообще говоря, несчетное семейство слу-
чайных величин, а, следовательно, трудности процедуры его кор-
ректного задания вырастают экспоненциально.

Итак, первая проблема, которую мы будем рассматривать, будет
состоять в изучении способов задания случайного процесса. Один
из таких способов был, в сущности, уже намечен через теорему
Колмогорова. Это задание процесса через семейство его конечно-
мерных распределений. Разумеется, тут остаются свои сложности.
Но окажется, что таким образом довольно просто задавать, напри-
мер, так называемые гауссовские случайные процессы.



А что, если ограничиться только заданием математического ожи-
дания и ковариационной функции? Конечно же, описание случай-
ного процесса только с помощью этих двух характеристик оставля-
ет слишком широкие возможности варьировать остальные харак-
теристики и свойства этого процесса. Но оказалось, что для реше-
ния довольно большого разнообразия практически важных задач
такой способ допустим. Те определения и свойства случайных про-
цессов, которые налагают какие-либо требования только на их ма-
тематические ожидания и ковариационные функции, составляют
часть теории случайных процессов, называемую теорией случай-
ных процессов в широком смысле.

При рассмотрении вопросов этой части теории весьма полезным
оказывается представление случайного процесса каноническим раз-
ложением. Дадим определение. Пусть ϕn(t), n ∈ N∪ {0} – система
неслучайных функций, Xn, n ∈ N – некоррелированные случайные
величины с нулевыми математическими ожиданиями. Тогда запись
случайного процесса ξ(t) в виде

ξ(t) = ϕ0(t) +

∞∑
n=1

Xnϕn(t)

называют его каноническим разложением. Из самого определения
немедленно получаем

Mξ(t) = ϕ0(t); K(t, s) =

∞∑
n=1

σ2
nϕn(t)ϕn(s),

где σ2
n = DXn, n ∈ N.

Как видим, знание канонического разложения упрощает вычис-
ления основных характеристик случайного процесса. Следует, ви-
димо, все же сказать о том, что каноническое разложение имеет
тот же смысл, что разложение, скажем, некоторого вектора по ба-
зису векторного пространства. В этом смысле система неслучайных
функций ϕn(t), n ∈ N ∪ {0} представляет собой координаты про-
цесса в базисе Xn, n ∈ N ∪ {0}, где X0 – тождественная единица.

В рамках изучаемой части теории можно дать определения прак-
тически любого функционального свойства в широком смысле. На-
пример, случайный процесс интегрируем в широком смысле, если
его математическое ожидание и ковариационная функция интегри-
руемы, непрерывен – если непрерывны и т.п. При этом эти свойства
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будут означать интегрируемость, непрерывность и тому подобное в
смысле даваемых ниже в соответствующих разделах определений
лишь для процессов, имеющих нормальные (гауссовские) конечно-
мерные распределения. Об этих процессах речь пойдет в следую-
щем разделе. Для иных процессов требования выполнения функ-
циональных свойств «в узком смысле» будут более жесткими. Тем
самым, определения «в широком смысле» содержат меньше стро-
гих требований, допускают несколько большую свободу, и именно
поэтому так и называются.

Следующая задача курса связана с тем, что произвольный слу-
чайный процесс является, хотя и специфической, но все же функци-
ей. Поскольку теория функций в рамках классической математики
получила весьма существенное развитие, то естественно попытать-
ся перенести хотя бы часть функциональных понятий математиче-
ского анализа на случайные процессы. К этим понятиям, в частно-
сти, относятся пределы, производные, интегралы и т.п.

И, наконец, задача, которая является специфической именно
для нашей теории. Видимо, чаще всего возникающей проблемой
при работе со случайными процессами, является задача их про-
гноза, попытки угадать их дальнейшее развитие после наблюдений
за их поведением в течение некоторого времени. Мы уделим реше-
нию этой задачи довольно много внимания. К сожалению, единых
рецептов здесь дать не получится, и, даже в довольно простых си-
туациях, эта задача окажется крайне сложной.

Некоторое время и усилия мы также потратим на изучение раз-
ных классов случайных процессов, которые возникают из потребно-
стей практики, а также математическим моделям с привлечением
этих конкретных видов процессов.
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Гауссовские случайные
процессы

Вынесенный в заголовок класс случайных процессов принято
сравнивать по их месту в нашей теории с нормальными распреде-
лениями в курсах теории вероятностей и математической статисти-
ки. И, хотя связь между этими двумя понятиями, безусловно, есть,
причем самая прямая, но сравнивать роли тут вряд ли корректно.
Слишком разнообразен класс гауссовских случайных процессов, но
и слишком часто встречаются в тех же инженерных задачах про-
цессы, которые невозможно или крайне трудно свести к гауссов-
ским. Но вот задать гауссовский процесс оказывается настолько
же легко, как нормальное распределение. Для этого так же доста-
точно задания характеристик первого и второго порядка. Перейдем
к определениям.

Случайный процесс ξ(t) называется гауссовским, если все его ко-
нечномерные распределения нормальны. Таким образом, характе-
ристическая функция любого конечномерного распределения гаус-
совского процесса имеет вид

ϕ(~λ) = exp

{
i < ~λ,~a > −1

2
< B~λ,~λ >

}
,

где ~a – вектор математических ожиданий, а B – ковариационная
матрица координат соответствующего вектора. Как известно из кур-
са теории вероятностей (и следует из приведенной выше формулы),
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для задания нормального распределения в конечномерном случае
достаточно задать ~a и матрицу ковариаций B.

Для обоснования того факта, что, задав произвольный вектор
математических ожиданий и любую симметричную неотрицатель-
но определенную матрицу размерности n, мы действительно зада-
дим предыдущим соотношением некоторое вероятностное распре-
деление на n-мерном евклидовом пространстве, в курсе теории ве-
роятностей просто убеждаются, что определенный n-мерный инте-
грал от соответствующего обратного преобразования Фурье, кото-
рое имеет вид

p(~x) =

√
1

(2π)n|B|
exp

{
−1

2
< B−1(~x− ~a), (~x− ~a) >

}
по всему Rn равен 1. Отсюда следует, что это действительно плот-
ность некоторого распределения. Если же B имеет нулевой опре-
делитель, то находят базис из ее собственных векторов. Взяв те из
них, которым соответствуют ненулевые собственные числа, с помо-
щью аналогичной формулы обращения задают плотность распреде-
ления лишь на подпространстве, натянутом эти векторы, вне него
принимая плотность равной нулю. Такое нормальное распределе-
ние называют вырожденным, и оно тоже допустимо.

Для гауссовских случайных процессов справедлив практически
аналогичный результат.

Теорема 2. Для произвольной функции a(t) и функции двух пере-
менных K(t, s), удовлетворяющей условию (2.1) неотрицательной
определенности, существует гауссовский случайный процесс, ма-
тематическое ожидание которого a(t), а ковариационная функция
K(t, s).

Доказательство. Заметим, что достаточно построить процесс с
тождественно нулевым математическим ожиданием, а затем приба-
вить к нему неслучайную функцию a(t). Зафиксируем t̄ = {t1, ..., tn},
и пусть Pt̄ – нормальное распределение в Rn с нулевым средним и
ковариационной матрицей B = Bt̄, элементы которой вычислены по
правилу Bi,j = K(ti, tj). Получившаяся матрица будет неотрица-
тельно определена в силу условия (2.1). Таким образом, описанное
построение возможно. Чтобы завершить доказательство, достаточ-



но заметить, что

ϕt̄(~λ) = exp

{
−1

2
< B~λ,~λ >

}
−

характеристическая функция построенного распределения и про-
верить условия согласованности получившихся распределений (на-
пример, в форме (2.3)).

Действительно,

ϕt̄(πt̄s̄(λ)) = exp
{
− 1

2

∑
i,j∈t̄Bi,jπt̄s̄(λ)(ti)πt̄s̄(λ)(tj)

}
=

= exp
{
− 1

2

∑
i,j∈s̄Bi,jλ(ti)λ(tj)

}
= ϕs̄(λ),

поскольку все «лишние» слагаемые, в которых хотя бы одно из
ti, tj не попадает в s̄, на последнем шаге обращаются в 0, и теорема
доказана.

Простым следствием доказанной теоремы является то, что усло-
вие неотрицательной определенности функции двух аргументов K
является необходимым и достаточным для того, чтобы она явля-
лась бы ковариационной функцией какого-либо случайного процес-
са.

Очень важным примером гауссовского процесса для нас явля-
ется винеровский процесс, который служит моделью броуновского
движения.

Винеровским процессом w(t) мы будем называть случайный про-
цесс, определенный при t ≥ 0 и такой, что w(0) = 0 (процесс
«выходит из нуля»), w(t) − w(s) имеет нормальное распределение
N(0, t−s), если t > s, и обладает тем свойством, что при произволь-
ном выборе 0 ≤ t1 < t2 < t3 < t4 случайные величины w(t2)−w(t1)
и w(t4) − w(t3) независимы. Позднее мы скажем более точно, что
этот процесс обладает независимыми приращениями. Если и даль-
ше забегать вперед, то w(t) является также и стационарным, что
показывает второе из выдвинутых в определении условий.

Найдем конечномерные распределения винеровского процесса.
Для этого зафиксируем t1, ..., tn ≥ 0 так, что t1 < ... < tn и рассмот-
рим вектор −→w = (w1, ..., wn), где wj = w(tj), j = 1, 2, ..., n. Заметим,
что плотность распределения вектора X = (w1, w2 − w1, ..., wn −
wn−1) легко вычислить, т.к. его координаты – независимые нор-
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мально распределенные случайные величины:

pX(x1, ..., xn) =

n∏
i=1

(
[2π(ti − ti−1)]−1/2 exp

{
− x2

i

2(ti − ti−1)

})
,

где t0 = 0. При этом −→w = AX, где матрица A имеет вид

A =


1 0 0 ... 0
1 1 0 ... 0
... ... ... ... ...
1 1 1 ... 1

 .

Как известно, в результате невырожденного линейного преобразо-
вания случайного вектора плотность его распределения изменяется
по следующему закону

p−→w (X) = |A|−1pX(A−1X).

Легко проверить, что |A| = 1, и обратная матрица двухдиагональна

A−1 =


1 0 0 ... 0 0
−1 1 0 ... 0 0

0 −1 1 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... −1 1

 ,

откуда A−1X = (x1, x2 − x1, ..., xn − xn−1), и

p−→w (x1, ..., xn) =

n∏
i=1

exp{−(xi − xi−1)2/2(ti − ti−1)}√
2π(ti − ti−1)

,

где для упрощения формулы выбрано x0 = 0. Очевидно, что по-
сле раскрытия всех скобок в показателях экспонент для некоторой
константы C, зависящей от t1, ..., tn, мы получим

p−→w (x1, ..., xn) = C exp{−Q(x1, ..., xn)/2},

причемQ – неотрицательно определенная квадратичная форма сво-
их аргументов. Если W – матрица квадратичной формы Q, то по-
лученное соотношение представляет собой плотность нормального
распределения со средним ~0 на пространстве размерности rank(W ).



Итак, конечномерные распределения винеровского процесса яв-
ляются нормальными, и рассматриваемый процесс действительно
гауссовский.

Кроме винеровского процесса w(t) (называемого иногда бро-
уновским движением, что, на самом деле, не вполне точно), в при-
ложениях иногда встречается так называемый броуновский мост –
процесс, задаваемый равенством

w0(t) = w(t)− tw(1), t ∈ [0, 1].

Очевидно, что w0(0) = w0(1) = 0 с вероятностью 1, а значит, начи-
наясь в 0, наш процесс оказывается на нулевом уровне и при t = 1,
чем отчасти объясняется его название. Вычислим ковариационную
функцию броуновского моста. Пусть t ≥ s.

K(t, s) = M(w(t)− tw(1))(w(s)− sw(1)) = Mw(t)w(s) −
−tMw(1)w(s)− sMw(1)w(t) + stMw2(1).

Заметим, что для произвольного a Mw2(a) = a, а при h > u

Mw(h)w(u) = M(w(h)− w(u))w(u) + Mw2(u) = u,

откуда
K(t, s) = s− ts− st+ st = s(1− t), t ≥ s.

Выбросом случайного процесса за уровень a называют событие
{ξ(t) > a}. Пусть Ta – время пребывания процесса над уровнем a за
время T , Na – количество выбросов процесса за уровень в течение
этого времени, τa – длительность одного такого выброса. Выпишем
здесь для справки средние значения введенных величин для ста-
ционарного гауссовского процесса. Понятие стационарности будет
введено ниже, сейчас же договоримся под этим понимать тот факт,
что распределение процесса ξ(t) одно и то же при произвольном
t. Подробное изложение теории выбросов, включая доказательство
приводимых ниже формул, см. [5].

Mτa = π
σx
σv

exp

{
− (a−mx)2

2σ2
x

}(
1− Φ

(
a−mx

σx

))
,

где mx = Mξ(t), σ2
x = Dξ(t) (не зависят от t в силу стационарности

процесса), а σ2
v – дисперсия производной процесса. Далее, MTa =

TMτa, и наконец,

MNa =
Tσv
2πσx

exp

{
− (a−mx)2

2σ2
x

}
.
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Некоторые важные
классы случайных
процессов

В этом разделе мы рассмотрим некоторые классы случайных
процессов, которые традиционно выделяются в практических зада-
чах. Эти классы пересекаются, и их пересечение, как оказывается,
состоит из процессов, которые задать ничуть не сложнее, чем гаус-
совские. Перейдем к определениям.

Пусть T = [a, b]. Процесс ξ(t), t ∈ T называется процессом с
независимыми приращениями, если для любого k и любых t1 <
... < tk ∈ T случайные величины

ξ(a), ξ(t1)− ξ(a), ξ(t2)− ξ(t1), ..., ξ(b)− ξ(tk)

являются независимыми.
Поработаем с конечномерными распределениями. Пусть

a = t0 < t1 < ... < tn−

упорядоченная цепочка элементов индексного множества T . Обо-
значим через Pa распределение ξ(a), через Ps,t распределение при-
ращения ξ(t)− ξ(s), t > s. Из формулы

ξ(tj) = ξ(a) +

j∑
i=1

(ξ(ti)− ξ(ti−1))



и того, что все слагаемые в выписанной сумме являются независи-
мыми, вытекает, что, считая все распределения Ps,t, t > s извест-
ными, мы можем восстановить распределение каждой из случай-
ных величин ξ(tj).

Следовательно, и распределение ξt̄ – совместное распределение
случайных величин ξ0 + ξ1, ξ0 + ξ1 + ξ2, ..., ξ0 + ... + ξn, где ξ0 =
ξ(a), ξi = ξ(ti)− ξ(ti−1) при i ≥ 1 можно восстановить подобно то-
му, как это было сделано при выводе конечномерных распределений
винеровского процесса. Итак, сославшись на теорему Колмогорова,
мы видим, что для задания процесса с независимыми приращени-
ями достаточно знать распределения всех его приращений а также
так называемое «стартовое» распределение Pa.

Говорят, что ξ(t) – стационарный процесс, если ни одна его ве-
роятностная характеристика не меняется со временем. В частности,
распределение случайной величины ξ(t) одно и то же для всех t, для
произвольных s, t, h распределения ξ(t) − ξ(s) и ξ(t + h) − ξ(s + h)
совпадают и т.д. Если известно только, что математическое ожи-
дание процесса константа, а также то, что для произвольных t, s, h
его ковариационная функция удовлетворяет соотношению

K(t+ h, s+ h) = K(t, s),

то такой процесс называют стационарным в широком смысле. По-
нятие стационарного случайного процесса является естественным
обобщением понятия последовательности одинаково распределен-
ных случайных величин, но содержит в себе несколько больше тре-
бований. Например, здесь мы требуем, чтобы не только распре-
деления самих случайных величин были бы одинаковы, но и то,
чтобы совместные распределения ансамблей этих величин зависе-
ли бы только от количества величин ансамбля, а не от того, какие
конкретно это величины.

Процесс ξ(t) называется стохастически непрерывным, если при

s→ t выполняется ξ(s)
[

P]−→ξ(t).
Оказывается, если случайный процесс попадает во все три опре-

деленных выше класса, то для того, чтобы его задать, достаточно
знать существенно меньше распределений, чем для общего процес-
са с независимыми приращениями.

Теорема 3. Пусть процесс ξ(t) стохастически непрерывен, ста-
ционарен и имеет независимые приращения. Тогда для задания его
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конечномерных распределений достаточно кроме Pa задать толь-
ко одно распределение. Этим распределением может быть любое
из распределений Ps,t.

Доказательство. Заметим, что можно без ограничения общно-
сти считать, что a = 0. Иначе просто сдвинем все аргументы про-
цесса на одно и то же значение a, что не приведет к изменению его
конечных распределений в силу заявленной стационарности. Пусть
ϕt(λ) – характеристическая функция распределения P0,t. В силу
представления

ξ(t)− ξ(0) =

n∑
i=1

(
ξ

(
it

n

)
− ξ

(
(i− 1)t

n

))
и того, что распределения всех слагаемых в этой сумме одинаковы,
следует соотношение

(∀t, n, λ) ϕt(λ) = ϕnt
n

(λ). (5.1)

Покажем далее, что ни при одном λ ϕt(λ) не обращается в 0. Дей-
ствительно, при n→∞ справедливо

ξ

(
t

n

)
− ξ(0)

[

P]−→0,

откуда, по основной теореме о характеристических функциях, ϕt/n(λ)
при n → ∞ стремится к тождественной единице, характеристи-
ческой функции нулевой константы. Теперь требуемое следует из
(5.1). Действительно, ведь если ϕt(λ) = 0, то для этого λ значение
ϕ t
n

(λ) = 0 и к 1 стремиться не может.
Таким образом, может быть корректно определена функция Ψt(λ)

такая, что при всех t, λ

ϕt(λ) = exp {Ψt(λ)} .

Следующей нашей целью будет доказать, что

(∀t ∈ T )(∀λ) Ψt(λ) = tΨ1(λ) ≡ tΨ(λ). (5.2)

Пусть сначала t = 1
n . Выберем в (5.1) t = 1, получим

ϕ1(λ) = ϕn1/n(λ) =⇒ exp Ψ(λ) = exp{nΨ1/n(λ)},



откуда вытекает справедливость (5.2) для t = 1
n . Запишем

ξ
(m
n

)
− ξ(0) =

m∑
j=1

(
ξ

(
j

n

)
− ξ

(
j − 1

n

))
,

откуда вытекает ϕm/n(λ) = ϕm1/n(λ), что влечет равенство

Ψm
n

(λ) = mΨ 1
n

(λ) =
m

n
Ψ(λ).

Мы получили желаемое для всех рациональных t ∈ T . Если, нако-
нец, t – произвольный элемент индексного множества, рассмотрим
последовательность xn рациональных чисел, сходящуюся к t. В си-
лу стохастической непрерывности

ξ(xn) − ξ(0)
[

P]−→ ξ(t) − ξ(0),

откуда ϕxn(λ) → ϕt(λ), и xnΨ(λ) → Ψt(λ). С другой стороны,
xnΨ(λ)→ tΨ(λ), и доказываемое соотношение (5.2) немедленно сле-
дует из единственности предела.

Итак, пусть мы знаем P0,1. Тогда мы знаем его характеристи-
ческую функцию, а значит и Ψ(λ). По формуле (5.2) и заданному
t восстанавливаем Ψt, затем ϕt, а значит, и произвольное P0,t. Тео-
рема доказана.

В заключение приведем формулу для характеристической функ-
ции распределения вектора ξt̄ = (ξ(t1), ..., ξ(tn)), вывод которой
оставляем читателю в качестве упражнения, полезного для вос-
становления навыков в использовании свойств характеристических
функций.

ϕt̄(~λ) = ϕa(Λn) · exp


n∑
j=1

(tj − tj−1)Ψ(Λn − Λj−1)

 ,

где ϕa – характеристическая функция Pa,

Λk =

k∑
j=1

λj , Λ0 = 0.
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Понятие марковского
процесса

6.1 Концепция марковости
Одним из часто применяемых обобщений процессов с незави-

симыми приращениями является понятие марковского процесса.
Оно использует представление о специфической форме зависимо-
сти приращений случайного процесса друг от друга.

Пусть ξ(t) – случайный процесс, обозначим

F≤t = σ({ξ(s), s ≤ t}), F=t = σ(ξ(t)), F≥t = σ({ξ(s), s ≥ t}).

Неформально эти сигма-алгебры включают в себя все те собы-
тия, о наступлении которых мы имеем полную информацию, на-
блюдая развитие процесса до момента t; только в момент t; начи-
ная с момента t соответственно. Разумеется, практический смысл
имеют только первая и вторая сигма-алгебры. Третья является
лишь воображаемым (в принципе допустимым) объектом, и вво-
дится только для того, чтобы дать строгое определение.

Процесс ξ(t) называют марковским, если

(∀t)(∀B ∈ F≥t) P(B/F≤t) = P(B/F=t). (6.1)

Фиксация некоторой сигма-алгебры означает, что нам известно
все о событиях, ее составляющих. Подробнее об этом сказано в раз-
деле 9. При этом F≤t олицетворяет собой прошлое и настоящее, F=t
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– настоящее, а F≥t – будущее и настоящее. Таким образом, марков-
ское свойство можно интерпретировать так, что будущее развитие
процесса, по крайней мере, его вероятностные характеристики, при
фиксированном настоящем не зависит от прошлого. Если учесть,
что процесс с независимыми приращениями по определению обла-
дает этим свойством, поскольку ξ(s)− ξ(t) не зависит от ξ(t)− ξ(u)
при u < t < s даже без фиксирования ξ(t), то становится ясно, что
понятие марковского процесса обобщает понятие процесса с неза-
висимыми приращениями.

Если выражаться совсем простым языком, то для прогнозиро-
вания поведения марковского процесса в будущем нам не требуется
никакой информации о том, как он вел себя в прошлом, достаточно
знать его значение в текущий момент.

Множество { ξ(t), t ∈ T} называют множеством состояний
марковского процесса. Если это множество не более, чем счетно, то
марковский процесс называют цепью Маркова, а процесс измене-
ния ξ(t) с течением времени – переходом от состояния к состоянию.
Для цепей Маркова состояния нумеруются и отождествляются со
своими номерами, то есть считают, что цепь Маркова может пребы-
вать в одном из состояний 1, 2, ... . Марковское свойство (6.1) здесь
может быть переписано следующим образом. Для произвольного
натурального k и любого набора n1, ..., nk+1 ∈ N при t1 < ... < tk+1,
выполнено

P(ξ(tk+1) = nk+1 / ξ(t1) = n1, ..., ξ(tk) = nk) =

= P(ξ(tk+1) = nk+1 / ξ(tk) = nk) = Pnk,nk+1
(tk+1, tk).

Если эта вероятность зависит только от ∆t = tk+1 − tk, то цепь
Маркова называют однородной, а вероятность

Pm,n(∆t) = P(ξ(t+ ∆t) = n / ξ(t) = m) (6.2)

вероятностью перехода из состояния m в состояние n за время ∆t.
Если индексное множество счетно (чаще всего T = {0}∪N), то цепь
Маркова называют дискретной.

Изложение теории дискретных однородных цепей Маркова и
классификацию их состояний можно найти в [4], а общую теорию
марковских процессов в [15]. Здесь же мы остановимся лишь на од-
ном практически важном частном случае и сделаем ряд дополни-
тельных предположений, фактически запрещающих значительное
изменение номера текущего состояния за небольшие промежутки
времени.
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Пусть ξ(t), t ∈ T – однородная цепь Маркова с множеством
состояний Q = {0, 1, 2, ...}. Предположим, что

1. (∀n ∈ Q) Pn,n+1(∆t) = λn∆t+ o(∆t);

2. (∀n ∈ Q \ {0}) Pn,n−1(∆t) = µn∆t+ o(∆t);

3. (∀n ∈ Q) Pn,n(∆t) = 1− (λn + µn)∆t+ o(∆t);

4. (∀n,m ∈ Q) Pn,m(0) = δn,m, где δn,m− символ Кронекера,
равный нулю при несовпадении индексов и единице при их
совпадении.

Здесь λn, µn, n = 0, 1, ... – известные неотрицательные число-
вые последовательности. Позднее, при изучении процессов размно-
жения и гибели, мы назовем их интенсивностями размножения и
гибели соответственно.

Из сделанных предположений, в частности, следует, что

Pm,n(∆t) = o(∆t), |n−m| ≥ 2.

Таким образом, почти наверняка переход из состояния n за малое
время возможен лишь в одно из состояний n − 1, n, n + 1. Цепь
Маркова, удовлетворяющую выписанным предположениям, будем
называть цепью устойчивого типа E(λn;µn). Среди таких цепей
выделим специальный тип, добавив еще одно предположение: най-
дутся положительные числа λ, µ такие, что

(∀n) λn = nλ, µn = nµ. (6.3)

6.2 Общая модель эволюции цепи Мар-
кова

Изучим подробнее эволюцию цепи Маркова устойчивого типа
во времени. Обозначим через Tn время, в течение которого наш
случайный процесс не изменяет некоторого своего фиксированно-
го значения n (время пребывания процесса в состоянии n). Пусть
Fn(t) = P(Tn ≥ t). Тогда с учетом сделанных ранее предположений
устойчивости получаем, что

Fn(t+ ∆t) = Fn(t)Pn,n(∆t) + o(∆t) =
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= Fn(t)− Fn(t)(λn + µn)∆t+ o(∆t),

откуда

Fn(t+ ∆t)− Fn(t)

∆t
= (λn + µn)Fn(t) + o(1).

Перейдем к пределу при ∆t→ 0 и решим получившееся дифферен-
циальное уравнение.

Учтя очевидное соотношение Fn(0) = 1, получим

Fn(t) = exp{−(λn + µn)t},

и нами доказана

Теорема 4. Для произвольного n время пребывания цепи Маркова
устойчивого типа E(λn;µn) в состоянии n имеет экспоненциаль-
ное распределение с параметром λn + µn :

P(Tn < t) = 1− e−(λn+µn)t, t ≥ 0.

Выведем также и уравнения, связывающие вероятности пере-
хода устойчивой цепи Маркова из одного состояния в другое. По
формуле полной вероятности при k ≥ 1

Pn,k(t+ h) = Pn,k−1(t)Pk−1,k(h) + Pn,k(t)Pk,k(h)+

+Pn,k+1(h)Pk+1,k(h) + o(h), n > 0,

Pn,0(t+ h) = Pn,0(t)P0,0(h) + Pn,1(t)P1,0(h) + o(h).

Воспользовавшись набором наших условий 1 – 3, распишем вероят-
ности Pj,k(h), j = k − 1, k, k + 1. Деля получающиеся соотношения
на h и устремляя его к 0, получим систему дифференциальных
уравнений:

P ′n,0(t) = −λ0Pn,0(t) + µ1Pn,1(t),

P ′n,k(t) = µk+1Pn,k+1(t)− (λk + µk)Pn,k(t)+

+λk−1Pn,k−1(t), k > 0.

Эта система носит название системы прямых дифференциаль-
ных уравнений Колмогорова. Аналогичным образом можно полу-
чить систему обратных дифференциальных уравнений Колмогоро-
ва:
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P ′0,k(t) = λ0P0,k(t),

P ′n,k(t) = µnPn−1,k(t)− (λn + µn)Pn,k(t) + λnPn+1,k(t), n > 0.

Разница в названиях и способах получения этих систем объ-
ясняется тем, что для обратной системы у нас изучается как бы
«предыстория» попадания в состояние k, а для прямой системы
нас интересуют «последствия» выхода системы из состояния n.

Две этих системы считаются основными моделями цепей Марко-
ва. В литературе имеются их варианты для марковских процессов
и с непрерывным временем. Тогда они называются уравнениями
Колмогорова – Чепмена.

Марковские процессы можно, подобно процессам с независимы-
ми приращениями, задавать с помощью системы вероятностей пе-
рехода и стартового распределения – вероятностей процессу начать
развитие при t = 0 в каждом из возможных состояний. Если же мы
имеем дело с конечной и однородной цепью Маркова, то можно
обойтись более простыми средствами. Например, задать стартовое
распределение и матрицу перехода за один шаг. Теория конечных
цепей Маркова прекрасно изложена в [4], и здесь ее воспроизводить
заново нет никакого смысла.

6.3 Эргодические цепи Маркова
Предположим, что мы наблюдаем эволюцию цепи Маркова до-

статочно долгое время. Если вероятности обнаружения процесса в
каждом из состояний при этом оказываются не зависящими от того,
как он развивался на старте, то такую цепь принято называть эрго-
дической, а набор соответствующих вероятностей ее стационарным
распределением. Сейчас – строгое определение.

Если независимо от выбора i для каждого j определены числа

pj = lim
t→∞

Pi,j(t),

причем
∑
j pj = 1, то говорят, что числа p0, p1, ... образуют стаци-

онарное распределение цепи Маркова.
Если стационарное распределение существует, то цепь Маркова

называют эргодической. Отметим, что в основной массе практиче-
ски значимых случаев оно существует.
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Теорема 5. Если в конечной цепи Маркова некоторая степень
матрицы перехода не имеет нулевых элементов, то эта цепь эр-
годична.

Доказательство. Пусть для некоторого n0

a = min
i,j

pi,j(n0) > 0

Определим

m
(n)
j = min

i
pi,j(n), M

(n)
j = max

i
pi,j(n)

и заметим, что

m
(n+1)
j = min

i

∑
t

pi,tpt,j(n) ≥ min
i

∑
t

pi,tm
(n)
j = m

(n)
j

в силу стохастичности матрицы перехода. Поэтому последователь-
ность минимумов не убывает по n. Полностью аналогично прове-
ряется, что последовательность максимумов не возрастает, т.е. по-
лучено

(∀n) m
(n+1)
j ≥ m(n)

j , M
(n+1)
j ≤M (n)

j .

Проверим, что zn = M
(n)
j − m

(n)
j → 0, что и будет означать

существование нужного нам предела pj . При этом мы только что
проверили, что эта последовательность монотонна. Зафиксируем
натуральное число s.

pi,j(n0 + s) =
∑
t
pi,t(n0)pt,j(s) =

∑
t

(pi,t(n0)− apj,t) pt,j(s)+

+a
∑
t
pj,t(n)pt,j(s) =

∑
t

(pi,t(n0)− apj,t) pt,j(s) + apj,j(2s).

Но, в силу определения a,

apj,t ≤ pi,t(n0)pj,t ≤ pi,t(n0),

поэтому все слагаемые в сумме, оставшейся в правой части, неот-
рицательны, откуда

pi,j(n0 + s) ≥ m(s)
j

∑
t

(pi,t(n0)− apj,t) + apj,j(2s) =

= m
(s)
j (1− a) + apj,j(2s).
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Следовательно,

m
(n0+s)
j ≥ m

(s)
j (1− a) + apj,j(2s).

Аналогично выводится неравенство

M
(n0+s)
j ≤ M

(s)
j (1− a) + apj,j(2s).

Из этих двух неравенств легко следует

M
(n0+s)
j −m(n0+s)

j ≤
(
M

(s)
j −m(s)

j

)
· (1− a).

Выбирая теперь в качестве s число s+n0, затем s+2n0,... (допустим
n раз), получим, что

M
(nn0+s)
j −m(nn0+s)

j ≤
(
M

(s)
j −m(s)

j

)
· (1− a)n,

т.е. стремится к 0 при n → ∞. Следовательно, для подпоследова-
тельности znn0+s, n ∈ N. «большой» последовательности zn дока-
зано ее стремление к 0. Остальное здесь следует из монотонности
«большой» последовательности.

То, что сумма всех pj будет равна 1, немедленно следует из со-
отношения ∑

j

pi,j(n) = 1,

выполненного для произвольных i, n и того факта, что эта сумма
состоит из конечного числа слагаемых, а значит, законна ее пере-
становка с предельным переходом при n→∞. Теорема доказана.

На самом деле, условие существование «полностью заполнен-
ной» степени матрицы перехода является для конечной цепи Мар-
кова необходимым и достаточным условием ее эргодичности, как
вытекает из следующей теоремы (ее доказательство может быть
найдено, например, в [4]). К тому же, для конечных цепей допол-
нительно можно утверждать, что все pj окажутся строго положи-
тельными (докажите!).

Теорема 6. Конечная цепь Маркова является эргодической тогда
и только тогда, когда она неразложима, не является периодичной
и для некоторого ее состояния математическое ожидание време-
ни первого возвращения в него конечно:

(∃j)
∞∑
k=1

kP(ξ(k) = j, ξ(i) 6= j, i− 1, ..., k − 1/ξ(0) = j) < ∞.
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Сейчас мы займемся выводом формул для стационарного рас-
пределения для эргодической цепи Маркова устойчивого типа. Из
системы прямых уравнений Колмогорова, переходя в них к пределу
при t→∞, получим систему для определения чисел pj . При этом,
поскольку все функции Pi,j(t) ограничены и имеют пределы, то их
производные обязательно стремятся к 0. В результате предельного
перехода получаем

−λ0p0 + µ1p1 = 0,

λk−1pk−1 − (λk + µk)pk + µk+1pk+1 = 0, k = 1, 2, .... (6.4)

Пусть

π0 = 1, πj =
λ0...λj−1

µ1...µj
, j ≥ 1.

Покажем, что решение системы (6.4) имеет вид

pj =
πj∑
k πk

, j ≥ 0. (6.5)

Действительно, из первого уравнения в (6.4) следует

p1 =
λ0

µ1
p0 = π1p0.

Воспользуемся методом математической индукции. Пусть при j ≤ k
доказана формула

pj = πjp0. (6.6)

Тогда, подставляя (6.6) для j = k, k−1 в первое уравнение (6.4),
получаем

pk+1 =
λkπk
µk+1

p0,

откуда сразу же имеем pk+1 = πk+1p0. Итак, формула (6.6) доказа-
на для всех j ≥ 0. Сложим соотношения, вытекающие из (6.6) при
изменении j в пределах от 0 до∞ и учтем, что

∑
j pj = 1. Получаем

1 = p0

∑
j

πj ⇒ p0 =
1∑
j πj

.

Подставляя результат в (6.6), немедленно выводим (6.5).



Глава 7

Линейные
преобразования
случайных процессов

Перейдем далее к перенесению основных конструкций мате-
матического анализа на класс случайных процессов. Разумеется,
основными инструментами при работе с функциями служат про-
изводные и интегралы. При этом операции дифференцирования и
интегрирования линейны. Но прежде нам необходимо понятие пре-
дела – без этого, корректно введенного на классе случайных про-
цессов понятия, невозможно построение наших основных линейных
операторов. Для того, чтобы вводимый предел обладал всеми при-
вычными свойствами, придется несколько изменить класс рассмат-
риваемых процессов и разрешить им принимать комплексные зна-
чения.

7.1 Гильбертово пространство случайных
величин

Пусть < Ω,F ,P > – вероятностное пространство. Рассмотрим
множество заданных на нем ξ : Ω → C – комплекснозначных слу-
чайных элементов. По определению, для каждого такого элемента,
<eξ, =mξ – случайные величины. Выделим множество тех ком-
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плекснозначных элементов, которые имеют конечные моменты вто-
рого порядка:

L2(Ω) = L2(< Ω,F ,P >) = {ξ |M|ξ|2 <∞}.

На L2(Ω) определим скалярное произведение и норму:

< ξ, η > = Mξη̄, ‖ξ‖2L2(Ω) = < ξ, ξ > = M|ξ|2.

Здесь и далее черта сверху над элементом означает комплексное
сопряжение. Полнота построенного пространства во введенной нор-
ме проверяется теми же методами, что доказывается полнота про-
странства интегрируемых с квадратом функций в функциональ-
ном анализе. Таким образом, перед нами гильбертово пространство
комплекснозначных случайных элементов.

Предположим, что у нас есть комплекснозначная случайная функ-
ция, которая при фиксации t всегда превращается в элемент L2.
Эту функцию будем называть комплекснозначным случайным L2(Ω)-
процессом и далее в этом разделе договоримся рассматривать толь-
ко такие.

Обозначим, как и ранее, m(t) = Mξ(t), имея в виду, что сейчас
эта функция является комплекснозначной. Далее нам часто потре-
буется переходить к величинам и процессам с нулевыми средними
для того, чтобы формулы принимали более обозримый вид. Поэто-
му введем для центрированного случайного процесса обозначение

ξ∗(t) = ξ(t)−m(t),

которое далее будем использовать без каких-либо объяснений.
Очевидно, что ковариационная функция процесса должна быть

в этой ситуации определена следующим образом

K(t, s) = Mξ∗(t)ξ∗(s),

а свойство неотрицательной определенности (2.1) примет вид

(∀ c1, ..., ck ∈ C) (∀t1, ..., tk ∈ T )

k∑
i=1

k∑
j=1

cic̄jK(ti, tj) ≥ 0. (7.1)

Заметим также, что из определения следует, что

(∀s, t) K(t, s) = K(s, t).
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Предел случайного L2(Ω)-процесса в точке определяется стан-
дартным для нормированных пространств способом:

ξ(t)
[

L2 (Ω)]−→ξ ⇐⇒ ||ξ(t)− ξ||L2(Ω) → 0

при t→ a, например.
Нам понадобится следующий довольно простой признак суще-

ствования предела:

Лемма 2. Предел в L2(Ω) процесса ξ(t) при t → t0 существует
тогда и только тогда, когда (∃m) m(t)→ m при t→ t0 в обычном
смысле, и

(∃K <∞) lim
s,t→t0

K(t, s) = K.

Перед тем, как перейти к доказательству, подчеркнем, что усло-
вие K <∞ как бы подразумевает, что K является действительным
числом. На самом же деле можно доказать, что если двойной пре-
дел, фигурирующий в лемме, существует, то он обязательно имеет
нулевую мнимую часть, то есть никаких дополнительных предполо-
жений, кроме явно указанных в формулировке, не делается. Попро-
буйте аккуратно проверить это в качестве упражнения, полезного
для восстановления навыков работы с комплексными числами.

Доказательство. Необходимость. Пусть ξ(t)
[

L2]−→ξ. Тогда,
выбрав m = Mξ, K = Mξ∗ξ̄∗, где ξ∗ = ξ −m, получим

|m(t)−m| ≤ M|ξ(t)− ξ| ≤
√

M|ξ(t)− ξ|2 → 0.

А из неравенства КБШ можно извлечь, что

|K(t, s)−K| ≤ |K(t, s)−Mξ∗(t)ξ∗|+ |Mξ∗(t)ξ∗ −K| ≤
≤
√

M|ξ∗(t)|2M|ξ∗(s)− ξ∗|2 +
√

M|ξ∗|2M|ξ∗(t)− ξ∗|2 ≤
≤ c(t)‖ξ∗(s)− ξ∗‖L2(Ω) + c‖ξ∗(t)− ξ∗‖L2(Ω),

где константа, c не зависит ни от t, ни от s. Выбрав произвольное
ε > 0, подберем δ так, чтобы второе слагаемое было меньше ε/2
при |t − t0| < δ. Нетрудно проверить, что функция

√
M|ξ∗(t)|2 в

окрестности t0 ограничена в силу уже доказанной части утвержде-
ния. Действительно,√

M|ξ∗(t)|2 = ‖ξ∗(t)‖L2 ≤ ‖ξ(t)− ξ‖L2 + ‖ξ∗‖L2 + |m(t)−m|.
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Таким образом, c(t)‖ξ∗(s) − ξ∗‖L2 также может быть сделано
меньше ε/2 при s, близких к t0. Мы завершили доказательство
необходимости условий.

Достаточность. Справедливо следующее соотношение:

‖ξ(t)− ξ(s)‖2L2(Ω) = |m(t)−m(s)|2 + ‖ξ∗(t)− ξ∗(s)‖2L2(Ω). (7.2)

Но, как вытекает из определения нормы в L2(Ω),

‖ξ∗(t)− ξ∗(s)‖2L2(Ω) = K(t, t) +K(s, s)− 2<eK(t, s),

а в этом соотношении каждое из слагаемых имеет пределом число
K при t, s→ t0. Итак, при выполнении условий леммы, оба слагае-
мых в (7.2) стремятся к 0, откуда

‖ξ(t)− ξ(s)‖2L2(Ω) −→ 0

при (t − s) → 0, что означает существование нужного предела в
силу полноты рассматриваемого пространства. Лемма доказана.

Отметим, что в случае сходимости ξ(t) к ξ в смысле простран-
ства L2 имеет место также сходимость по вероятности, а, следова-
тельно, и по распределению. Это немедленно следует из неравен-
ства П.Л.Чебышёва:

P(|ξ(t)− ξ| ≥ ε) ≤ M|ξ(t)− ξ|
ε

≤
‖ξ(t)− ξ‖L2(Ω)

ε

для произвольного ε > 0.

7.2 Дифференцирование и интегрирова-
ние в среднем квадратическом

В дальнейшем, если ξ(t)
[

L2(Ω)]−→ξ при t→ b, то будем писать

[

t→ b]l.i.m.ξ(t) = ξ

и называть этот предел пределом в среднем квадратическом. Поло-
жим при h, a ∈ R

∆hξ(a) =
ξ(a+ h)− ξ(a)

h
.
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Если

(∃z ∈ L2(Ω)) z =
[

h→ 0]l.i.m.∆hξ(a),

то ξ(t) называют дифференцируемым в среднем квадратическом в
точке a, а z – производной процесса в среднем квадратическом в
этой точке. Обозначение: z = dξ

dt (a). Из леммы 2 следует, что спра-
ведливы следующие необходимые и достаточные условия диффе-
ренцируемости в среднем квадратическом:

Лемма 3. Процесс ξ(t) будет дифференцируемым в среднем квад-
ратическом в точке a тогда и только тогда, когда выполнены два
условия:

• в этой точке существует производная функции m(t) в обыч-
ном смысле;

• ковариационная функция процесса имеет в этой точке обоб-
щенную вторую производную, а именно

DsDtK(t, s)|t=s=a =

limh,q→0
K(a+h,a+q)−K(a,a+q)−K(a+h,a)+K(a,a)

hq <∞.

Теорема 7. Пусть для произвольного a ∈ [A,B] определена обоб-
щенная вторая производная DsDtK(t, s)|t=s=a, тогда случайный
процесс ξ∗(t) дифференцируем в среднем квадратическом на [A,B],
существуют обычные частные производные ∂K

∂t ,
∂K
∂s и ∂2K

∂t∂s , при-
чем для характеристик производной процесса имеют место соот-
ношения

Mξ∗(t)
dξ∗
dt

(s) =
∂K

∂s
(t, s), M

dξ∗
dt

(t)
dξ∗
dt

(s) =
∂2K

∂t∂s
(t, s). (7.3)

Существование обобщенной второй производной означает, вооб-
ще говоря, нечто большее, чем существование второй смешанной
частной производной. Простым достаточным условием для его вы-
полнения служит непрерывность этой смешанной производной.

Рассуждая так же, как в курсе математического анализа дока-
зывалась теорема о независимости вида смешанной производной от
порядка дифференцирования, выводим

Следствие. Если ковариационная функция K(t, s) дважды непре-
рывно дифференцируема, то ξ(t) имеет производную в среднем
квадратическом и выполнены соотношения (7.3).
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Доказательство теоремы. Прежде всего заметим, что если Mξ2 <

∞ и существует
[

h→ a]l.i.m.η(h) = η, то существует и конечный
предел

lim
h→a

M
(
ξ · η(h)

)
= Mξη. (7.4)

Действительно,

|Mξη(h)−Mξη|2 ≤ Mξ2 · ‖η(h)− η‖2L2
→ 0.

Поскольку Mξ∗ = 0, то первое условие леммы 3 проверять не нуж-
но, а значит определен предел ∆hξ∗(s) в среднем квадратическом
при h→ 0. Таким образом, определен и

lim
h→0

Mξ∗(s)∆hξ∗(t) = lim
h→0

K(s, t+ h)−K(s, t)

h
,

который равен ∂K
∂t . Но, с другой стороны, по аналогии с (7.4), ви-

дим, что он же равен и Mξ∗(t)
dξ∗
dt (s). Существование другой част-

ной производной первого порядка очевидно из соображений сим-
метрии. Далее,

Mdξ∗
dt (s)dξ∗dt (t) = lim

h→0
M∆hξ∗(s)

dξ∗
dt (t) =

= lim
h→0

1
h

(
Mξ∗(s+ h)dξ∗dt (t) − Mξ∗(s)

dξ∗
dt (t)

)
=

= lim
h→0

K′t(s+h,t)−K
′
t(s,t)

h = ∂2K
∂s∂t (s, t).

Теорема доказана.
Займемся определением определенного интеграла.
Пусть случайный процесс ξ(t) задан на интервале действитель-

ной прямой [A,B], A = t0 < t1 < ... < tm = B, ∆tj = tj − tj−1.
Рассмотрим

Sm =

m∑
j=1

ξ(θj)∆tj , θj ∈ [tj−1, tj ], j = 1, ...,m.

Обозначим ∆ = maxj ∆tj . Говорят, что процесс ξ(t) интегрируем
в среднем квадратическом, если найдется элемент I ∈ L2 такой,
что независимо от выбора точек tj , θj , подчиняющихся сформули-
рованным выше условиям, справедливо

I =
[

∆→ 0]l.i.m.Sm.
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Обозначение, принятое для интеграла I от процесса в среднем квад-
ратическом совпадает с обозначением обычного определенного ин-
теграла:

I =

B∫
A

ξ(t) dt.

При этом, конечно же, не следует забывать, что I является ин-
тегрируемой с квадратом случайной величиной, а не случайным
процессом. Полностью аналогично предыдущей теореме можно до-
казать следующее утверждение.

Теорема 8. Пустьm(t) интегрируема на [A,B], и определен двой-

ной интеграл
B∫
A

B∫
A

K(t, s)dtds, тогда процесс ξ(t) интегрируем в

среднем квадратическом, причем

Mξ∗(t)

B∫
A

ξ∗(t)dt =

B∫
A

K(t, s)ds,

M

B∫
A

ξ∗(t)dt

B∫
A

ξ∗(t)dt =

B∫
A

B∫
A

K(t, s)dtds.

Как обычно, заменяя верхний предел в определенном интегра-
ле некоторым текущим s ∈ [A,B], можно превратить результат
интегрирования в случайный процесс. Полезным и весьма неслож-
ным упражнением для читателя будет приспособление приведенной
только что теоремы под вычисление характеристик полученного
процесса.

7.3 Стохастический интеграл неслучайной
функции

Пусть U – множество, A – некоторый подкласс P(U) (систе-
мы подмножеств множества U), m̂ – мера на σ(A). Отображение
µ : σ(A) → L2 называется элементарной ортогональной стоха-
стической мерой со структурной функцией m̂, если:

1. µ(A1 ∪A2) = µ(A1) + µ(A2) при A1 ∩A2 = ∅;
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2. (∀A) Mµ(A) = 0, M|µ(A)|2 = m̂(A);

3. Mµ(A)µ(B) = 0 при A ∩B = ∅ (условие ортогональности).

Рассмотрим пространство

L2(m̂) =

ψ : U → C :

∫
U

|ψ(t)|2dm̂ < ∞

 .

Пусть A1, ..., Ak ∈ A образуют конечное разбиение U . Тогда для
произвольного набора констант c1, ..., ck

ϕ(t) =

k∑
j=1

cj1Aj (t)

назовем простой функцией (здесь 1A – индикатор множества A,
т.е. функция, равная 1 на A и 0 за его пределами). Для простой
функции выписанного вида по определению положим∫

U

ϕ(t)dµ =

k∑
j=1

cjµ(Aj).

Для произвольной неотрицательной функции ϕ ∈ L2(m̂) мож-
но, как обычно, построить последовательность простых функций,
сходящихся к ϕ в поточечном смысле. Теми же способами, что и
при построении определенного интеграла в математическом анали-
зе, доказывается, что определение∫

U

ϕ(t)dµ =
[
n→∞]l.i.m.

∫
U

ϕn(t)dµ

здесь не зависит от выбора конкретной последовательности про-
стых функций, лишь бы она сходилась к ϕ поточечно.

В общем случае определение завершается разбиением неслучай-
ной функции из L2(m̂) на действительную и мнимую, а затем каж-
дой из них на положительную и отрицательную части.

Пусть ϕ(t), ψ(t) – простые функции. Без ограничения общности
можно считать, что

ϕ(t) =
∑
j

fj1Aj (t), ψ(t) =
∑
j

gj1Aj (t)
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для одного и того же набора Aj , j = 1, ..., n. Тогда

<

∫
U

ϕ(t)dµ,

∫
U

ψ(t)dµ >L2
= M

∫
U

ϕ(t)dµ ·
∫
U

ψ(t)dµ

 =

=
∑
j,k

fj ḡk M
(
µ(Aj)µ(Ak)

)
=
∑
k

fkḡkm̂(Ak) =< ϕ,ψ >L2(m̂) .

Здесь, как обычно делается для пространств интегрируемых с
квадратом относительно некоторой меры функций, мы используем
скалярное произведение

< ϕ,ψ >L2(m̂) =

∫
U

ϕ(t)ψ(t) m̂(dt).

Какими бы ни были ϕ,ψ ∈ L2(m̂), при помощи очевидным об-
разом организованного предельного перехода из полученного соот-
ношения для простых функций легко получается

<

∫
U

ϕ(t)dµ,

∫
U

ψ(t)dµ >L2(Ω = < ϕ,ψ >L2(m̂) . (7.5)

Таким образом, доказана

Теорема 9. Стохастический интеграл осуществляет изометри-
ческое соответствие между L2(m̂) и L2(Ω).

Эта теорема позволит нам вместо случайных величин, удален-
ных друг от друга на определенное расстояние в пространстве L2(Ω),
строить неслучайные функции, так же расположенные в простран-
стве L2(m̂).
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случайных
процессов

Настало время обратиться к наиболее интересной специфиче-
ской задаче изучаемой теории – задаче прогнозирования случайных
процессов в некоторый фиксированный момент в будущем. В основе
большинства методов построения таких прогнозов с минимальной
среднеквадратической ошибкой лежит переход от собственно слу-
чайного процесса к специальной неслучайной функции. Затем эта
функция разлагается по функциональному базису (тригонометри-
ческой системе Фурье в построенных в предыдущих разделах про-
странствах), а после возвращения в пространство случайных вели-
чин путем обратного преобразования, возникает искомый прогноз.
Естественно, только что данное описание является очень неточным
и приблизительным, но объясняет суть тех наших действий, к ко-
торым мы сейчас приступаем.

Собственно задаче прогноза будет посвящен следующий раздел,
а сейчас мы рассмотрим его технические и теоретические аспекты.
Для начала разберемся с понятием спектра.
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8.1 Спектральная функция
Пусть ξ(t) – комплекснозначный стационарный случайный про-

цесс, заданный на отрезке [A,B], имеющий нулевое математическое
ожидание. Тогда его ковариационная функция может быть преоб-
разована следующим образом

K(t, s) = Mξ(t)ξ(s) = Mξ(t− s+A)ξ(A) = K(t− s),

то есть заменена функцией одного аргумента. Условие неотрица-
тельной определенности (7.1) перепишется теперь в виде

(∀k)(∀c1, ..., ck ∈ C) (∀t1, ..., tk)

k∑
i=1

k∑
j=1

cic̄jK(ti − tj) ≥ 0. (8.1)

Получим сейчас некоторые следствия этого варианта условия
неотрицательной определенности.

Лемма 4. Пусть выполнено (8.1). Тогда

1. K(0) – неотрицательное действительное число;

2. (∀t) K(t) = K(−t);

3. (∀t) |K(t)| ≤ K(0);

4. если K(0) = 0, то K(t) = 0 тождественно.

Доказательство. 1). Взяв в (8.1) k = 1, c1 = 1, t1 = 0, получим
требуемое неравенство K(0) ≥ 0.

2). В условии неотрицательной определенности (8.1) возьмем
k = 2, t1 = t, t2 = 0. Видим, что для произвольных комплексных
констант c1, c2 выполнено

(|c1|2 + |c2|2)K(0) + c1c̄2K(t) + c̄1c2K(−t) ≥ 0. (8.2)

В силу уже проверенного факта K(0) ∈ R отсюда следует

(∀a ∈ C) aK(t) + āK(−t) ∈ R.

Пусть a = a1 + ia2, K(t) = K1 + iK2, K(−t) = K3 + iK4. Тогда,
подставляя эти выражения в формулу

=m(aK(t) + āK(−t)) = 0,
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получаем, что при любом выборе действительных чисел a1, a2 долж-
но выполняться

a1(K2 +K4) + a2(K1 −K3) = 0,

откуда K2 = −K4, K1 = K3, что и требовалось доказать.
3). Выберем в (8.1) k = 2, t1 = t, t2 = 0, а также c1 = |K(t)|,

c2 = −K(t). Если учесть, что |K(−t)| = |K(t)|, то из (8.2) видим,
что

2|K(t)|2K(0) − 2|K(t)|3 = 2|K(t)|2(K(0)− |K(t)|) ≥ 0.

Заметим, что если K(t) = 0, то доказываемое утверждение три-
виально в силу первого, уже доказанного утверждения леммы. Если
же это не так, то утверждение немедленно вытекает из выписанного
неравенства после деления обеих его частей на 2|K(t)|2.

4). Тривиально следует из третьего утверждения. Лемма дока-
зана.

Фундаментальным результатом для этого раздела теории слу-
чайных процессов служит возможность представления ковариаци-
онной функции стационарного случайного процесса в виде специ-
ального интеграла Лебега - Стильтьеса. Тем самым, она всегда ока-
зывается преобразованием Фурье некоторой функции распределе-
ния, что позволяет применить к изучению ковариационных функ-
ций стационарных случайных процессов теорию характеристиче-
ских функций вероятностных распределений. Сформулируем точ-
нее.

Теорема 10. (Бохнер-Хинчин) Непрерывная функция действи-
тельного аргумента K(t), принимающая комплексные значения,
удовлетворяет условию неотрицательной определенности (8.1) то-
гда и только тогда, когда найдется функция распределения F (λ)
такая, что

(∀t) K(t) = K(0)

∞∫
−∞

eitλdF (λ). (8.3)

Функция, существование которой утверждается в теореме, но-
сит название спектральной функции, а представление (8.3) принято
называть спектральным представлением ковариационной функ-
ции. Доказательство теоремы Бохнера - Хинчина можно найти в
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книге [6, параграф 37]. Здесь мы ограничимся лишь формулиров-
кой. Доказательство же приведем лишь для случая дискретного
времени.

Теорема 11. Последовательность комплексных чисел K(n), n ∈
Z неотрицательно определена в смысле (8.1) тогда и только то-
гда, когда найдется такая функция распределения F (λ), которое
сосредоточено на интервале [−π, π], что для произвольного целого
n справедливо

K(n) = K(0)

π∫
−π

einλdF (λ),

причем эта функция распределения определена однозначно.

Доказательство. Можно считать, что K(0) = 1 (иначе перейдем к
рассмотрению K̃(n) = K(n)/K(0)). Если спектральное представ-
ление имеется, то

∑
j,k

cj c̄kK(nj − nk) =

π∫
−π

∑
j,k

cj c̄ke
iλ(nj−nk)dF (λ) =

=

π∫
−π

∣∣∣∣∣∣
∑
j

cje
iλnj

∣∣∣∣∣∣
2

dF (λ) ≥ 0,

что завершает доказательство необходимости.
Обратно. Пусть справедливо (8.1). Имея в виду формулу обрат-

ного преобразования Фурье, при ρ ∈ (0, 1), λ ∈ [−π, π] рассмотрим

fρ(λ) =
1

2π

∑
s∈Z

K(s)ρ|s|e−iλs.

Так как |K(s)e−iλs| ≤ K(0) = 1, то, по признаку Вейерштрасса,
выписанный ряд сходится абсолютно и равномерно относительно
λ. При этом из обычных формул для преобразований Фурье при
целых t имеем

K(t)ρ|t| =

π∫
−π

eitλfρ(λ)dλ ⇒
π∫
−π

fρ(λ)dλ = 1.
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Из выписанных формул следует, что для проверки того, что функ-
ция fρ – плотность вероятностного распределения, достаточно про-
верить ее неотрицательность. Запишем (8.1), выбрав cn = ρneiun, tn =
−n и распространив суммирование до ∞.

0 ≤
∞∑
m=0

∞∑
n=0

ρneiunρme−iumK(m− n).

Это можно сделать в силу сходимости выписанного ряда. Обозна-
чим m − n за z. Тогда m = n + z ≥ 0. Отсюда при z > 0 n может
принимать любые неотрицательные значения, а при z ≤ 0 обяза-
тельно n ≥ −z. Итак, I1 + I2 ≥ 0, где

I1 =
∑
z≤0

∞∑
n=−z

ρm+ne−iuzK(z) =
∑
z≤0

∞∑
m=0

ρ|z|+2me−iuzK(z),

I2 =

∞∑
z=1

∞∑
n=0

ρz+2ne−iuzK(z).

Собирая две последние формулы (с очевидным переобозначением
в формуле для I1), получаем

0 ≤
∑
z∈Z

∞∑
n=0

ρ|z|+2ne−iuzK(z) = 2πfρ(u)

∞∑
n=0

ρ2n =
2πfρ(u)

1− ρ2
,

откуда и следует неотрицательность fρ. Введем

Fρ(λ) =

λ∫
−π

fρ(u)du.

Понятно, что эта функция распределения имеет характеристиче-
скую функцию ρ|t|K(t). При ρ → 1 эти функции сходятся к K(t).
Привлекая теорему непрерывности для характеристических функ-
ций из [7, c. 343], получаем, что Fρ слабо сходится при соответству-
ющем изменении ρ к F – функции распределения с характеристи-
ческой функцией K(t), что немедленно приводит к

K(t) =

π∫
−π

eitλdF (λ).
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Единственность F следует из взаимной однозначности соответ-
ствия между характеристическими функциями и функциями рас-
пределения. То, что это распределение сосредоточено на [−π, π]
немедленно получается из того, что интеграл от его плотности по
этому отрезку равен единице. Тем самым, теорема полностью до-
казана.

Будем до конца раздела, если не оговорено иное, считать, что A
– алгебра отрезков в [−π, π], если рассматривается случайная после-
довательность и вR в непрерывном случае. Оказывается, представ-
ление ковариационной функции в виде интеграла приводит к близ-
кой формуле и для самого случайного процесса. Правда, при этом
вместо интеграла Лебега-Стильтьеса приходится использовать ин-
теграл по стохастической мере. Спектральная же мера начинает
играть роль соответствующей структурной функции.

Напомним, что процесс ξ(t) считается в этом разделе центриро-
ванным, т.е. Mξ(t) = 0. Обозначим через Hξ замыкание в L2(Ω) =
L2(< Ω,F ,P >) множества конечных линейных комбинаций вида∑
j αjξ(tj), и пусть Pξ – мера, порожденная спектральной функци-

ей, т.е. спектральное распределение.

Теорема 12. Может быть построена элементарная ортогональ-
ная стохастическая мера µ : A → Hξ со структурной функцией
m(A) = K(0)Pξ(A) такая, что

(∀t) ξ(t) =

∫
eitudµ(u), (8.4)

причем интеграл берется по интервалу [−π, π] в случае стацио-
нарной случайной последовательности и по (−∞,∞) в непрерыв-
ном случае.

Доказательство. Проведем полное доказательство для случай-
ной последовательности. Построим изометрическое отображение I :
L2(m)→ Hξ. Для начала положим

I

 k∑
j=1

cje
itju

 =

k∑
j=1

cjξ(tj).

Ясно, что для функций рассматриваемого вида выполняется свой-
ство изометричности:

< I(eitu), I(eisu) >L2(<Ω,F,P>) = Mξ(t)ξ̄(s) = K(t− s),
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< eitu, eisu >L2(m) =

∫
eitueisudm(u) = K(t− s).

Отметим теперь, что конечные линейные комбинации функций eitu
всюду плотны в L2(m). Действительно, в этом пространстве всюду
плотно множество ограниченных функций, в нем – дважды диф-
ференцируемых, в последнем – периодических, в котором всюду
плотно множество частичных сумм сходящихся рядов Фурье, т.е.
именно таких линейных комбинаций.

Продолжим I на L2(m) с сохранением изометричности и ли-
нейности. Отметим, что такое продолжение строится при помощи
теоремы Хана - Банаха посредством предельного перехода в процес-
се аппроксимации элементов L2(m) соответствующими линейными
комбинациями, т.е. по непрерывности.

Пусть
µ(A) = I(1A), A ∈ A,

тогда, поскольку I – линейная функция, а для непересекающихся
множеств A,B справедливо 1A∪B = 1A + 1B , то

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Очевидно также, что в силу изометричности построенного отоб-
ражения

(∀A ∈ A) M|µ(A)|2 =< µ(A), µ(A) >L2(Ω)=

∫
12
Adm = m(A).

Из того, что при произвольном выборе констант cj и точек tj ∈
T выполняется

MI
(∑

cje
itju
)

= M
(∑

cjξ(tj)
)

= 0

и непрерывности I немедленно следует, что для любой f ∈ L2(m)
имеет место MI(f) = 0 и, в частности,

Mµ(A) = MI(1A) = 0.

Наконец, для непересекающихся множеств A,B ∈ A справедли-
во

Mµ(A)µ(B) = < µ(A), µ(B) >L2(<Ω,F,P>) =

= < 1A,1B >L2(m) =

∫
1A1Bdm = m(A ∩B) = 0.
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Тем самым, µ – элементарная ортогональная стохастическая мера
со структурной функцией m.

Рассмотрим последовательность разбиений

−π = a0 < a1 < ... < aN = π

такую, что max
1≤j≤N

{aj − aj−1} → 0 при N →∞. Ясно, что если

SN (t, u) =

N∑
j=1

eitaj1[aj−1,aj)(u),

то SN (t, u)→ eitu при N →∞ равномерно по u. В силу линейности
отображения I при каждом t

I(SN (t, u)) =

N∑
j=1

eitajµ([aj−1, aj)) →
∫
eitu dµ(u)

в среднем квадратическом, но в силу непрерывности

I(SN (t, u)) → I(eitu) = ξ(t).

Теорема теперь немедленно вытекает из единственности предела.
Элементарную ортогональную стохастическую меру, построен-

ную при доказательстве теоремы, условимся далее называть сто-
хастической спектральной мерой процесса ξ(t).

Исходя из (8.4) и линейности отображения I, нетрудно вывести,
что для функций, имеющих вид ϕ(u) =

∑k
j=1 cje

itju справедливо

I(ϕ) =

∫
ϕ(u) dµ(u).

Привлекая единственность продолжения линейной изометрии I,
получающейся, как следствие теоремы Хана-Банаха, видим, что
выписанное представление справедливо для произвольной функ-
ции ϕ ∈ L2(m).

Следствие. Стохастический интеграл

f 7→
∫
f(u)dµ(u)

осуществляет изометрическое соответствие между простран-
ствами L2(m) и Hξ, причем eiut 7→ ξ(t).
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Отметим, что вместо стохастической меры в последнем пред-
ставлении можно использовать случайный процесс

Z(u) = µ((−∞, u)).

При этом соотношение между введенным ранее спектральным пред-
ставлением случайного процесса (8.4) и записью

ξ(t) =

∫
eitudZ(u)

такое же, как соотношение между обычной записью интеграла Ле-
бега – Стилтьеса (с привлечением функции ограниченного измене-
ния) и записью этого интеграла как интеграла по вероятностной
мере на (−∞,∞). Процесс Z(u) в последней записи обладает орто-
гональными приращениями, т.е. при произвольном выборе чисел
a < b < c < d справедливо

M(Z(b)− Z(a))(Z(d)− Z(c)) = 0.

Пример. Пусть A, η – неотрицательные случайные величины,
ϕ имеет равномерное распределение на [−π, π] и не зависит от A, η.
Рассмотрим стационарный случайный процесс

ξ(t) = A cos(ηt+ ϕ) =
1

2
Aeiηteiϕ +

1

2
Ae−iηte−iϕ.

Последние два слагаемых и представляют собой спектральное пред-
ставление этого процесса. Соответствующий процесс с ортогональ-
ными приращениями постоянен на каждом из интервалов (−∞,−η), (−η, η), (η,∞).
В точке −η он совершает скачок величины 1

2Ae
−iϕ, а в точке η –

величины 1
2Ae

iϕ. Спектральная мера µ рассматриваемого процесса
ξ(t) сосредоточена в двух точках – ±η.

8.2 Формула Котельникова – Шеннона
В качестве первого примера применения спектральных пред-

ставлений получим формулу, находящую свои приложения при ор-
ганизации систем связи. Пусть ξ(t), t ∈ Z – стационарная случай-
ная последовательность. Предположим, что при некотором нату-
ральном a ≥ 2 носитель спектральной меры m этой последователь-
ности сосредоточен в [−πa ,

π
a ]. Тогда на этом носителе равномерно
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(и абсолютно) сходится ряд∑
z∈Z

αze
izua = eiut,

где

αz(t) =
sin
(
πt
a − πz

)(
πt
a − πz

) −

коэффициент Фурье. Из равномерной сходимости следует сходи-
мость в L2, а значит имеет место представление

ξ(t) =

π∫
−π

eiutdµ(u) =
∑
z∈Z

αz(t)

π∫
−π

eizaudµ(u),

откуда следует, что

ξ(t) =
∑
z∈Z

αz(t)ξ(az).

Эта формула и носит название формулы Котельникова - Шеннона.
Она, в частности, означает, что в этой ситуации для восстановле-
ния любого значения последовательности ξ достаточно знать, какие
значения она принимала в моменты времени, кратные a.

Другое (видимо, более современное и более практичное) воспри-
ятие формулы Котельникова – Шеннона связано с принципиальной
возможностью дискредитации (оцифровки, квантификации) непре-
рывного аналогового сигнала. Проблема состоит в том, что непре-
рывный сигнал имеет и непрерывный спектр. Возможно ли его
неискаженное восстановление из цифровой, дискретной формы? Сде-
ланные выше предположения о носителе меры выполняются, по-
скольку на практике различные радиотехнические устройства (филь-
тры, усилители и другие) имеют ограниченную полосу пропуска-
ния, что приводит к ограничению спектра сигнала некоторой гра-
ничной частотой.

Полученная выше формула может интерпретироваться с этой
точки зрения так. Непрерывный сигнал ξ(t), ограниченный по спек-
тру частотой a, полностью определяется совокупностью мгновен-
ных значений (наблюдений) в моменты времени tk, отстоящие друг
от друга на интервал времени, не больший, чем ∆t = 1

2a . Формула
при этом переписывается, например, в виде

ξ(t) =

+∞∑
k=−∞

ξ(k∆t)
sin (2πa(t− k∆t))

2πa(t− k∆t)
.
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k-й член этого ряда представляет собой отклик фильтра низких
частот с постоянным коэффициентом передачи в пределах поло-
сы частот от нуля до a на очень короткий импульс с амплитудой
ξ(k∆t).

Процесс формирований последовательности наблюдений в вы-
бранные моменты времени называют дискретизацией непрерывно-
го сигнала. Восстановление непрерывного сигнала осуществляется
путем подачи дискретного сигнала на фильтр низких частот. От-
клик фильтра на k-е наблюдение определяется выражением

sk = ξ(k∆t)
sin (2πa(t− k∆t))

2πa(t− k∆t)
.

Суммируясь, эти отклики дают на выходе фильтра низких ча-
стот исходный неискаженный сигнал.

Отметим два важных обстоятельства. Во-первых, точное вос-
становление сигнала имеет место только при достаточно высокой
частоте дискредитации. Минимальное допустимое значение 2a та-
кой частоты называют частота Найквиста. Обычно, на практике
частоту дискретизации выбирают выше предела Найквиста. Так,
например, частота Найквиста для речевого сигнала, частоты ко-
торого составляют, как правило, диапазон от 0,3 до 3,4 килогерц
принимается за 6,8 килогерц, для обычных систем телевидения –
12 килогерц. Выбор частоты дискредитации для систем телевиде-
ния высокой четкости подбирается из их диапазона частот.

Во-вторых, точное восстановление сигнала возможно при сум-
мировании бесконечного числа откликов, что соответствует сигна-
лу, неограниченному во времени. Но в действительности, сигна-
лы являются ограниченными и по спектру и по времени. Поэтому
при теоретической возможности точного восстановления сигнала
на практике неизбежно приходится отсекать члены ряда Котель-
никова – Шеннона с достаточно большими по модулю номерами.
Это приводит к ошибкам восстановления, хотя сама формула дает
теоретическую возможность делать эти ошибки сколь угодно ма-
лыми.
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8.3 Интегро-дифференциальные преобра-
зования стационарных процессов

Здесь мы рассмотрим одно из применений спектральной тео-
рии стационарных случайных процессов, которое позволит нам по-
лучать характеристики интегралов и производных от процессов
в среднем квадратическом. Пусть A – линейный оператор, явля-
ющийся комбинацией линейных дифференциальных операторов и
интегральных операторов с ядрами, зависящими лишь от разности
аргументов. Применение таких операторов к стационарным случай-
ным процессам в результате снова дает стационарный процесс. По-
лучим формулу для вычисления спектральной плотности резуль-
тирующего процесса.

Введем в рассмотрение спектральное представление стационар-
ного процесса ξ(t). Пусть µ – стохастическая спектральная мера
этого процесса, то есть

ξ(t) =

∫
eitλdµ(λ),

где интеграл без пределов по заключенному выше соглашению бе-
рется либо по отрезку [−π, π], либо по всей числовой прямой в зави-
симости от того, на каком индексном множестве задан изучаемый
случайный процесс. Напомним, что структурная функция меры µ
всегда является конечной мерой на соответствующем индексном
множестве.

Сначала рассмотрим оператор дифференцирования. По опреде-
лению производной в среднем квадратическом,

dξ

dt
(t) =

[

h→ 0]l.i.m.
ξ(t+ h)− ξ(t)

h
=

[

h→ 0]l.i.m.
∫
ei(t+h)λ − eitλ

h
dµ(λ).

Здесь предел можно внести под знак интеграла, поскольку сто-
ящая под ним дробь равномерно (относительно λ) сходится к соот-
ветствующей производной. Более строго, в силу теоремы Лагранжа
о конечных приращениях и изометричности пространств L2(Ω) и
L2(m),

∣∣∣∣∣∣∣∣∫ ei(t+h)λ − eitλ

h
dµ(λ)−

∫
iλeitλdµ(λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(m)

≤ h

√∫
λ2dm(λ)
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и стремится к 0 при уменьшении h в предположении∫
λ2dm(λ) < ∞. (8.5)

Нетрудно понять, что условие (14.2) является необходимым и
достаточным для существования соответствующего предела в сред-
нем квадратическом, а следовательно, и дифференцируемости ξ(t)
в изучаемом смысле. Заметим, что для случайных последователь-
ностей (14.2) выполнено в силу конечности меры m и ограниченно-
сти области интегрирования.

Окончательно,

dξ

dt
(t) =

∫
iλeitλdµ(λ).

Эта формула показывает, что для получения спектрального пред-
ставления производной стационарного процесса достаточно фор-
мально произвести дифференцирование спектрального представ-
ления первоначального процесса под знаком интеграла по t. При
этом спектральная мера производной процесса будет определяться
формулой

µ′(A) =

∫
A

iλdµ(λ) ⇒ dµ′(λ) = iλdµ(λ).

Для нахождения спектральной функции производной процесса
в среднем квадратическом воспользуемся (7.5). Для ковариацион-
ной функции этой производной можно записать

Kdξ/dt(t) = M

(
dξ

dt
(t) · dξ

dt
(0)

)
=

∫
|λ|2eiλtdm(λ),

где m – спектральная мера процесса ξ(t), а значит, нужная нам
функция находится так:

Fdξ/dt(λ) =

λ∫
−∞

|s|2 dm(s).

Между прочим, из выписанной формулы немедленно следует,
что ковариационная функция рассматриваемого случайного про-
цесса может быть определена лишь в том случае, когда справедли-
во (14.2). О его справедливости для стационарных последователь-
ностей уже говорилось.



Глава 8. Спектральная теория

Теперь перейдем к рассмотрению интегральных преобразова-
ний. Предположим, что для некоторого интегрируемого с квадра-
том относительно m «ядра» B

η(t) = Aξ(t) ≡
∫
T

B(t− s)ξ(s)ds.

Условимся здесь и ниже в этом разделе считать, что, если T есть
множество целых или натуральных чисел, то знак интеграла по T
понимается как соответствующая сумма. Тогда во всех случаях – и
для непрерывного времени, и для дискретного,

η(t) =

∫
T

(∫
B(t− s)eisλdµ(λ)

)
ds =

∫
g(λ)eiλtdµ(λ),

где

g(λ) =

∫
T

B(−u)eiλudu.

Таким образом, нами фактически доказана следующая

Лемма 5. Спектральное представление η = Aξ(t), где A – опе-
ратор описанного выше вида, задается формулой

η(t) =

∫
g(λ)eiλtdµ(λ),

где функция g(λ) строится следующим образом: применим опера-
тор A к функции eitλ и подставим в результат t = 0:

g(λ) = Aeitλ
∣∣
t=0

Отсюда, в частности, следует, что если F – спектральная функ-
ция процесса ξ(t), то для ковариационной функции Kη имеем пред-
ставление

Kη(t) =

∫
eiλt|g(λ)|2dF (λ),

а если fξ, fη – соответствующие спектральные плотности, то

(∀λ) fη(λ) = |g(λ)|2 · fξ(λ).

Продемонстрируем, как эта лемма может быть использована
для решения стационарных стохастических дифференциальных урав-
нений.
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Пусть P – многочлен. Рассмотрим дифференциальное уравне-
ние, формально записываемое в виде

P

(
d

dt

)
η(t) = ξ(t).

Тогда из леммы вытекает, что решение его имеет вид

η(t) =

∫
eiλt

P (iλ)
dµ(λ). (8.6)

При этом, аналогично (14.2), должно выполняться∫
dm(λ)

|P (iλ)|2
< ∞

(m – структурная функция меры µ). Если последнее условие на-
рушается, то ни одного стационарного решения рассматриваемого
уравнения не существует. Это следует из леммы 2. Проверим, что
решение задается формулой (8.6). Действительно, если учесть лег-
ко проверяемое индукцией по степени P соотношение

P

(
d

dt

)
eitλ
∣∣
t=0

= P (iλ),

то

P

(
d

dt

)
η(t) =

∫ (
P

(
d

dt

)
eiλt
)∣∣∣∣

t=0

· eiλt dµ(λ)

P (iλ)
= ξ(t).

В частности, стационарное решение уравнения

dη

dt
(t) = ξ(t)

существует в том и только том случае, когда∫
dm(λ)

λ2
< ∞,

и при этом оно задается формулой

η(t) =

∫
eitλ

iλ
dµ(λ) + ζ,
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где ζ– произвольная случайная величина, не коррелированная с µ
(или, что то же самое, с Z(λ)).

Если, например, ξ(t) = A cos(ηt + ϕ) – процесс из последнего
примера, то решение (8.6) таково

η(t) =
1

2
A

(
e−iϕ

e−iηt

−iη
+ eiϕ

eiηt

iη

)
+ ζ =

A

η
sin(ηt+ ϕ) + ζ.
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Прогнозирование в
частных случаях

К сожалению, общая задача прогнозирования случайных про-
цессов очень сложна, и оптимальное решение ее может быть постро-
ено крайне редко. Ниже мы рассмотрим только в некотором смысле
«крайние» ситуации, которые допускают относительно несложное
решение. В остальных случаях здесь может быть принят тот же по-
рядок действий, как, например, при построении доверительных ин-
тервалов, когда изучаемое распределение не является нормальным:
мы пользуемся выведенными в частном (нормальном) случае фор-
мулами, но заранее знаем, что результат может получиться весьма
неточным. Для некоторых процессов, конечно же, постоянно раз-
рабатываются и специфические для них методы прогноза.

9.1 Постановка задачи прогноза

Начнем с постановки задачи прогнозирования в максимальной
общности. Пусть (∀t) ξ(t) ∈ L2(< Ω,F ,P >). Требуется, наблюдая
значения процесса ξ(s), s ≤ t, предсказать значение ξ(q) для неко-
торого известного q > t. Обозначим через η̂≤t нужный прогноз по
значениям ξ(s), s ≤ t, наилучший в том смысле, что для выбранного
t

M(t) = M |η̂≤t − ξ(q)|2
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минимально среди всех допустимых интегрируемых с квадратом
прогнозов. Разумеется, вначале следует предположить, что наи-
лучший прогноз существует. Это предположение обычно считается
выполненным по умолчанию, по крайней мере, когда допускаются
только прогнозы в виде линейных комбинаций величин ξ(s), s ≤ t.
Для такого существования достаточна возможность ортогонально-
го проецирования прогнозируемой величины на линейное подпро-
странство, порожденное случайными величинами ξ(s), s ≤ t. При
этом известно, что среди всех таких комбинаций ортогональная
проекция ξ(q) на это пространство наименее удалена от этой ве-
личины в смысле нормы пространства L2(< Ω,F ,P >). А это, как
раз, и значит, что значение M(t) для такой проекции минимально.

Процесс ξ(t) называется регулярным слева, если

(∀q) lim
t→−∞

M(t) = Dξ(q),

и сингулярным слева, если этот предел равен нулю.
Смысл этих определений состоит в том, что в сингулярном слу-

чае любые значения случайного процесса предсказываются абсо-
лютно точно по сколь угодно удаленным по времени в прошлое ре-
зультатам наблюдений, а в регулярном случае невозможно указать
значение истинную величину прогнозируемого значения с точно-
стью более высокой, чем дисперсия этого значения. Как уже ого-
варивалось, рассматриваются прогнозы только стационарных слу-
чайных процессов, а следовательно, величина этой дисперсии есть
некоторая константа, на зависящая от момента времени q.

Далее, как уже было сказано, мы ограничимся рассмотрением
только основных несложных ситуаций в задаче прогнозирования.
Прежде всего договоримся далее рассматривать только линейные
прогнозы. Это ограничение даст нам возможность придавать за-
даче прогнозирования простой геометрический смысл поиска орто-
гональных проекций на линейные подпространства исходного про-
странства L2. Более того, в определении критерия качества про-
гноза M(t) мы также ограничимся только поиском его минимума
по линейным прогнозам. В таком случае обычно принято опреде-
ленные только что классы случайных процессов называть линейно
регулярными и линейно сингулярными, но мы будем опускать ниже
прилагательное «линейный».

Более того, далее относительно подробно рассмотрим только за-
дачи прогноза регулярного и сингулярного процессов. Хотя подоб-
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ные процессы фактически можно считать основными в силу следу-
ющего результата.

Теорема 13. Пусть Mξ(t) = 0. Тогда стационарный в широком
смысле случайный процесс допускает представление

(∀t) ξ(t) = reg(t) + sing(t),

где reg(t), sing(t) – регулярный и сингулярный процессы соответ-
ственно, причем

(∀t) M
(
reg(t)sing(t)

)
= 0.

Эти процессы определяются однозначно, если потребовать, что-
бы они при каждом t были бы измеримы относительно ξ(s), s ≤ t.

Доказательство этой теоремы можно найти в [11, c. 211]. Пусть
теперь ξ(t), t ∈ Z – стационарная случайная последовательность.
Задачу поиска наилучшего линейного прогноза η = ξ(m) по зна-
чениям ξ(t), t ≤ 0 обычно называют задачей прогноза на m шагов
вперед. Именно ей мы далее и будем заниматься.

Пусть m̃ – спектральная мера последовательности ξ(t). Посколь-
ку L2(m̃) изометрично Hξ – изометрия осуществляется отображе-
нием

I(f) =

π∫
−π

f dµ ,−

то для осуществления наилучшего линейного прогноза надо найти
такое g в L – линейной оболочке функций eizλ, z ≤ 0, чтобы(

eimλ − g
)
⊥ L,

во введенном скалярном произведении т.е.

π∫
−π

(
eimλ − g(λ)

)
e−inλdm̃(λ) = 0, n ≤ 0. (9.1)

9.2 Сингулярный случай
Предположим для начала, что рассматривается задача прогно-

за на m шагов вперед для сингулярной последовательности ξ(t).
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Линейная сингулярность означает возможность аппроксимировать
eimλ,m > 0 линейными комбинациями системы функций einλ, n ≤
0 сколь угодно точно. Это означает, что всегда существует g(λ),
для которого выполнено (9.1). Рассмотрим несложные достаточные
условия сингулярности.

Теорема 14. Замкнем интервал [−π, π) в окружность. Если но-
ситель спектральной меры ξ(t) сосредоточен на дуге, занимающей
менее половины этой окружности, то последовательность ξ(t)
линейно сингулярна.

Доказательство. Обозначим через z число e−iλ. Пусть z0 – се-
редина той дуги окружности, на которой сосредоточен носитель
m̃. Ясно, что заведомо z0 6= 0. Тогда (это можно легко проверить,
сделав соответствующий рисунок) найдется такое действительное
число N , что для любого элемента z носителя спектральной меры
справедливо |Nz0 − z| ≤ N. Записав

eiλ =
1

Nz0 + (z −Nz0)
=

∞∑
n=0

(Nz0 − e−iλ)n

(Nz0)n+1
,

и применив бином Ньютона, извлекаем отсюда требуемое разложе-
ние по отрицательным степеням eiλ:

eiλ =

∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)k
Ckn

(Nz0)k+1
e−ikλ.

Для получения точного прогноза ξ(m) обе части последней фор-
мулы нужно возвести в степень m и каждое из вхождений e−ikλ в
полученной формуле заменить на ξ(−k). Теорема доказана.

Отметим, что мы заодно получили формулы наилучшего ли-
нейного прогноза. В частности, формула для прогноза на один шаг
выглядит следующим образом:

ξ̂(1)≤0 =

∞∑
n=0

n∑
k=0

(−1)kCkn(Nz0)−k−1ξ(−k).

9.3 Прогноз в регулярном случае

9.3.1 Построение прогностических формул
На этот раз пусть ξ(t), t ∈ Z – регулярная стационарная случай-

ная последовательность. Поскольку речь опять может идти толь-
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ко о прогнозе в естественных (и достаточно жестких) ограниче-
ниях, условимся предполагать, что у нее определена спектральная
плотность. Поскольку регулярность исключает возможность того,
что спектральная плотность равна нулю на большей части отрезка
[−π, π] (теорема 14), то, в основном, эта плотность должна быть
положительна. Ограничимся здесь ситуацией, когда она положи-
тельна на всем отрезке, более того, имеются такие положительные
постоянные c1, c2, что для произвольного λ ∈ [−π, π] выполнено
c1 < f(λ) < c2. При сделанных предположениях оказывается, что

L2(m̃) = L2[−π, π].

Пусть H≤0 – замыкание L в L2[−π, π], H>0 – замыкание ли-
нейной оболочки einλ, n > 0 в том же пространстве. Из существо-
вания и единственности разложения интегрируемых с квадратом
функций в ряд Фурье следует, что

(∀g ∈ L2[−π, π]) (∃!h1 ∈ H≤0, h2 ∈ H>0) g = h1 + h2.

Например, условие принадлежности функции пространству H>0,
очевидно, состоит в том, что коэффициенты Фурье с неположи-
тельными индексами все равны 0.

Перепишем формулу (9.1) в следующем виде
π∫
−π

(
eimλ − g(λ)

)
e−inλf(λ)dλ = 0, n ≤ 0.

Тем самым, необходимо найти такую функцию g ∈ H≤0, чтобы(
eimλ − g(λ)

)
f(λ) ∈ H>0. (9.2)

Введем еще несколько обозначений. Через C≥0 обозначим замыка-
ние линейной оболочки einλ, n ≥ 0 в смысле равномерной сходимо-
сти, через C≤0 – аналогичное замыкание einλ, n ≤ 0. Так как схо-
димость в равномерной норме влечет сходимость в L2, то C≥0,C≤0

содержатся в H≥0,H≤0 соответственно. Нетрудно понять, что вве-
денные сейчас классы функций являются алгебрами функций, т.е.
замкнуты относительно суммирований и умножений. Более того,
дополнительно ясно, что они замкнуты и относительно взятия экс-
понент, т.е. если, например, g ∈ C≤0, то eg ∈ C≤0 (разложите экс-
поненту в ряд – он сходится в равномерной норме).

Читателю в качестве несложного упражнения предлагается до-
казать следующее утверждение.
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Лемма 6. Справедливы следующие утверждения:

(g1 ∈ H≤0, g2 ∈ C≤0) =⇒ g1g2 ∈ H≤0,

(g1 ∈ H>0, g2 ∈ C≥0) =⇒ g1g2 ∈ H>0.

Пусть нашлись такие f1 ∈ C≤0, f2 ∈ C≥0, что

(∀λ) f(λ) = f1(λ)f2(λ).

Это представление мы условимся называть факторизацией спек-
тральной плотности. В силу единственности разложения в ряд
Фурье и того факта, что f(λ) – действительное число для произ-
вольного λ, можно (возможно, лишь позаботившись о константе –
см. примеры ниже) считать, что f1 = f2 (комплексно сопряжены).

В дальнейшем нам понадобится тот факт, что для найденных
нами функций, как правило,

1

f1
∈ C≤0,

1

f2
∈ C≥0. (9.3)

Это так, поскольку, например, при условии |1− f1| < 1,

1

f1
=

1

1− (1− f1)
= 1 + (1− f1) + (1− f1)2 + ...,

а каждое из слагаемых правой части последнего равенства – эле-
мент C≤0. Поэтому соотношения (9.3) мы также будем считать
справедливыми.

Далее мы докажем, что факторизация при соблюдении сделан-
ных предположений в регулярном случае возможна всегда и ука-
жем некоторые алгоритмы ее получения.

Нам окажется удобной эквивалентная форма условия (9.2). Для
ее получения домножим обе его части на 1/f2. В результате полу-
чим: (

eimλ − g(λ)
)
f1(λ) ≡ h(λ) ∈ H>0,

откуда вытекает, что для осуществления прогноза нам требуется
представление

eimλf1(λ) = g(λ)f1(λ) + h(λ), gf1 ∈ H≤0, h ∈ H>0.

Это и есть нужная нам форма условия (9.2).
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Для построения прогностических формул используем разложе-
ние функции f1 в ряд Фурье. Пусть

f1(λ) = c0 +

∞∑
j=1

c−je
−ijλ.

Отсюда просто выводится

eimλf1(λ) =

(
m−1∑
k=0

c−ke
i(m−k)λ + c−m

)
+

∞∑
j=1

c−m−je
−ijλ.

Учитывая, что первая группа слагаемых здесь имеет неотрицатель-
ные коэффициенты при мнимой единице в показателях экспонент,
а вторая отрицательные, можно выбрать

g(λ) =

c−m +
∞∑
j=1

c−m−je
−ijλ

f1(λ)
.

Прибегнем к разложению Фурье еще раз, на этот раз разложим
полученную функцию g. Если

g(λ) = b0 +

∞∑
j=1

b−je
−ijλ,

то, как следует из изометричности соответствующих пространств,
наилучший линейный прогноз на m шагов задается следующим об-
разом:

ξ̂≤0 =

∞∑
j=0

b−jξ(−j).

Вычислим среднеквадратическую ошибку полученного только
что прогноза на m шагов, вновь воспользовавшись изометрично-
стью пространств L2(Ω) и L2(m̃).

σ2(m) =

π∫
−π

∣∣eimλ − g(λ)
∣∣2 f(λ)dλ.

В силу сделанных выше допущений f(λ) = f1(λ)f1(λ), а значит,

σ2(m) =

π∫
−π

∣∣(eimλ − g(λ)
)
f1(λ)

∣∣2 dλ =

π∫
−π

|h(λ)|2dλ.
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Отсюда, с учетом ортонормированности в пространстве L2 ба-
зиса 1√

2π
einλ, n ∈ Z, получаем

σ2(m) =

π∫
−π

∣∣∣∣∣∣
m−1∑
j=0

cje
i(m−j)λ

∣∣∣∣∣∣
2

dλ = 2π

m∑
k=1

|c−m+k|2.

В силу свойства стационарности рассмотрение прогноза на беско-
нечно большое число шагов совпадает с задачей прогнозирования
по «предельно далекому прошлому». Приm→∞ видим, что ошиб-
ка такого прогноза

σ2(m)→ 2π

∞∑
j=0

|c−j |2 =

π∫
−π

|f1(λ)|2dλ = K(0),

что совпадает с дисперсией случайной величины ξ(m), чем подтвер-
ждается наличие здесь регулярного случая.

Итак, для построения оптимальных прогностических формул
нам, кроме стандартных навыков разложения функции в ряд Фу-
рье, потребуется умение находить или оценивать спектральную плот-
ность, а также осуществлять ее факторизацию. Первая из этих за-
дач скорее практическая и относится к разделу статистики слу-
чайных процессов. А вот решить вторую можно «теоретически».
Поэтому начнем со второй задачи.

9.3.2 Два способа факторизации плотности

Сначала – общие рекомендации. Пусть спектральная плотность
f достаточно гладкая. Предположив, что логарифм спектральной
плотности допускает разложение в равномерно сходящийся ряд Фу-
рье, рассмотрим это разложение.

ln f(λ) =
∑
z∈Z

aze
izλ.

При всех значениях аргумента этот логарифм является действи-
тельным числом, т.к. f(λ) в изучаемом случае принимает только
строго положительные значения. Отсюда

a0 ∈ R, (∀z) a−z = az.



9.3. Прогноз в регулярном случае

Теперь можно выбрать

R1(λ) =
a0

2
+
∑
z<0

aze
izλ, R2(λ) =

a0

2
+
∑
z>0

aze
izλ.

Тогда R1 ∈ C≤0, R2 ∈ C≥0, R1 = R2. Положим

f1(λ) = exp{R1(λ)}, f2(λ) = exp{R2(λ)}.

Нетрудно понять, что эти функции и осуществляют нужную
факторизацию (см. (9.3)). При этом, как мы и предполагали выше,
f2 = f1 в силу только что отмеченных соотношений между коэф-
фициентами Фурье в разложениях R1, R2.

Получим здесь формулу для среднеквадратической ошибки про-
гноза. Используя разложение экспоненты в степенной ряд, можно
определить коэффициенты разложения Фурье функции f1 через
соответствующие коэффициенты R1:

f1(λ) = 1 +

∞∑
j=1

Rj1(λ)

j!
= 1 +

∞∑
j=1

1

j!

(
a0

2
+
∑
z<0

aze
izλ

)j
.

В частности, отсюда

c0 = 1 +

∞∑
j=1

1

j!

(a0

2

)j
= ea0/2,

а следовательно, среднеквадратическая ошибка прогноза за один
шаг

σ2(1) = 2π|c0|2 = 2πea0 ,

в результате чего получаем красивую формулу

σ2(1) = 2π exp

 1

2π

π∫
−π

ln f(λ)dλ

 .

На практике иногда можно обойтись и без разложений Фурье.
Рассмотрим важный частный случай, когда спектральная плот-
ность может быть представлена отношением двух многочленов, т.е.

f(λ) =
P (eiλ)

Q(eiλ)
,
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где P,Q – многочлены. Излагаемый ниже метод известен под на-
званием метода Яглома. Если комплексное число z лежит на еди-
ничной окружности с центром в начале координат, то из нашего
представления следует, что P (z)/Q(z) – действительное число, а
значит каждому корню zi одного из многочленов, отличному от 0,
соответствует корень (zi)

−1, симметричный zi относительно еди-
ничной окружности с центром в начале координат. Это вытекает
из так называемого принципа симметрии Римана – Шварца (см.,
например, [8, с. 158 - 162]).

Тогда наша дробь может быть записана в виде

P (z)

Q(z)
= c′zk

(z − z1)(z − z̄−1
1 )...(z − zn)(z − z̄−1

n )

(z − w1)(z − w̄−1
1 )...(z − wm)(z − w̄−1

m )
,

где c′ – комплексная постоянная, k – разность кратностей корня 0 у
многочленов P и Q. Условимся считать, что корни zi, wj по модулю
больше 1, а сопряженные их обратным, соответственно, меньше 1.
Заметим, что

(z − zi)(z − z̄−1
i ) =

(zi − z)(z̄i − z−1)

−z−1z̄i
.

Проделав это для каждой пары соответственных корней обоих мно-
гочленов, получим

P (z)

Q(z)
= czk−n+m (z1 − z)(z̄1 − z−1)...(zn − z)(z̄n − z−1)

(w1 − z)(w̄1 − z−1)...(wm − z)(w̄m − z−1)
.

Если z = eiλ, то z−1 = z̄ и

(zj − z)(z̄j − z−1) = |zj − z|2 ≥ 0.

Следовательно, c – действительная постоянная, k + n − m = 0 и
можно выбрать

f1(λ) =
√
c

(z̄1 − e−iλ)...(z̄n − e−iλ)

(w̄1 − e−iλ)...(w̄m − e−iλ)
. (9.4)

Надо лишь убедиться, что f1, f
−1
1 ∈ C≤0. Для этого достаточно по-

казать, что для произвольного комплексного a, по модулю большего
1, справедливо

(
a− eiλ

)−1 ∈ C≤0. Запишем

1

a− e−iλ
=

1
a

1− e−iλ

a

=
1

a

1 +

∞∑
j=1

(
e−iλ

a

)j .
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Последняя сумма очевидно лежит в C≤0. При выводе мы восполь-
зовались разложением Маклорена и тем фактом, что в силу выбора
большого по модулю a ∣∣∣∣e−iλa

∣∣∣∣ < 1.

Подведем итог. Для получения факторизации спектральной плот-
ности в частном случае достаточно разложить числитель и знаме-
натель дроби на линейные множители, выбрать корни, по модулю
большие 1, задать f1 по формуле (9.4), а f2 = f/f1.

9.3.3 Несколько несложных примеров
Зафиксируем действительное число s. Как будет ясно из даль-

нейшего, можно без ограничения общности считать, что s ∈ [−π, π].
Выберем некоторое комплексное число g. Пусть случайная величи-
на ξ такова, что Mξ = 0, Mξ2 = 1. Введем в рассмотрение случай-
ную последовательность

ξt = gξeist, t ∈ Z.

Нетрудно проверить, эта случайная последовательность стационар-
на, причем

K(n) = |g|2eisn, n ∈ Z ⇒ K(n) =

π∫
−π

eiλndm(λ),

где мера m сосредоточена в точке s и равна в этой точке |g|2. Сто-
хастическая спектральная мера последовательности, также сосре-
доточенная в точке s, равна в ней gξ. Итак, мы имеем дело с сингу-
лярным случаем, и в формулах прогноза раздела 5.4 можно взять
z0 = eis, N = 1.

Слегка обобщим рассмотренный пример. Пусть комплекснознач-
ные случайные элементы z1, ..., zN таковы, что

Mzj = 0, M|zj |2 = σ2
j , Mzjzk = 0

при всех j, k и k 6= j. Фиксируем числа sk, k = 1, ..., N в интервале
[−π, π] и определим стационарную случайную последовательность

ξn =

N∑
k=1

zke
iskn, n ∈ Z.
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Понятно, что для соответствующей ковариационной функции

K(n) =

N∑
k=1

σ2
ke
iskn

спектральная мера сосредоточена в точках s1, ..., sN и принимает
в них значения σ2

1 , ..., σ
2
N . Вопрос о наличии или отсутствии син-

гулярности здесь решается на основе расположения этих точек в
интервале [−π, π].

В этих примерах можно говорить о том, что соответствующие
ковариационные функции являются комбинацией небольшого чис-
ла гармоник (функций eiskn, k = 1, ..., N). Следующий пример
показывает ситуацию, когда в равной степени задействованы все
гармоники. Такой процесс принято называть белым шумом по ана-
логии с белым цветом, в которым равным образом участвуют все
цвета спектра.

Пусть случайные элементы ξk, k ∈ Z независимы, одинаково
распределены, имеют нулевые математические ожидания, и M|ξk|2 =
1, k ∈ Z. Тогда стационарную случайную последовательность ξn, n ∈
Z мы назовем белым шумом. Ее ковариационная функция K(n),
равная 1 при n = 0 и нулю при остальных n, представима в виде

K(n) =

∫ π

−π
eiλndF (λ),

где F – функция равномерного распределения на [−π, π]. В обозна-
чениях предыдущего раздела,

f(λ) =
1

2π
, f1(λ) =

1√
2π
, g(λ) = 0,

в силу чего мы имеем дело с регулярным случаем, но наилучший
прогноз здесь равен 0, и величина ошибки даже за один шаг совпа-
дает с дисперсией процесса.

Естественно, что более содержательные примеры регулярного
случая связаны с более сложно устроенными спектральными плот-
ностями.

Пусть, например, спектральная плотность задается формулой

f(λ) = 5 + 4 cosλ.

Тогда
f(λ) = 5 + 2eiλ + 2e−iλ.
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Заметим, что ковариационная функция соответствующей ста-
ционарной последовательности имеет вид

K(t) =

π∫
−π

eiλtf(λ)dλ =
10 sinπt

t
+

4 sinπ(t+ 1)

t+ 1
+

4 sinπ(t− 1)

t− 1
.

При всех t отличных от 0 и ±1 это выражение рано 0, а в пере-
численных точках формально не определено. Но по непрерывности
естественно можно доопределить его, приняв за значения функции
K(0) = 10π, K(±1) = 4π. Запишем

f(λ) =
2e2iλ + 5eiλ + 2

eiλ
=

P (eiλ)

Q(eiλ)
.

Разлагая числитель на множители, получим

f(λ) = 2

(
eiλ + 1

2

) (
eiλ + 2

)
eiλ

=
(
2 + e−iλ

) (
eiλ + 2

)
.

Это означает, что можно выбрать

f1(λ) = 2 + e−iλ, f2(λ) = eiλ + 2,

и, в обозначениях предыдущего подраздела, c0 = 2, c−1 = 1, c−k =
0 при k ≥ 4.

Выпишем формулу прогноза на 1 шаг (m = 1).

g(λ) = c−1f
−1
1 (λ) =

1

2

1

1 + 1
2e
−iλ ,

следовательно, применяя формулу суммы бесконечно убывающей
геометрической прогрессии, получим:

g(λ) =
1

2

1 +

∞∑
j=1

(−1)je−ijλ

2j

 .

Окончательно, наилучший линейный прогноз на один шаг задается
формулой

ξ̂(1)≤0 =
1

2
ξ(0) +

∞∑
j=1

(−1)j
ξ(−j)
2j+1

.
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Вычислим величину ошибки прогноза:

σ2(1) = 2πc20 = 8π,

что указывает на низкую надежность прогноза. Если бы мы взя-
лись прогнозировать на 2 шага, то получили бы, что

σ2(2) = 2π(c20 + c2−1) = 10π = Dξ(0),

что подтверждает регулярность рассматриваемой последовательно-
сти – невозможно дать прогноз точнее, чем с точностью до диспер-
сии. Таким образом, при прогнозе на два и более шагов наилучшим
прогнозом следует признать математическое ожидание a = Mξ(t)
(это константа, поскольку мы работаем только со стационарными
процессами), или его оценку

a∗ =
ξ(−N) + ...+ ξ(0)

N + 1
.

9.4 Задача статистического оценивания
спектральной плотности

Итак, знание спектральной плотности наблюдаемого случайно-
го процесса является крайне важным для решения задач прогно-
за. С помощью спектральной плотности решаются также многие
другие интересные задачи (например, с ее помощью выписываются
решения стационарных дифференциальных уравнений, о чем уже
говорилось выше). Сейчас мы, видимо, впервые в настоящем курсе,
рассмотрим практический подход к задаче определения спектраль-
ной плотности. Поскольку в практических ситуациях мы имеем воз-
можность воспользоваться только отдельными числовыми значени-
ями, наблюдениями за развитием конкретного случайного процес-
са, то речь здесь может идти только об оценке нужной нам функ-
ции. Таким образом, мы имеем дело со специальной статистической
задачей оценивания. Но, с другой стороны, мы по числовым зна-
чениям пытаемся восстановить функцию, т.е. имеем дело с задачей
интерполяции. Это обычная ситуация при работе со статистикой
случайных процессов.

Наиболее важным для нас, как понятно из предыдущего подраз-
дела, является случай стационарного процесса. А поскольку непре-
рывно наблюдать за процессом невозможно, будем без ограниче-
ния общности считать, что мы изучаем стационарную случайную
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последовательность. Обозначим постоянное в этом случае матема-
тическое ожидание Mξn = m, n ∈ Z. Пусть также

K(n) =

π∫
−π

eiλndF (λ) −

соответствующая теоретическая ковариационная функция. В на-
шем распоряжении имеются N наблюдений элементов случайной
последовательности x0, x1, ..., xN−1. Обычной оценкой m является,
конечно же, их среднее арифметическое m∗. Для упрощения фор-
мул будем считать, что эта, или какая-то другая состоятельная
несмещенная оценка среднего вычтена из всех наблюдаемых зна-
чений, т.е. их среднее равно 0. Для m любого знака число тех пар
(i, j), для которых разность i − j = m, есть N − |m|. Тогда есте-
ственной оценкой для функции K является

K̂N (n) =


1

N−n

N−n−1∑
k=0

xk+nxk, n ≥ 0;

1
N+n

N∑
k=−n

xk+nxk, n < 0.

Из стандартных результатов математической статистики следу-
ет, что K̂N (n) является несмещенной оценкой K(n).

Ориентируясь на формулы обратного преобразования Фурье,
введем в рассмотрение

fN (λ) =
1

2πN

N−1∑
s=0

N−1∑
t=0

K(s− t)e−iλ(s−t).

Эта функция неотрицательна в силу (8.1). Ясно, что

fN (λ) =
1

2π

∑
|m|<N

K(m)

(
1− |m|

N

)
e−iλm.

Если F (λ) – функция распределения с плотностью fN , то

π∫
−π

eiλndFN (λ) =

{(
1− |n|N

)
K(n), |n| < N ,

0, |n| ≥ N
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в силу ортонормированности системы функций 1√
2π
e−iλn при n ∈ Z.

Пусть
F (λ) = lim

N→∞
FN (λ)

в смысле слабой сходимости. Тогда из выписанных формул сле-
дует, что F – спектральная функция, а, соответственно, f(λ) =
lim
N→∞

fN (λ) – спектральная плотность нашей последовательности.
Заменим K ее оценкой. Статистика

f̂N (λ) =
1

2π

∑
|m|<N

K̂N (m)

(
1− |m|

N

)
e−iλm,

являющаяся оценкой fN (λ), называется периодограммой. Оказы-
вается, для периодограммы может быть выписана более простая
формула

f̂N (λ) =
1

2πN

∣∣∣∣∣
N−1∑
s=0

xse
−iλs

∣∣∣∣∣
2

. (9.5)

Действительно, правую часть (9.5) распишем в виде

1

2πN

N−1∑
s=0

N−1∑
t=0

xsxte
−iλ(s−t) =

1

2πN

∑
|m|<N

∑
t

xt+mxte
−iλm,

и, поскольку во внутренней сумме N − |m| слагаемых, то можно
продолжить выписываемое равенство до

1

2πN

∑
|m|<N

(N − |m|)K̂(m)e−iλm = f̂N (λ).

Наша цель – заметить, что можно использовать (9.5) в качестве
оценки спектральной плотности. Т.к. MK̂(n) = K(n), то f̂N (λ) яв-
ляется несмещенной оценкой fN (λ). Заметим далее, что

fN (λ) =
1

2πN

N−1∑
s=0

N−1∑
t=0

K(s− t)e−iλ(s−t) =

=
1

2πN

π∫
−π

∣∣∣∣∣
N−1∑
k=0

ei(µ−λ)k

∣∣∣∣∣
2

f(µ)dµ.
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Функция

ΦM (s) =
1

2πM

∣∣∣∣∣
M∑
k=0

eisk

∣∣∣∣∣
2

=
1

2πM

∣∣∣∣ sin(sM/2)

sin(s/2)

∣∣∣∣2
обычно называется ядром Фейера. Из курса функционального ана-
лиза известна следующая сходимость, связанная с этим ядром:

Mf̂N (λ) = fN (λ) =

π∫
−π

ΦN−1(µ− λ)f(µ) dµ → f(λ)

при любом λ и N → ∞. Итак, f̂N (λ) является асимптотически
несмещенной оценкой для f(λ).

Но в практических задачах ошибки двух в целом неплохих при-
ближений обычно накапливаются, что приводит к тому, что оценка
(9.5) не может использоваться в сколько-нибудь удовлетворитель-
ном смысле. Пусть, например, ξn – белый шум, составленный из
стандартных нормальных случайных величин. Тогда, как мы уже
знаем, f(λ) ≡ 1

2π , а

f̂N (λ) =
1

2π

∣∣∣∣∣ 1√
N

N−1∑
k=0

xke
−iλk

∣∣∣∣∣
2

.

Даже при λ = 0 у нас f̂N (0) = 1
2π ξ

2, где ξ имеет стандартное нор-
мальное распределение, и

M|f̂N (0)− f(0)|2 =
1

4π2
M|ξ2 − 1|2 6−→0.

Для преодоления отмеченных явлений оценку (9.5) обычно улуч-
шают за счет введения специальной весовой функции WN , называ-
емой спектральным окном, и полагают

fWN (λ) =

π∫
−π

WN (λ− ν)f̂N (ν)dν.

От спектрального окна при этом требуют

1. WN (0) – максимальное значение WN ;
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2.
π∫
−π

WN (λ)dλ = 1;

3. (∀λ) lim
N→∞

M|f̂WN (λ)− f(λ)|2 = 0.

Можно предложить много способов построения спектральных окон.
Вот наиболее распространенные. Пусть числовая последователь-
ность aN = o(N)→∞ выбрана произвольно,

WN (λ) = aNB(aNλ).

Если

B(µ) =
1

2π

∣∣∣∣ sin(µ/2)

µ/2

∣∣∣∣2 ,
то мы получаем окно Бартлетта. Если в тех же обозначениях
выбрать

B(µ) =
3

8π

∣∣∣∣ sin(µ/4)

µ/4

∣∣∣∣4 ,
то получаем окно Парзена. Наконец, последовательность aN можно
брать не произвольной, а построить специальным образом, взять
любое α ∈ (0, 2] и, если ввести

B(µ) =

{
α+1
2α (1− |µ|α), |µ| ≤ 1,
0, |µ| > 1,

то мы получим окно Журбенко. Каждый из этих подходов имеет
свои достоинства и недостатки, которые здесь мы обсуждать не
будем.



Глава 10

Процессы размножения и
гибели

10.1 Основные предположения

В этом разделе мы обратимся к изучению одного из конкретных
видов марковских процессов, который оказывается полезным при
моделировании многих практических явлений в области природы,
техники и социальных эволюций.

Пусть в некоторой области имеются частицы. Будем считать,
что их количество в этой области случайно и обозначим pn(t) ве-
роятность того, что в момент времени t имелось ровно n частиц.
Условимся считать, что возможные количество частиц в области
являются состояниями устойчивой цепи Маркова, а изменение это-
го количества со временем описывается переходными вероятностя-
ми такой цепи. Тем самым, сделано предположение, что вероятно-
сти перехода удовлетворяют условиям 1 – 4 раздела 6.

Отдельные члены последовательности чисел λn из упомянутых
условий здесь естественно назвать интенсивностями размножения,
а числа µn – интенсивностями гибели. Обе эти последовательно-
сти считаются заданными заранее и полностью известными. Если
оказывается, что (∀n) (µn = 0), но, хотя бы некоторые из λn поло-
жительны, то говорят о чистом размножении, если же (∀n) (λn = 0)
одновременно с наличием положительных µn, то о чистой гибели.
Заметим, что, как и ранее, из сформулированных допущений следу-
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ет, что вероятность рождения или гибели за время ∆t одновременно
двух или более частиц есть o(∆t).

Укажем один набор достаточных условий для того, чтобы были
справедливы все сделанные предположения. Пусть частицы раз-
множаются и гибнут независимо друг от друга, причем каждая из
них за промежуток ∆t порождает новую с вероятностью b или гиб-
нет с вероятностью d (b+ d ≤ 1). Предположим, что

b = λ∆t+ o(∆t), d = µ∆t+ o(∆t).

При этом очевидно, что вероятность за время ∆t родиться или
погибнуть двум или большему количеству частиц будет равна o(∆t)
независимо от того, сколько в области имелось к этому моменту
частиц. Теперь, обозначая bn(∆t), dn(∆t) числа родившихся и по-
гибших частиц, получим

P(bn(∆t) = 1) = nλ∆t+ o(∆t), P(dn(∆t) = 1) = nµ∆t+ o(∆t),

а значит,

Pn,n+1(∆t) = P(bn(∆t) = 1, dn(∆t) = 0) + o(∆t) =

= (nλ∆t+ o(∆t))(1− nµ∆t+ o(∆t)) + o(∆t) = nλ∆t+ o(∆t);

Pn,n−1(∆t) = nµ∆t + o(∆t);

Pn,n(∆t) = P(bn(∆t) = 0, dn(∆t) = 0) + P(bn(∆t) = 1, dn(∆t) = 1)+

+o(∆t) = 1− n(λ+ µ)∆t + o(∆t).

Тем самым, в этом случае все сделанные предположения ока-
зываются выполненными при λn = nλ, µn = nµ, то есть, согласно
терминологии, введенной в разделе 5.1, мы получили устойчивую
цепь Маркова специального типа, и для корректного применения к
некоторому явлению результатов настоящего раздела вполне хва-
тит проверки упомянутых достаточных условий.

10.2 Одномерные распределения
Далее, если не будет оговорено нечто иное, условимся счи-

тать, что процесс размножения и гибели является устойчивой це-
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пью Маркова специального типа (выполнено (6.3)). Получим диф-
ференциальные уравнения, описывающие такой процесс размноже-
ния и гибели. По формуле полной вероятности

pn(t+ ∆t) = pn(t)(1− nλ∆t+ o(∆t))(1− nµ∆t+ o(∆t))+

+pn−1(t)((n− 1)λ∆t+ o(∆t))(1− (n− 1)µ∆t+ o(∆t))+

+pn+1(t)((n+ 1)µ∆t+ o(∆t))(1− (n+ 1)λ∆t+ o(∆t)) + o(∆t).

Отсюда нетрудно получить

pn(t+ ∆t)− pn(t)

∆t
= −n(λ+ µ)pn(t) + (n− 1)λpn−1(t)+

+(n+ 1)µpn+1(t) + o(1).

Переходя к пределу при ∆t→ 0, имеем

p′n(t) = −n(λ+ µ)pn(t) + (n− 1)λpn−1(t) + (n+ 1)µpn+1(t).

Выше предполагалось, что n ≥ 1. Если же n = 0, то аналогич-
ными рассуждениями просто выводится

p′0(t) = µp1(t).

Заметим, что полученное уравнение при n = 0 можно считать
частным случаем предыдущего уравнения, если принять во внима-
ние два обстоятельства. Во-первых, p0(t) = 0, поскольку если бы
в какой-то момент в области не оказалось частиц, то дальнейшая
эволюция процесса стала бы невозможна. Во-вторых, при рассмат-
риваемом n вероятность pn−1(t) нужно принять равной 0 по понят-
ным причинам.

Умножим n-ное уравнение полученной системы на xn и, скла-
дывая, получим

∞∑
n=0

p′n(t)xn = µ

∞∑
n=1

pn(t)xn−1n+ λx2
∞∑
n=1

pn(t)xn−1n−

−(λ+ µ)

∞∑
n=0

pn(t)xnn.
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Если мы теперь обозначим

F (x, t) =

∞∑
n=0

pn(t)xn ,

то полученное выше уравнение можно переписать в виде

∂F

∂t
=
(
µ− (λ+ µ)x+ λx2

) ∂F

∂x
.

Предположим для простоты, что p1(0) = 1, т.е. в начальный мо-
мент времени в области находилась одна частица. Отсюда, в част-
ности, следует, что pn(0) = 0 при n 6= 1. Чтобы решить уравнение в
частных производных, составим обыкновенное дифференциальное
уравнение:

dt =
−dx

µ− (λ+ µ)x+ λx2
,

откуда

t− c =
1

µ− λ

∫ (
1

1− x
− λ

µ− λx

)
dx =

=
1

µ− λ
ln

∣∣∣∣µ− λx1− x

∣∣∣∣ −
первый интеграл линейного уравнения в частных производных пер-
вого порядка. Тогда, как известно, общим решением уравнения в
частных производных будет

F (t, x) = R

(
1

µ− λ
ln

∣∣∣∣µ− λx1− x

∣∣∣∣+ t

)
,

где R – произвольная дифференцируемая функция. Чтобы найти
эту функцию в заявленных начальных (при t = 0) условиях, заме-
тим, что при t = 0 в силу сделанных допущений F (x, t) = x, или,
тождественно по x,

R

(
1

µ− λ
ln

∣∣∣∣µ− λx1− x

∣∣∣∣) = x,

и R есть обратная функция для u = 1
µ−λ ln

∣∣∣µ−λx1−x

∣∣∣ . Следовательно,
R(u) =

µ− e(µ−λ)u

λ− e(µ−λ)u
.
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Подставляя в это выражение вместо u аргумент R, имеем

F (x, t) =
µ(1− e(µ−λ)t) + x(λe(µ−λ)t − µ)

λ− µe(µ−λ)t + λx(e(µ−λ)t − 1)
.

Разлагая F в ряд по степеням x, нетрудно получить, что

pn(t) =
(µ− λ)2e(µ−λ)t

(
1− e(µ−λ)t

)n−1
λn−1

(λ− µe(µ−λ)t)n+1
, n ≥ 1,

p0(t) =
µ
(
1− e(µ−λ)t

)
λ− µe(µ−λ)t

,

А также

p≥1(t) = 1− p0(t) =

∞∑
k=1

pk(t) =
λ− µ

λ− µe(µ−λ)t
.

Пусть µ < λ. Тогда при t→∞

p0(t) −→ µ

λ
, p≥1(t) −→ 1− µ

λ
,

а если, наоборот, µ > λ, то

p0(t) → 1, p≥1(t) → 0.

Отсюда можно сделать очевидные выводы. Например, если ги-
бель частиц происходит с большей интенсивностью, то через до-
статочно продолжительное время частиц в области наверняка не
останется.

Заметим, что из рассмотренных случаев выпала ситуация, когда
λ = µ, т.е. размножение и гибель происходят с равными интенсив-
ностями. Для корректного рассмотрения этой ситуации придется
вернуться к решенному выше линейному уравнению в частных про-
изводных и заново решить его. Ситуация получится более простой,
поскольку ни логарифм, ни экспонента в первом интеграле здесь
уже не появится. Предоставляю читателю самостоятельно проде-
лать эти выкладки и проинтерпретировать полученный результат.
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10.3 Примеры

10.3.1 Линейный рост с иммиграцией

Пусть в модели процесса размножения и гибели λn = λn +
a, µn = µn, что можно интерпретировать как наличие постоянной
интенсивности роста и гибели при наличии неизменной относитель-
но общего числа частиц составляющей роста a. Эту составляющую
удобно интерпретировать как иммиграцию, не связанную с коли-
чеством частиц в области. Привлекая систему прямых уравнений
Колмогорова, получим

P ′n,0(t) = −aPn,0 + µPn,1(t),

P ′n,j(t) = (a+ λ(j − 1))Pn,j−1(t)−
−((λ+ µ)j + a)Pn,j(t) + µ(j + 1)Pn,j+1(t), j ≥ 1.

Умножим j-е уравнение на j и суммируем. Обозначим M(t) мате-
матическое ожидание процесса и допустим, что ξ(0) = n с вероят-
ностью 1. Тогда получим

M ′(t) = a+ (λ− µ)M(t).

Если λ 6= µ, то, проинтегрировав это уравнение, получим

M(t) = Ce(λ−µ)t − a

λ− µ
.

Подставляя сюда t = 0, находим

c = n +
a

λ− µ
.

Окончательно,

M(t) =
a

λ− µ

(
e(λ−µ)t − 1

)
+ ne(λ−µ)t.

Отметим, что при λ > µ значение M(t) неограниченно увеличива-
ется с течением времени, при λ < µ, монотонно убывая, стремится
к a/(µ− λ).

Если же λ = µ, то

M(t) = at+ n, M(t) −→∞.
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Очевидная возможная интерпретация – при равных интенсив-
ностях размножения и гибели популяция продолжает расти исклю-
чительно за счет иммиграции. В отличие от экспоненициального
ее роста в случае, когда размножение превалировало над гибелью,
данный рост оказывается линейным.

10.3.2 Законы формирования очереди
Рассмотрим процесс обслуживания клиентов некоторой систе-

мой, например, выбивание чеков кассой или стрижка в парикма-
херской. Иногда для этих процессов употребляют название процесс
массового обслуживания. Пусть ξ(t) – число клиентов в зоне об-
служивания (считая тех, кто ожидает своей очереди и тех, кто уже
обслуживается) в момент времени t. Этот процесс, очевидно, явля-
ется одним из процессов размножения и гибели. Например, гибелью
здесь считается окончание обслуживания и покидание клиентом зо-
ны обслуживания.

Будем считать, что, независимо от числа уже имеющихся кли-
ентов, число прибывающих клиентов имеет одну и ту же интен-
сивность («клиентам все равно, какой длины очередь»), интенсив-
ность обслуживания клиентов также постоянна («мастер обладает
железными нервами и никуда не спешит»). Если канал обслужива-
ния только один, т.е. одновременно не может обслуживаться более
одного клиента, то отсюда следует, что для некоторых фиксирован-
ных λ, µ в рамках принятой модели (∀n) λn = λ, µn = µ.

Обозначим через τj время обслуживания j-го клиента. Ранее бы-
ло показано, что случайные величины τj имеют экспоненциальные
распределения, более точно

(∀t ≥ 0) P(τj ≥ t) = e−µt.

Если всего имеется N каналов обслуживания (касс, парикмахер-
ских или стоматологических кресел и т.п.), то одно из них освобо-
дится через время τ – минимум из величин τ1, ..., τN . Запишем

P(τ ≥ t) =

N∏
j=1

P(τj ≥ t) = e−Nµt.

Мы видим, что время ожидания первого освободившегося канала
обслуживания здесь также имеет экспоненциальное распределение.
Таким образом, если имеется N каналов обслуживания, то µj = jµ
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при j ≤ N и µj = Nµ при j > N . Это означает, что, после того,
как число клиентов достигнет числа каналов обслуживания, что
можно интерпретировать, как полный вход системы в рабочий ре-
жим, интенсивность гибели соответствующего процесса перестает
меняться. Таким образом, систему с произвольным конечным чис-
лом каналов в асимптотике можно рассматривать как процесс раз-
множения и гибели с постоянными λ, µ в достаточно естественных
предположениях.

Это позволяет вернуться к изучению системы с одним каналом
обслуживания. Найдем соответствующее стационарное распределе-
ние. В обозначениях, введенных перед (6.5), у нас

πj =

(
λ

µ

)j
,

∞∑
j=1

πj =
µ

µ− λ

(конечно же, только для µ > λ, иначе очередь растет, и ни о каких
стационарных распределениях говорить не имеет смысла). Отсюда
искомое распределение имеет вид

pn =
µ− λ
µ

(
λ

µ

)n
, n ≥ 0.

Поскольку один из клиентов обслуживается, а n в последней
формуле равно общему числу имеющихся в зоне обслуживания кли-
ентов, то вероятность того, что длина очереди m равна 0, вычис-
ляется как p0 + p1, а для m ≥ 1 совпадает с вероятностью pm+1.

Рассмотрим другой крайний случай – наличие бесконечного чис-
ла каналов обслуживания. При этом каждый появляющийся в зоне
обслуживания клиент немедленно начинает обслуживаться. Поэто-
му никакой очереди здесь не образуется. Такую модель системы
массового обслуживания иногда называют моделью телефонного
узла. Мы уже знаем, что в такой ситуации при произвольном n

λn = λ, µn = nµ,

а следовательно,

πj =
λj

j!µj
, j = 0, 1, , ...;

∞∑
j=0

πj = eλ/µ,

и

pn =
1

n!

(
λ

µ

)n
e−

λ
µ , n ≥ 0.
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Это – вероятность того, что одновременно через телефонный узел
ведутся n разговоров. Как мы видим, число одновременно веду-
щихся разговоров имеет пуассоновское распределение.
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О непрерывных
модификациях

В этом разделе будем считать, что имеется некоторый конечный
сегмент числовой прямой [a, b], на котором заданы все рассматрива-
емые случайные процессы. Напомним, что реализацией или траек-
торией случайного процесса называется та неслучайная функция,
которая получается при фиксации исхода ω ∈ Ω. Это то, что мы
получаем, наблюдая развитие изучаемого случайного процесса в
конкретном эксперименте. Согласно сложившимся традициям, ис-
ходы случайного эксперимента в аргументах случайных величин,
как правило, опускаются. Поэтому реализация случайного процес-
са будет у нас обозначаться ξ(t), т.е. в точности так же, как и сам
случайный процесс. Чтобы понять, что именно скрывается за обо-
значением ξ(t), таким образом, далее придется особенно вниматель-
но следить за контекстом.

Начнем со следующего определения. Два случайных процесса
ξ(t), η(t) называются стохастически эквивалентными, если

(∀t) P(ξ(t) = η(t)) = 1.

Любой процесс, стохастически эквивалентный ξ(t), будем называть
модификацией ξ(t).

Существование модификаций процесса, которые обладают непре-
рывными реализациями, весьма удобно. Для таких процессов мы
имеем возможность исследовать, например, наибольшие и наимень-
шие значения на отрезках и их распределения как случайных вели-



чин. Дело в том, что, если случайный процесс ξ(t) обладает лишь
непрерывными модификациями, то для произвольного x, например
имеет место следующее соотношение.{

sup
t∈[a,b]

ξ(t) < x

}
=

⋂
t∈Q[a,b]

{ξ(t) < x} ,

где пересечение берется по множеству всех рациональных чисел
отрезка [a, b]. Это пересечение счетно, каждое из пересекающихся
множеств является случайным событием, а следовательно, и точная
верхняя грань значений случайного процесса на отрезке по опреде-
лению оказывается случайной величиной. При этом возможность
обойтись лишь счетным набором множеств в последней формуле
напрямую связана с непрерывностью ξ(t). Понятно, что вместо са-
мого случайного процесса в последней формуле можно использо-
вать его модификацию.

Сформулируем две теоремы, в которых формулируются доста-
точные условия для существования модификации процесса, все ре-
ализации которой непрерывны.

Теорема 15. Пусть найдется такая константа c, что при неко-
торых r, α > 0

(∀s, t) M|x(t)− x(s)|r ≤ c|t− s|1+α,

тогда найдется модификация ξ(t) случайного процесса x(t), все ре-
ализации которой непрерывны.

Теорема 16. Пусть нашлись такие монотонно возрастающие при
положительных значениях аргументов функции g, y, что

(∀t, h > 0) P(|x(t+ h)− x(t)| ≥ g(h)) ≤ y(h),

и вдобавок

∞∑
n=0

2ny

(
b− a

2n

)
< ∞,

∞∑
n=0

g

(
b− a

2n

)
< ∞.

Тогда найдется модификация ξ(t) случайного процесса x(t), обла-
дающая непрерывными реализациями.
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Покажем, что теорема 15 следует из теоремы 16. Действительно,
при заданных положительных r, α всегда можно найти такое γ > 0,
что α− rγ > 0. Положим

g(h) = hγ , y(h) = ch1+α−rγ ,

где постоянная c также из условия теоремы 15. Из неравенства Че-
бышева с r-м моментом следует, что

P(|x(t+ h)− x(t)| ≥ g(h)) ≤ ch1+α

gr(h)
= y(h).

Осталось проверить сходимость рядов в условии теоремы 16, что
сделать совсем несложно.

Для доказательства теоремы 16 нам понадобится следующий
вспомогательный результат, оказывающийся полезным и во мно-
гих других задачах теории вероятностей, особенно связанных со
сходимостью почти наверное.

Лемма 7. (Борель – Кантелли) Пусть для случайных событий
A1, A2, ... имеет место сходимость ряда:

∞∑
n=1

P(An) < ∞.

Тогда с вероятностью 1 одновременно может произойти лишь
конечное число из этих событий.

Доказательство. Используя интерпретацию кванторов существо-
вания и всеобщности через теоретико-множественные операции, за-
метим, что бесконечное число событий данной последовательности
происходит лишь тогда, когда происходит

A =

∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

An.

Введем в рассмотрение монотонно убывающую последовательность
событий Bk = ∪n≥kAn. При этом в силу сходимости ряда из веро-
ятностей

P(Bk) ≤
∞∑
n=k

P(An) −→ 0, k →∞.



Применяя аксиому непрерывности вероятности, получаем, что

P(A) = lim
k→∞

P(Bk) = 0.

Лемма доказана.
Доказательство теоремы 16. Для упрощения формул будем

считать, что процессы заданы на [0,1]. Рассмотрим случайный про-
цесс

X(n)(t) = 2n (x(tn,k)(tn,k+1 − t) + x(tn,k+1)(t− tn,k)) ,

t ∈ [tn,k, tn,k+1],

где tn,k = k
2n , k = 0, ..., 2n. Заметим, что

(∀n, k) X(n)(tn,k) = x(tn,k)

по построению, а все траектории построенного процесса имеют в
качестве графиков непрерывные ломаные. Максимальное значение
разности |X(n)(t)−X(n+1)(t)| достигается в одной из 2n точек вида
2k−1
2n+1 . Привлекая тот факт, что вероятность объединения событий
не превосходит суммы их вероятностей, видим, что

Pn ≡ P
(

max
t
|X(n)(t)−X(n+1)(t)| ≥ g(2−n)

)
≤ 2ny(2−n).

Из этого неравенства и условий теоремы следует, что числовой ряд∑∞
n=1 Pn мажорируется сходящимся рядом, а значит сходится.
Итак, привлекая лемму Бореля – Кантелли, видим, что произо-

шло лишь конечное число событий

An = {sup
t
|X(n)(t)−X(n+1)(t)| ≥ g(2−n)},

т.е., начиная с некоторого, конечного с вероятностью 1, номера со-
бытия N(t), они уже не происходят.

С этого момента зафиксируем случайный аргумент ω и будем
изучать полученные ломаные и их пределы как неслучайные функ-
ции, что позволит задействовать весь аппарат классического мате-
матического анализа. В силу сходимости ряда

∑∞
n=1 g(2−n) мы по-

лучаем равномерную относительно t сходимость
∑∞
n=1

(
X(n)(t)−X(n+1)(t)

)
,

который, как выяснилось, им мажорируется.
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Запишем очевидное соотношение

X(n)(t) = X(1)(t)−
n−1∑
j=1

(
X(n)(t)−X(n+1)(t)

)
.

Отсюда следует, что последовательность непрерывных функцийX(n)(t)
также равномерно сходится относительно t, откуда вытекает, что
существует непрерывная функция

X̂(t) = lim
n→∞

X(n)(t).

Вспомним теперь об ω и, вернув его на «законное место» аргу-
мента ξ(t), определим случайный процесс соотношением

ξ(t) =

{
X̂(t), N(t) <∞,
0, N(t) =∞.

Для завершения доказательства осталось проверить, что ξ(t) яв-
ляется модификацией x(t). Второй из случаев в последней форму-
ле реализуется, как мы знаем, только с вероятностью 0, поэтому в
дальнейшем доказательстве им можно пренебречь.

При t = k/2n значения ξ(t), x(t) совпадают с вероятностью 1 по
построению. Пусть t не имеет указанного вида. Зафиксируем ε > 0
и рассмотрим

wh = sup{|ξ(s)− ξ(q)|, |s− q| < h}.

В силу равномерной непрерывности траекторий процесса ξ(t)
справедливо wh → 0 при h → 0 даже с вероятностью 1. Построим
последовательность

tm =
k(m)

2n(m)
−→ t, m→∞.

Тогда

P(|x(t)− ξ(t)| ≥ ε) ≤ P(|x(t)− x(tm)| ≥ ε/2)+

+P(|ξ(t)− ξ(tm)| ≥ ε/2).

Второе слагаемое в этой сумме не превосходит

P(wt−tm ≥ ε/2) → 0, m→∞.



Оценим первое слагаемое. Поскольку g(t − tm) → 0, то при доста-
точно больших m справедливо

P(|x(t)− x(tm)| ≥ ε/2) ≤ P(|x(t)− x(tm)| ≥ g(t− tm)) ≤
≤ y(t− tm)→ 0, m→∞,

откуда P(|x(t)− ξ(t| ≥ ε) = 0.
Фактически, доказательство теоремы завершено в силу произ-

вольной малости ε, но, тем не менее, сделаем его более строгим
с помощью следующих рассуждений. При каждом натуральном n
введем в рассмотрение событие

Zn = {|x(t)− ξ(t)| ≥ 1/n},

которое, как только что было доказано, имеет нулевую вероятность.
При этом, очевидно, для произвольного n имеет место включение
Zn ⊂ Zn+1. Осталось заметить, что, по аксиоме непрерывности ве-
роятности,

P(x(t) 6= ξ(t)) = P

( ∞⋃
n=1

Zn

)
= lim
n→∞

P(Zn) = 0.

Теперь теорема доказана полностью.
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Условные
математические
ожидания

В этой главе весьма важным для нас будет понятие измеримо-
сти отображения относительно системы множеств. Пусть на мно-
жестве Ω выбрана некоторая система подмножеств G. Напомним,
что отображение f : Ω→ R называется G-измеримым, если прооб-
раз f−1(B) любого борелевского множества B на числовой прямой
всегда оказывается элементом G.

Понятие, вынесенное в заголовок раздела, в современных учеб-
ных планах принято относить к теории вероятностей, предмету,
который изучается на младших курсах математических факуль-
тетов. Но реального применения в этой учебной дисциплине оно
чаще всего не находит – слишком много в ней других интересных
и важных тем и понятий. Для курса же теории случайных про-
цессов понятия условных математических ожиданий относительно
сигма-алгебр или случайных величин крайне важны. Поэтому мы
приводим соответствующие определения здесь, считая нелишним
напомнить его даже тому читателю, который уже знакомился с ни-
ми раньше.

Неформально, любое условное понятие (Z/U) напрямую связано
с возможностью получать информацию об одном процессе Z, имея
возможность наблюдать развитие некоторого другого процесса U .



Другими словами, то, что находится в условии, мы как бы знаем
полностью, имеем полную информацию об U . Тогда условное поня-
тие характеризует ту информацию, которую мы можем получить
при этом о процессе Z.

Если выразится немного иначе, условная характеристика Z при
условии U это то, что мы можем сказать о Z в терминах U . При
этом U предполагается полностью известным.

Начнем с простых вещей. Напомним, что условной вероятно-
стью события A при условии B, если P(B) 6= 0 называется

P(A/B) =
P(AB)

P(B)
.

Если для случайной величины ξ соответствующий интеграл имеет
смысл, определим число

M(ξ/B) =

∫
Ω

ξdP(·/B),

которое назовем условным математическим ожиданием при усло-
вии события B. Тогда

M(ξ/B) =
1

P(B)

∫
Ω

ξ dP(ω ∩B) =
1

P(B)

∫
B

ξ dP.

Вынося постоянное математическое ожидание за знак интегра-
ла, видим, что∫

B

M(ξ/B)dP = M(ξ/B) ·P(B) =

∫
B

ξdP. (12.1)

Немного усложним ситуацию. Пусть < Ω,F ,P > – вероятност-
ное пространство, класс множеств U = {B1, B2, ...} ⊂ F осуществ-
ляет разбиение Ω, т.е.⋃

j

Bj = Ω, i 6= j ⇒ Bi ∩Bj = ∅,

и (∀j) P(Bj) 6= 0. Случайная величина

ξ̂ =
∑
j

M(ξ/Bj)1Bj
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называется условным математическим ожиданием ξ при условии
разбиения U и обозначается M(ξ/U). Заметим при этом, что, по-
скольку ξ̂ постоянна на элементах Bj ∈ U , то она измерима отно-
сительно U .

Пусть B ∈ σ(U). Обозначим C1, C2, .... множества, образующие
ту часть разбиения, что

B =
⋃
k

Bik =
⋃
k

Ck.

Отметим, что из (12.1) извлекается∫
B

ξdP =
∑
k

∫
Ck

ξdP =
∑
k

∫
Ck

M(ξ/Ck)dP,

иначе говоря, для произвольного B ∈ σ(U) справедливо∫
B

ξdP =

∫
B

M(ξ/U)dP

(на B все «лишние» индикаторы обращаются в 0).
Для разнообразных доказательств полезным окажется следую-

щее нетрудно проверяемое утверждение. Если имеется такая σ(U)-
измеримая случайная величина η, что

(∀B ∈ σ(U))

∫
B

ηdP =

∫
B

M(ξ/U)dP,

то η = M(ξ/U)(modP), то есть фактически эта величина и есть на-
ше условное математическое ожидание. Дадим теперь самое общее
определение.

Пусть G – σ-алгебра. Тогда G-измеримая случайная величина
M(ξ/G) называется условным математическим ожиданием слу-
чайной величины ξ относительно этой σ-алгебры, если для произ-
вольного B ∈ G справедливо∫

B

ξdP =

∫
B

M(ξ/G)dP.

Привлекая сделанное выше замечание, видим, что для поиска
условного математического ожидания достаточно указать такую G-
измеримую случайную величину η, что

(∀B ∈ G))

∫
B

ξdP =

∫
B

ηdP . (12.2)



С учетом того, как вводится скалярное произведение в L2(Ω),
равенство из определения условного математического ожидания пе-
репишем в виде

(∀B ∈ G) < ξ,1B >L2(Ω) = < M(ξ/G),1B >L2(Ω) .

Если только быть уверенным, что (а это действительно так, см.
свойство 2 ниже)

Mξ2 = M (M(ξ/G))
2
,

то это можно интерпретировать, как равенство углов, образуемых
случайной величиной и ее условным математическим ожиданием
со всеми порождающими элементами σ-алгебры G. Если же пере-
писать равенство скалярных произведений в виде

< ξ −M(ξ/G), 1B >L2(Ω) = 0,

то становится понятно, что условное математическое ожидание –
это ортогональная проекция ξ на подпространство L2(Ω), натянутое
на индикаторы элементов G.

Существование условного математического ожидания следует
из теоремы функционального анализа, формулируемой ниже.

Теорема 17. (Радон - Никодим) Пусть g(B) является σ-адди-
тивной действительнозначной функцией на σ-алгебре F , µ – мера
на < Ω,F >. Тогда найдется единственная mod(µ) неотрицатель-
ная µ-измеримая функция f такая, что

(∀B ∈ F) g(B) =

∫
B

f(x)dµ.

В этом контексте условное математическое ожидание случай-
ной величины η можно назвать производной σ-аддитивной функ-
ции

∫
B
ηdP по мере P.

Если снова вспомнить неформальное рассуждение, которым от-
крывался настоящий раздел, то условное относительно σ-алгебры G
математическое ожидание случайной величины ξ представляет со-
бой ту составляющую этой случайной величины, которую мы пол-
ностью знаем, располагая информацией о каждом из событий, вхо-
дящих в G. При этом, поскольку σ-алгебра является, вообще гово-
ря, «достаточно богатым» по содержанию объектом, эта известная
часть чаще всего все еще оказывается не постоянной, а представ-
ляет собой нетривиальную случайную величину.
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Перейдем теперь к формулировкам и доказательствам основных
свойств условных математических ожиданий. Пусть, как и выше,
G является σ-алгеброй.

1. Если ξ является G-измеримой, то M(ξ/G) = ξ.

Действительно,

(∀B ∈ G)

∫
B

ξdP =

∫
B

ξ dP ⇒ ξ = M(ξ/G)

по определению условного математического ожидания.

2. M M(ξ/G) = Mξ.

Для доказательства этого свойства достаточно выбрать в опре-
делении B = Ω:

M M(ξ/G) =

∫
Ω

M(ξ/G)dP =

∫
Ω

ξdP = Mξ.

3. Для произвольных действительных чисел α, β
M(αξ + βη/G) = αM(ξ/G) + βM(η/G).

Зафиксируем B ∈ G. Заметим, что правая часть доказыва-
емого равенства G-измерима как комбинация измеримых ве-
личин. Отсюда, привлекая свойство линейности интеграла по
вероятности, имеем∫

B

(αM(ξ/G) + βM(η/G)) dP =

= α

∫
B

ξdP + β

∫
B

ηdP =

∫
B

(αξ + βη)dP,

что и требовалось доказать.

4. Если ξ не зависит от G, то M(ξ/G) = Mξ.

Смысл этого свойства очевиден – если мы располагаем ин-
формацией о том, что не связано с ξ, то ее часть, которую мы
можем описать, тривиальна. Докажем свойство.

Понятно, что

(∀B ∈ G)(∀x) P(ξ < x, B) = P(ξ < x)P(B),



т.е. ξ и 1B независимы. Отсюда∫
B

ξdP = Mξ1B = MξM1B = Mξ

∫
B

dP =

∫
B

MξdP,

что завершает доказательство.

5. Если η G-измерима, то для произвольной ξ

M(ξη/G) = ηM(ξ/G).

Таким образом, при изучении условных математических ожи-
даний с величинами, измеримыми относительно G можно ра-
ботать как с константами. Докажем это.

Пусть η = 1C , C ∈ G. Тогда для B ∈ G∫
B

ηM(ξ/G)dP =

∫
B∩C

M(ξ/G)dP =

=

∫
B∩C

ξdP =

∫
B

ξηdP,

т.е. в этой ситуации все доказано. Случай линейных комби-
наций индикаторов очевиден, общий случай получается пре-
дельным переходом.

6. Пусть G ⊂ F – сигма-алгебры. Тогда

M (M(ξ/F)/G) = M(ξ/G).

Действительно, при B ∈ G справедливо∫
B

M (M(ξ/F)/G) dP =

∫
B

M(ξ/F)dP =

=

∫
B

ξdP =

∫
B

M(ξ/G)dP,

что и заканчивает доказательство.

7. Если G ⊂ F , η – F-измерима, то

M(ξη/G) = M (ηM(ξ/F)/G) .

Доказательство следует из свойств 6 и 5.
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Мартингалы

13.1 Определения
В заключительных разделах курса изучим случайные функции,

имеющие зависимые приращения и устроенные иначе, чем марков-
ские процессы. Будем считать, что все рассматриваемые ниже про-
цессы заданы на ограниченном полуинтервале T = [a, b), его замы-
кании или каком-либо дискретном подмножестве этого полуинтер-
вала.

Будем говорить, что семейство σ-алгебр Ft, t ∈ T образует по-
ток, если при s < t справедливо Fs ⊂ Ft. Поток будем назы-
вать непрерывным справа в точке a, если σ-алгебры Fa и Fa+ =
∩{Ft, t > a} совпадают. Заметим, что σ-алгебры Ft+, t ∈ T обра-
зуют поток, непрерывный справа в любой точке T .

Если при каждом t случайная величина ξ(t) Ft−измерима, то
будем говорить, что случайный процесс ξ(t) согласован с потоком.
Очевидно, что любой случайный процесс ξ(t) согласован с потоком
Fξt = σ(ξ(s), s ≤ t).

Случайный процесс называется мартингалом относительно по-
тока сигма-алгебр, если он согласован с этим потоком, имеет ко-
нечное математическое ожидание, и

(∀t, s ∈ T ) (s < t) ⇒ M (ξ(t)/Fs) = ξ(s)

с вероятностью 1. Если M (ξ(t)/Fs) ≥ ξ(s) для произвольных пар
аргументов с условием s < t, то процесс называется субмартин-
галом, если же в последнем определении знак ≥ изменен на ≤, то
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процесс ξ(t) называют супермартингалом. Обобщающим поняти-
ем служит полумартингал, так называют субмартингал или супер-
мартингал.

Как мы видим, при упоминании мартингала формально тре-
буется описать поток σ-алгебр, относительно которого рассматри-
ваемый процесс является мартингалом. Тем не менее, часто это-
го не делается. Обычно считают, что, если поток σ-алгебр отдель-
но не упомянут, то имеется в виду «естественный» поток Fξt =
σ(ξ(s), s ≤ t).

Приведем здесь три примера мартингалов.

1. Пусть ξ(t) – процесс с независимыми приращениями и посто-
янным математическим ожиданием. Тогда это мартингал от-
носительно Fξt , t ∈ T . Действительно, при s < t

M(ξ(t)/Fξs ) = M((ξ(t)− ξ(s))/Fξs ) + M(ξ(s)/Fξt ),

но, согласно свойствам условных математических ожиданий,
первое слагаемое здесь равно M(ξ(t) − ξ(s)) = 0, а второе
совпадает с ξ(s).

2. Пусть ξ – случайная величина и задан поток σ-алгебр Ft, t ∈
T . Тогда X(t) = M(ξ/Ft) – мартингал. Это вытекает из
следующей цепочки равенств (s < t):

M(X(t)/Fs) = M(M(ξ/Ft)/Fs) = M(ξ/Fs) = X(s).

Конечно же, снова были использованы свойства условных ма-
тематических ожиданий из предыдущего раздела. Заметим
также, что здесь рассмотренный процесс является мартинга-
лом относительно потока Ft, t ∈ T . Совпадения этих σ-алгебр
с элементами «естественного» потока может и не наблюдать-
ся.

3. Последовательность сумм независимых одинаково распреде-
ленных случайных величин также образует мартингал (с дис-
кретным временем). Это немедленно получается из рассужде-
ний первого примера и уже отмечавшегося ранее того факта,
что такие суммы образуют процесс с дискретным временем и
независимыми приращениями.
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Очевидно, что определение субмартингала можно переписать в сле-
дующем виде

(∀s, t)(∀B ∈ Fs) (s < t)⇒
∫
B

ξ(s)dP ≤
∫
B

ξ(t)dP. (13.1)

Теорема 18. Пусть ξ(t) – мартингал, f(·) – измеримая функция,
выпуклая вниз и такая, что Mf(ξ(t)) < ∞. Тогда f(ξ(t)) субмар-
тингал относительно того же потока σ-алгебр.

Доказательство. Согласованность с первоначальным потоком оче-
видна. Проверим условие (13.1) для f(ξ(t)). Из выпуклости вниз
следует существование в каждой точке графика функции опорной
прямой, т.е.

(∀x0)(∃C)(∀x) f(x) ≥ f(x0) + C(x0) · (x− x0).

Фиксируем N ∈ N, B ∈ Fs пусть BN = B ∩ {|C(ξ(s))| ≤ N}. Тогда∫
BN

f(ξ(t))dP ≥
∫
BN

f(ξ(s))dP +

∫
BN

C(ξ(s))(ξ(t)− ξ(s))dP. (13.2)

Заметим, что при t < s обязательно BN ∈ Fs и

M
(
C(ξ(s) · (ξ(t)− ξ(s))/Fs

)
= C(ξ(s))M((ξ(t)− ξ(s))/Fs) = 0,

откуда следует, что второй интеграл в (13.2) равен 0. Таким обра-
зом, ∫

BN

f(ξ(t))dP ≥
∫
BN

f(ξ(s))dP.

Доказательство теоремы немедленно получается из этого неравен-
ства предельным переходом при N →∞.

Простым следствием теоремы является возможность строить
многочисленные примеры субмартингалов. Например, если ξ(t) –
мартингал, то |ξ(t)|, ξ2(t), eξ(t) – субмартингалы. Сколько угодно
примеров супермартингалов можно построить, если иметь ввиду
несложно проверяемый вариант доказанной теоремы с функцией,
выпуклой вверх.

Оказывается, между мартингалами и субмартингалами имеется
следующая интересная связь.
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Теорема 19. Пусть последовательность Xn, n ∈ {0}∪N являет-
ся субмартингалом относительно потока σ-алгебр Fn. Тогда най-
дутся мартингал ξn и возрастающая случайная последователь-
ность An, согласованная с тем же потоком такая, что (∀n) An
измерима относительно Fn−1 и

(∀n ∈ {0} ∪N) Xn = ξn +An (13.3)

с вероятностью единица.

Доказательство. Пусть ξ0 = X0, A0 = 0, а при каждом нату-
ральном n определим

ξn = ξ0 +
n−1∑
j=0

(Xj+1 −M(Xj+1/Fj)) ,

An =
n−1∑
j=0

(M(Xj+1/Fj)−Xj) .

Требуемые свойства измеримости здесь легко проверяются. Тео-
рема доказана.

Представление субмартингала в виде (13.3) иногда называют
разложением Дуба. В [7, c. 475 – 476] доказана также единствен-
ность подобного разложения. ПоследовательностьAn называют ком-
пенсирующей последовательностью для субмартингала Xn. В силу
ее измеримости относительно «предыдущей» σ-алгебры ее принято
называть предсказуемой.

Много дополнительных фактов о полумартингалах можно най-
ти в книгах [12], [14] и [7]. Нам потребуются следующие два нера-
венства из [7, c. 485] (частный случай теоремы Дуба для субмар-
тингалов). Их доказательства опустим. Пусть

ηu = sup
a≤t≤u

ξ(t).

Теорема 20. Неотрицательный субмартингал ξ(t), все траекто-
рии которого непрерывны справа, для каждого u ∈ (a, b) удовлетво-
ряет неравенствам

P(ηu ≥ x) ≤ Mξ(u)
x ,

Mηpu ≤
(

p
p−1

)p
Mξp(u), p > 1.
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13.2 Полнота пространства мартингалов

Пусть < Ω,F ,P > – вероятностное пространство, поток σ-
алгебр Ft, t ∈ T = [a, b) непрерывен в каждой точке справа. Пред-
положим также, что все σ-алгебры, входящие в поток, полны от-
носительно P, т.е. содержат все возможные подмножества своих
событий нулевой вероятности. Введем в рассмотрение классM(T )
всех мартингалов относительно этого потока, у которых реализа-
ции с вероятностью 1 не имеют разрывов второго рода и

Mξ2(t) < ∞, t ∈ T.

ПустьMC(T ) – подкласс мартингалов изM(T ), обладающих непре-
рывными реализациями с вероятностью 1.

Все значения мартингала ξ(t), t ∈ [a, b] восстанавливаются по
ξ(b). Поэтому нет ничего удивительного, что некоторые понятия
определяются здесь только через значение мартингала в этой гра-
ничной точке. Так, введем вM(T ) скалярное произведение по фор-
муле

< ξ, η >T = Mξ(b)η(b).

Теорема 21. M(T ) является гильбертовым пространством, а его
подпространство MC(T ) является замкнутым в норме, индуци-
рованной введенным скалярным произведением.

Доказательство. Пусть ξn(t) – фундаментальная последова-
тельность вM(T ). Тогда последовательность ξn(b) в пространстве
L2(< Ω,F ,P >) сходится к некоторой случайной величине µ. По-
ложим

µ(t) = M(µ/Ft).

Этот случайный процесс является мартингалом, ограничения, на-
ложенные на поток Ft, t ∈ T , позволяют выбрать модификацию
этого случайного процесса, не имеющую разрывов второго рода.
Это доказывает первое утверждение теоремы.

Как мы знаем, | ξn(t) − µ(t)| – субмартингал. Из второго нера-
венства теоремы 20 следует

M

(
sup
t
|ξn(t)− µ(t)|

)2

≤ 4M(ξn(b)− µ(b))2 → 0.
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Таким образом, для каждого натурального k может быть указан
номер n(k), для которого

M sup |ξn(k)(t)− µ(t)| ≤
√

M sup |ξn(k)(t)− µ(t)|2 < 1

k2
,

а значит, используя первое неравенство теоремы 20, для произволь-
ного ε > 0 выводим

∞∑
k=1

P
(
sup |ξn(k)(t)− µ(t)| ≥ ε

)
≤

≤
∞∑
k=1

M sup |ξn(k)(t)− µ(t)|
ε

<

∞∑
k=1

1

k2
<∞.

Из критерия сходимости почти наверное, таким образом. сле-
дует, что для каждого t реализации ξn(k)(t) сходятся к реализа-
циям µ(t) почти наверное. В силу ограниченности основного пара-
метрического отрезка [a, b] имеет место равномерная относитель-
но t сходимость. Следовательно, если первоначально выбирались
мартингалы с непрерывными реализациями (элементыMC(T )), то
и почти все реализации предельного мартингала непрерывны. Ес-
ли заменить все разрывные реализации предельного мартингала
непрерывными функциями (а это не нарушает его согласованно-
сти с потоком, так как все σ-алгебры потока полны), то получается
непрерывная модификация процесса µ(t). Следовательно, пределом
последовательности элементов MC(T ) является мартингал этого
же пространства. Теорема доказана.

13.3 Стохастический интеграл по мартин-
галу

Пусть у нас имеется действительнозначный случайный процесс
ξ(t), заданный на [a, b]. Назовем его прогрессивно измеримым отно-
сительно потока σ-алгебр Ft, t ∈ [a, b], если при любом t его сужение
на множество [a, t] измеримо относительно σ(Ft × B[a, t]).

Прогрессивная измеримость требует большего, чем просто со-
гласованность случайного процесса с потоком сигма-алгебр. На-
пример, если интерпретировать каждую из Ft как совокупность
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информации, которой располагает наблюдатель к моменту време-
ни t, то согласованность с потоком означает полную информиро-
ванность наблюдателя к моменту времени t о случайной величине
ξ(t). В то же время прогрессивная измеримость – это возможность
получать полную информацию о событиях, связанные с поведением
процесса не только в одном или счетном числе моментов времени,
но и на целых интервалах времени. Например, такая возможность
будет означать разрешение оперировать с интегралами от траекто-
рий случайных процессов, которые хотя бы формально становятся
нужным образом измеримыми.

Итак, прогрессивно измеримый процесс в частности обладает
тем свойством, что для любого t случайная величина ξ(t) измери-
ма относительно Ft. Оказывается, что при минимальных допол-
нительных ограничениях ничего дополнительного для появления
у процесса свойства прогрессивной измеримости не требуется. Вот
один из вариантов подобных не очень ограничительных добавоч-
ных требований.

Теорема 22. Пусть процесс ξ(t) согласован с Ft. Если этот про-
цесс имеет непрерывные справа (или слева) реализации, то он про-
грессивно измерим относительно потока σ-алгебр Ft, t ∈ [a, b].

Доказательство. Докажем теорему для случая, когда реализации
непрерывны слева. Выберем последовательность разбиений нашего
отрезка

a = t0 < t1(n) < ... < tn(n) = b

так, что максимальная длина отрезка разбиения стремится к нулю
при n→∞. Пусть

ξn(t) =

n∑
j=1

ξ(tj(n))1{tj−1(n)≤t<tj(n)}.

Тогда при n → ∞ и любых t, ω выполнено ξn(t) → ξ(t). Поскольку
все функции ξn(t, ω) измеримы относительно σ(Ft × B[a, t]), то это
же относится и к их пределу. Теорема доказана.

Пусть µ(t), t ∈ [0, b] – квадратично интегрируемый мартингал.
Согласно теореме 18, его квадрат является субмартингалом. По-
строим для этого субмартингала разложение Дуба, действуя ана-
логично утверждению теоремы 19. Тогда можно утверждать, что
существует неубывающий случайный процесс A(t) такой, что про-
цесс µ2(t) − A(t) является мартингалом. Условимся говорить, что
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µ(t) имеет абсолютно непрерывную характеристику, если суще-
ствует прогрессивно измеримый неотрицательный процесс a(t), та-
кой, что

(∀t) A(t) =

t∫
0

a(s) ds.

При этом под характеристикой мартингала как раз и будем пони-
мать процесс A(t), который для мартингальных последовательно-
стей выше назывался компенсирующим.

Будем рассматривать квадратично интегрируемый мартингал
µ(t) с абсолютно непрерывной характеристикой относительно непре-
рывного справа потока σ-алгебр, составляющие которого полны.
Дополнительно потребуем, чтобы почти все реализации этого мар-
тингала были бы непрерывны. Легко видеть, что при t > s

M
(
(µ(t)− µ(s))2/Fs

)
= M(µ2(t)/Fs)− µ2(s) =

= M
(
(A(t)−A(s))/Fs

)
.

Оказывается, полученное соотношение является необходимым и
достаточным для того, чтобы мартингал µ(t) имел бы случайный
процесс A(t) в качестве своей характеристики.

Лемма 8. Пусть ξ(t) – мартингал относительно потока сигма-
алгебр Ft, t ∈ [a, b], A(t) – неубывающий случайный процесс, изме-
римый относительно того же потока. Тогда A(t) является ха-
рактеристикой ξ(t) тогда и только тогда, когда при t > s

M
(
ξ2(t)/Fs

)
− ξ2(s) = M (A(t)−A(s)/Fs) . (13.4)

Доказательство. Необходимость, по сути очевидную, мы про-
верили непосредственно перед формулировкой леммы. Проверим
достаточность. Из (13.4) немедленно следует, что

M
(
ξ2(t)−A(t)/Fs

)
= ξ2(s) + M

(
A(t)−A(s)/Fs

)
−M (A(t)/Fs) .

Привлекая тот факт, что условное математическое ожидание A(s)
относительно Fs совпадает с ним самим в силу имеющихся свойств
измеримости, видим, что

M
(
ξ2(t)−A(t)/Fs

)
= ξ2(s)−A(s).

Это завершает доказательство леммы.
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Приступим к определению интеграла по мартингалу. Сначала
определим его для ступенчатых случайных процессов. Разобьем
наш отрезок неслучайными точками

a = t0 < t1 < ... < tN = b

и рассмотрим случайный процесс

η(t) =

N∑
j=1

ηj1{tj−1≤t<tj},

где случайные величины ηj измеримы относительно Ftj , j = 1, ..., N
и ограничены с вероятностью 1.

Приступая к определению нового интеграла, введем для него
альтернативное обозначение

t∫
a

η(s)dµ(s) ≡ η ◦ µ(t).

Это новое обозначение подчеркивает, что, в силу наличия прогрес-
сивной измеримости у η(t), определяемый интеграл также будет
случайным процессом, возникающим в результате некоторой опе-
рации над процессами η(t), µ(t).

Положим для простого случайного η(t) по определению

η ◦ µ(t) =
∑

k≤m(t)

ηk
(
µ(tk+1)− µ(tk)

)
+ ηm(t)(µ(t)− µ(tm(t))),

где m(t) = max{k| tk ≤ t}. Ясно, что для ступенчатого процесса
η(t) введенная конструкция имеет тип интегральной суммы. Имен-
но этим и объясняется предложенное обозначение ее в виде инте-
грала.

Случайный процесс η ◦ µ(t) имеет непрерывные реализации и
является квадратично интегрируемым мартингалом относительно
того же потока σ-алгебр, что и µ. Действительно, если k, s таковы,
что tk ≥ s, то

M
(
ηk(µ(tk+1)− µ(tk))/Fs

)
=

= M
(
M
(
ηk(µ(tk+1)− µ(tk))/Ftk

)
/Fs

)
=

= M
(
ηkM((µ(tk+1)− µ(tk))/Ftk)/Fs

)
= 0.
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Аналогичным образом можно проверить, что при tk < s < t

M
(
ηk(µ(t)− µ(tk))/Fs

)
= ηk(µ(s)− µ(tk)).

Поэтому из предложенного определения нового интеграла для эле-
ментарного процесса η(t) вытекает равенство

M(η ◦ µ(t)/Fs) = η ◦ µ(s), s < t.

Пусть s < t < u < v, и имеются две произвольных случайных
величины, таких, что η измерима относительно Fs, а η̂ – относи-
тельно Fu. Тогда

M
(
η(µ(t)− µ(s))η̂(µ(v)− µ(u))/Fs

)
=

= M
(
M
(
η(µ(t)− µ(s))η̂(µ(v)− µ(u))/Fu

)
/Fs

)
=

M
(
η(µ(t)− µ(s))η̂M

(
(µ(v)− µ(u))/Fu

)
/Fs

)
= 0.

Из этой формулы следует, что

M((η ◦ µ(t))2/Fs)− (η ◦ µ(s))2 = M

 t∫
s

η2(u)a(u) du/Fs

 ,

т.е., согласно лемме 8, мартингал η ◦ µ также обладает абсолютно
непрерывной характеристикой.

Если реализации процесса η(t) непрерывны слева и ограничены
неслучайной постоянной, то интеграл от него можно определить с
помощью предельного перехода. Точнее, пусть

ηn(t) =

n−1∑
k=0

η

(
a+ (b− a)

k

n

)
1{a+(b−a) kn ≤ t < a+(b−a) k+1

n },

тогда, по определению,

η ◦ µ(t) = lim
n→∞

ηn ◦ µ(t).

Теорема 16 позволяет понимать этот предельный переход как
равномерную по t сходимость почти всех реализаций стохастиче-
ского интеграла ηn ◦ µ(t). Действительно,

M
(
ηn ◦ µ(b)− ηm ◦ µ(b)

)2
= M

(
(ηn − ηm) ◦ µ(b)

)2
=

= M
b∫
a

(ηn(m)− ηm(u))2a(u) du −→ 0.
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Аналогичным образом, с помощью предельного перехода, опре-
деляется стохастический интеграл по мартингалу для всех процес-
сов η(t), которые являются пределами последовательностей непре-
рывных слева ограниченных прогрессивно измеримых процессов в
том смысле, что

M

b∫
a

(η(t)− ηn(u))2a(u) du −→ 0, n→∞.

Класс таких процессов совпадает с классом прогрессивно измери-
мых процессов, для которых

M

b∫
a

η2(t)a(t) dt < ∞.

Единственным препятствием непосредственному определению
здесь служит возможность таким процессам иметь неограниченные
траектории. Чтобы устранить это несложное затруднение, рассмот-
рим «урезанный» на уровне u случайный процесс, для которого
формально все в порядке:

ηu(t) = η(t) · 1{|η(t)|≤u}.

Построив для η(t) аппроксимирующую последовательность сту-
пенчатых процессов ηun(t), n ∈ N, которая, очевидно, без ограниче-
ния общности, может считаться неизменной по отношению к раз-
личным u > 0, полагают

η ◦ µ(t) = lim
n→∞

lim
u→∞

ηn,u ◦ µ(t),

где

ηn,u(t) =

b∫
a

ηun(s) exp{−(s− t)n} ds.

Конечно же, в процессе определения этого интеграла необходи-
мо убедиться, что результат перехода к пределу не зависит от выбо-
ра аппроксимирующей последовательности ступенчатых процессов.
Это делается стандартным для теории интегрирования образом.



Глава 14

Стохастические
дифференциалы и
интегралы Ито

14.1 Стохастические интегралы Ито

Пусть выполнены все предположения предыдущего раздела от-
носительно потока σ-алгебр и прогрессивной измеримости процесса
ξ(t). Но теперь вместо произвольного мартингала µ(t) рассмотрим
винеровский процесс w(t). Для него соответствующая элементар-
ная стохастическая мера

µ([a, b]) = w(b)− w(a)

обладает тем свойством, что для непересекающихся отрезков ∆1

и ∆2 случайные величины µ(∆1) и µ(∆2) независимы, а ξ(a) не
зависит от µ([a, b]) в силу сделанных предположений. Интеграл

b∫
a

ξ(t) dw(t)



Глава 14. Интегралы Ито

называют стохастическим интегралом Ито. Для непрерывного в
среднем квадратическом процесса ξ(t), очевидно, справедливо

b∫
a

ξ(s)dw(s) =
[
n→∞]l.i.m.

n∑
k=1

ξ(tk−1)(w(tk)− w(tk−1)), (14.1)

где tk, k = 0, ..., n – произвольное разбиение отрезка [a, b], выбран-
ное так, что

∆ = max
k

(tk − tk−1) → 0, n→∞.

Нетрудно также проверить, что если ξ(t) не обращается в 0 с ве-
роятностью 1, то для достаточно малых h в среднеквадратическом
смысле

t+h∫
t

ξ(s)dw(s) = ξ(t)(w(t+ h)− w(t)) + o(
√
h).

Вычислим, например, интеграл Ито непосредственно по опре-
делению (14.1), если в качестве ξ(t) выбран винеровский процесс.
Используем равенство

2w(tk−1)(w(tk)− w(tk−1)) = w2(tk)− w2(tk−1)− (w(tk)− w(tk−1))2.

Тогда выражение под знаком предела в (14.1) превращается в

Sn =
1

2

(
w2(b)− w2(a)

)
− 1

2

n∑
k=1

(w(tk)− w(tk−1))2. (14.2)

Докажем, что

[
n→∞]l.i.m.

n∑
k=1

(w(tk)− w(tk−1))2 = b− a. (14.3)

Для этого обозначим

δk = (w(tk)− w(tk−1))2 − (tk − tk−1), k = 1, ..., n.

Тогда
n∑
k=1

(w(tk)− w(tk−1))2 − (b− a) =

n∑
k=1

δk,
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причем случайные величины δk независимы, Mδk = 0, и

Mδ2
k = M(w(tk)− w(tk−1))4 − (tk − tk−1)2 = 2(tk − tk−1)2,

что следует из того, что для случайной величины ξ, имеющей нор-
мальное распределение с параметрами 0 и σ2 справедливо Mξ4 =
3σ4. Отсюда

M

(
n∑
k=1

δk

)2

= 2

n∑
k=1

(tk − tk−1)2 ≤ 2∆

n∑
k=1

(tk − tk−1) = 2(b− a)∆,

что стремится к 0 вместе с ∆, т.е. (14.3) доказано. Окончательно,
из (14.2) и (14.3),

b∫
a

w(s)dw(s) =
1

2

(
w2(b)− w2(a)− (b− a)

)
.

Особенно привлекательно эта формула выглядит для случая ин-
теграла по [0, t]:

t∫
0

w(s)dw(s) =
1

2

(
w2(t)− t

)
. (14.4)

Несколько неожиданное на первый взгляд появление t в ответе объ-
ясняется тем, что в результате интегрирования мартингала долже
получиться мартингал. Но квадрат винеровского процесса мартин-
галом не является, и появившееся t здесь играет роль компенси-
рующей функции из разложения Дуба. Проверьте это в качестве
простого упражнения.

14.2 Стохастический дифференциал

Напомним, что у нас рассматриваются только случайные про-
цессы, значения которых при всех допустимых t являются элемен-
тами L2(Ω). Говорят, что случайный процесс ξ(t) имеет стохасти-
ческий дифференциал

dξ(t) = a(t)dt+ b(t)dw(t), (14.5)
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где a(t) = a(t, ξ(t)), b(t) = b(t, ξ(t)) – прогрессивно измеримые слу-
чайные процессы, если

ξ(t) = ξ(t0) +

t∫
t0

a(s)ds+

t∫
t0

b(s)dw(s), t ≥ t0, (14.6)

а выписанные интегралы существуют.
Поскольку

s+h∫
s

√
Ma2(t) dt→ 0,

s+h∫
s

√
Mb2(t) dt→ 0

при h → 0 и произвольном s, то нетрудно проверить, что про-
цесс, имеющий стохастический дифференциал, непрерывен в сред-
нем квадратическом.

Оказывается, процессы a(t, ξ(t)) и b(t, ξ(t)), фигурирующие в
(14.5), могут быть интерпретированы следующим образом. Если
представить себе, что ξ(t), t ≥ t0 описывает движение некоторой
частицы, то при условии, что ξ(s) = x, за малое время h математи-
ческое ожидание смещения этой частицы будет равно a(s, x)h+o(h),
а само это смещение с точностью до o(

√
h) будет случайной ве-

личиной, имеющей нормальное распределение с дисперсией b(s, x).
Поэтому a(t) иногда называют коэффициентом сноса, а b(t) – ко-
эффициентом диффузии. Процесс, имеющий стохастический диф-
ференциал вида (14.5), называют диффузионным. Уравнение (14.5)
относительно ξ(t) называют стохастическим дифференциальным
уравнением. Простое изложение основных моментов теории стоха-
стических дифференциальных уравнений можно найти в [20].

В качестве примера проверим следующее соотношение

dw2(t) = dt+ 2w(t)dw(t).

Действительно, из (14.4) получаем

w2(t) = w2(0) + t+ 2

t∫
0

w(s)dw(s),

откуда, привлекая (14.6), и получается требуемое соотношение. Та-
ким образом, квадрат винеровского процесса является диффузион-
ным процессом с коэффициентом сноса 1 и коэффициентом диф-
фузии 2w(t).
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В физике стохастические дифференциальные уравнения чаще
всего изучают в рамках волновой теории. Основным методом их
решения является поиск решения в виде плотности некоторого ве-
роятностного распределения и преобразованием первоначального
уравнения в так называемое уравнение Фоккера-Планка. Уравне-
ние Фоккера-Планка – неслучайное дифференциальное уравнение в
частных производных. Оно определяет временную эволюцию плот-
ности распределения так же, как уравнение Шрёдингера опреде-
ляет зависимость волновой функции системы от времени в кванто-
вой механике или уравнение диффузии в химии задает изменение
концентрации какого-либо реагента со временем. Кроме этого, ино-
гда решения можно искать численно, например с помощью мето-
да Монте-Карло. Другие техники нахождения решений используют
специальные приемы вычисления интегралов по контурам (подроб-
нее см. [9]).



Глава 15

Задачи для
самостоятельного
решения

В последнем разделе собраны несложные задачи, решение ко-
торых поможет более уверенному овладению материалом курса.
Предполагается, что из этих задач будут выбираться задания для
приема зачета или экзамена по курсу.

1. Пусть η – случайная величина с функцией распределения F (x).
Зададим случайный процесс формулой ξ(t) = η + t. Найдите
конечномерные распределения этого процесса.

2. Пусть ξ, η – случайные величины, η имеет симметричное рас-
пределение, причем P(η = 0) = 0. Найдите вероятность того,
что случайный процесс X(t) = t2 + tη + ξ имеет наверняка
возрастающие при t > 0 траектории.

3. Покажите, что стохастически эквивалентные процессы всегда
имеют одинаковые конечномерные распределения.

4. Докажите, что процесс, стохастически эквивалентный стоха-
стически непрерывному процессу, сам является стохастически
непрерывным.

5. Докажите, что, если случайный процесс стохастически непре-
рывен на компактном множестве, то он на этом множестве



равномерно стохастически непрерывен (предварительно дай-
те строгое определение равномерной непрерывности процес-
са!).

6. Пусть ξ(t) – стохастически непрерывный стационарный слу-
чайный процесс и он имеет независимые приращения. Извест-
но, что ξ(0) = 0, и ξ(1/2)− ξ(1/3) имеет равномерное распре-
деление на отрезке [0,1]. Найдите распределение ξ(t).

7. Докажите положительную определенность функции двух пе-
ременных K(t, s) = min{t, s}, t, s > 0.

8. Является ли положительно определенной функция

K(t, s) = t(1− s), t, s ∈ [0, 1]?

9. Для случайного процесса ξ(t) = X sinωt, где ω – постоянная
частота, MX = 1, DX = 0, 2 найдите математическое ожида-
ние и корреляционную функцию.

10. Пусть ξ(t) = X2e−t
2/2, где X – нормально распределенная

случайная величина с параметрами 2 и 0,01. Найдите мате-
матическое ожидание и корреляционную функцию этого слу-
чайного процесса.

11. Решите предыдущую задачу, если распределение X является
равномерным, MX = 2,DX = 1.

12. Пусть U, V – некоррелированные случайные величины,

MU = 0, 5,MV = 0, 5; DU = 1,DV = 0, 05.

Для случайного процесса X(t) = Ut+ V t2 найдите математи-
ческое ожидание и корреляционную функцию.

13. Дан случайный процесс

ξ(t) = 2U sinωt+ 3V t2 + 5,

где U, V – случайные величины; MU = 1,MV = 2,DU =
0, 1,DV = 0, 5, ρ(U, V ) = −0, 3. Найдите его математическое
ожидание и ковариационную функцию.
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14. Случайный процесс X(t) задан каноническим разложением

X(t) = t− 3 cos t+ U(t+ cos t) + V cos 2t,

DU = 1, DV = 2. Найдите MX(t),K(t, s),DX(t).

15. Каково математическое ожидание процесса Пуассона с пара-
метром λ? Найдите также его ковариационную функцию.

16. Случайные процессы заданы своими каноническими разложе-
ниями

X(t) = t+ V cos t+ U sin t, Y (t) = 2t2 − V sin t+ U cos t,

где DU = DV = σ2. Найдите математическое ожидание и ко-
вариационную функцию суммы этих процессов Z(t) = X(t) +
Y (t), а также их взаимную ковариационную функцию

KX,Y (t, s) = cov(X(t), Y (s))

.

17. Дан случайный процесс X(t) = x1t + x2 sin t, где случайный
вектор (x1, x2) имеет математическое ожидание (1,−1) и ко-
вариационную матрицу (2 1

1 3

)
.

Постройте каноническое разложение этого случайного про-
цесса. Найдите MX(t), K(t, s).

18. На плоскости движется случайная точка M так, что ее поляр-
ный угол ϕ является случайной функцией времени с ковари-
ационной функцией

K(t, s) = a2 exp
{
−b2(t− s)2

}
.

Найдите дисперсию угловой скорости полярного радиус-век-
тора точки M.

19. Пусть ξ(t) – гауссовский стационарный случайный процесс,
Mξ(t) = 0, и его ковариационная функция непрерывна. За-
фиксируем некоторое действительное значение t. Найдите ко-
вариационную функцию процесса

X(s) = ξ(t)ξ(t+ s).



20. Задана матрица переходных вероятностей цепи Маркова
0 0 1 0
1 0 0 0

1/2 1/2 0 0
1/3 1/3 1/3 0

 .

Произведите наиболее полную из возможных здесь классифи-
кацию состояний.

21. Задана матрица переходных вероятностей цепи Маркова
0 1 0 0
0 0 0 1
0 1 0 0

1/3 0 2/3 0

 .

Произведите наиболее полную классификацию ее состояний.

22. Во время случайного блуждания по целочисленным точкам
прямой частица делает один шаг влево с вероятностью q, а
вправо с вероятностью p = 1 − q вне зависимости от предыс-
тории своего движения. В получающейся при этом цепи Мар-
кова вычислите p(n)

00 .

23. Пусть после проведения n>1 испытаний Бернулли мы гово-
рим, что система находится в состоянии E1, если последнее
и предпоследнее испытания завершились успехами (УУ), E2,
если успехом и неудачей (УН), E3, если НУ и E4, если НН.
Найдите вероятности перехода между всеми возможными па-
рами состояний за два шага. Является ли описанный процесс
цепью Маркова?

24. Матрица перехода цепи Маркова из m состояний имеет вид

P =


q p 0 0 ... 0
q 0 p 0 ... 0
0 q 0 p ... 0
... ...
0 0 0 0 q p

 .

Найдите limn→∞ Pn.
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25. Доказажите, что в цепи Маркова для любого возвратного со-
стояния можно указать множество состояний Γ, содержащее
это состояние, такое, что для произвольных i, k ∈ Γ справед-
ливо

lim
n→∞

pik(n) = 1, lim
n→∞

pki(n) = 1.

26. Докажите, что в конечной неразложимой цепи Маркова нет
нулевых состояний.

27. Докажите, что в конечной цепи Маркова все состояния не мо-
гут одновременно быть невозвратными.

28. Пусть X(t), t > 0 – марковский процесс. Докажите, что после-
довательность ξn = X(n), n ∈ N образует цепь Маркова.

29. Будет ли процесс Пуассона непрерывен? Дифференцируем в
среднем квадратичном?

30. Известны характеристики случайного процесса X(t):

MX(t) = 2t+ 1; K(t, s) = exp{−(t− s)2}.

Вычислите математическое ожидание и ковариационную функ-
цию его производной.

31. Докажите, что случайный процесс

X(t) = e−at sin(ωt+ ϕ),

где a, ω – положительные постоянные, ϕ имеет равномерное
распределение на [0, 2π], дифференцируем при всех t > 0.

32. Случайный процесс X(t) задан каноническим разложением

X(t) = 1 + t+ Ut+ V t2 +Wt3,

где DU = 2,DV = 1, DW = 0, 1. Определите характеристики
производной процесса dX

dt .

33. Дан случайный процесс X(t) = x1t + x2 sin t, где случайный
вектор (x1, x2) имеет математическое ожидание (1,-1) и кова-
риационную матрицу (

2 1
1 3

)
.



Вычислите характеристики случайного процесса

Y (t) =

∫ t

0

X(s) ds.

34. На вход интегрирующего устройства поступает случайная функ-
ция X(t), MX(t) = 0, 2 cos2 ωt, его ковариационная функция
K(t, s) = 0, 4 cosωt cosωs. Определите значение математиче-
ского ожидания процесса на выходе интегратора. Как выгля-
дит его ковариационная функция?

35. Дифференцируемый в среднем квадратичном случайный про-
цесс X(t) имеет ковариационную функцию K(t, s),

Y (t) = X(t) +
dX

dt
.

Найдите ковариационную функцию Y (t).

36. Пусть X(t) – случайный процесс, Y (t) =
∫ t

0
X(s) ds. Опреде-

лите, каким должен быть X(t), чтобы Y (t) был бы стационар-
ным (хотя бы одно достаточное условие). Всегда ли интеграл
стационарного случайного процесса стационарен?

37. В области G в начальный момент t = 0 имелось k частиц.
Независимо друг от друга каждая из частиц за время t по-
кидает область с вероятностью µt+ o(∆t). Новые частицы не
появляются. Найдите математическое ожидание количества
частиц, находящихся в области в момент времени t.

38. В области G имеются частицы, способные размножаться. Ги-
бель или уменьшение числа частиц не отмечается. За про-
межуток времени t каждая частица независимо от осталь-
ных производит новую с вероятностью λt + o(∆t). Составьте
прямую систему дифференциальных уравнений Колмогорова,
определяющих этот процесс.

39. Процесс ξ(t), t ∈ [a, b] стационарен. Докажите, что процесс

X(t) =

∫ b

a

B(t− s)ξ(s) ds,

где B – произвольная функция, для которой выписанный ин-
теграл существует, также стационарен. Чему равна ковариа-
ционная функция этого процесса?
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40. Стационарный случайный процесс имеет ковариационную функ-
цию K(t) = e−|t| cosβt. Найдите его спектральную плотность.

41. Стационарный случайный процесс имеет спектральную плот-
ность

f(λ) =
α

π(α2 + λ2)
.

Вычислите его ковариационную функцию.

42. Пусть ξ – случайная величина. Случайный процесс тожде-
ственно по t равен ξ. Можно ли говорить о наличии здесь
некоторой спектральной меры и, если да, то как устроена эта
спектральная мера?

43. Пусть ξ1, ξ2, ... – независимые случайные величины, причем
каждая из них имеет математическое ожидание, равное еди-
нице. Докажите, что

Xn =

n∏
k=1

ξk, n ∈ N −

мартингал.

44. Пусть ξ(t) – мартингал, Mξ2(t) <∞. Докажите, что он имеет
некоррелированные приращения.

45. Пусть X(t) – пуассоновский процесс с параметром λ. Дока-
жите, что Y (t) = exp{X(t)−at} есть субмартингал при a < λt
и супермартингал при a > λt.

46. Среднее число выбросов гауссовского стационарного процесса
ξ(t) за уровень a = Mξ(t) в единицу времени равно 0,01. Дис-
персия процесса равна 64. Найдите дисперсию производной
процесса.
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