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Поиск полного решения биматричной игры
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Известно, что решение биматричной игры, то есть точки равнове­
сия по Нэшу, в большинстве случаев, не единственно. Существуют 
программы [3], с помощью которых удается найти только одно реше­
ние биматричной игры. Естественно, возникает желание получить все 
решения биматричной игры. Работа посвящена решению этой пробле­
мы.

Напомню некоторые необходимые сведения. Пусть A = (av) и 
B = (by) две матрицы размером n х m , где n количество строк и m 
количество столбцов. Пусть x = (xt,...,xn) и y = (y1,...,ym) смешанные 
стратегии первого и второго игроков. Пусть x* = (xt*,..., xn*), 
У* = (У1*,.., ym *) оптимальные стратегии по Нэшу в биматричной иг­
ре. Обозначим через St и S2 спектры смешанных стратегий х* и у*.

Теорема. [2] Пара (х*, у*) являются оптимальными стратегиями по 
Нэшу тогда и только тогда, когда она удовлетворяет следующим усло­
виям

m m
3 V1, v2 : V/ e S^  Y a уУj * = v1, Vi g ^  Y  ауУу * -  v1, (1)

j =1 j =1

Vj e S2= i t xi * bij = V2’ Vj g S2= lL Xi * bij -  ̂ , (2)j =1 j =1
n m

Y X/ * = 1, X* * 0, Y Уу * = 1, Уу* > 0. (3)
j =1 j =1

Таким образом, если известны множества S1, S2, то для поиска 
равновесий Нэша можно просто решить системы линейных уравнений, 
входящих в (1), (2), и оставить те решения, которые удовлетворяют
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неравенствам из (1)-(3). Но проблема в том, что множества S1, S2 
заранее не известны. В общем случае для их поиска необходим пере­
бор всевозможных подмножеств множеств S1, S2.

Оказывается, что для поиска равновесий Нэша достаточно переби­
рать квадратные подматрицы исходных матриц, то есть, когда количе­
ство элементов в S1 и S2 одинаковое. Это обстоятельство существен­
но облегчает полный перебор подмножеств S1 и S2.

Была написана программа в виде m-файла для MatLab, которая пу­
тем полного перебора находит все дискретные решения биматричной 
игры.

Пример. Биматричная игра задана двумя случайными матрицами 
порядка 10 х 10

'  2 5 4 9 4 8 2 5 9 л ' 8 2 7 7 4 3 8 8 4 1 ̂

8 10 9 6 0 4 4 3 8 9 10 0 0 4 7 3 3 8 1

3 2 0 2 4 9 2 8 7 5 1 10 8 3 8 7 5 8 6 5

5 9 8 3 5 9 4 0 2 4 5 9 5 9 0 8 2 7 2 5 8

2 2 8 1 4 5 1 0 7 4
b =

6 8 7 1 2 1 9 9 9 9

6 8 9 1 1 5 1 2 2 3 1 1 8 8 5 5 10 3 3 1

3 5 1 9 2 3 9 6 4 5 3 4 7 7 4 10 5 2 8 6

7 10 4 6 1 9 10 7 6 5 5 9 4 3 6 3 1 3 8 5

7 3 5 2 4 6 6 8 8 10 8 7 10 7 6 1 6 4 0

. 7 4 8 1 2 1 1 5 1 8 J . 10 10 2 0 8 2 3 5 6 3 j

За 0.4840 seconds программа нашла семь точек равновесия. На графике 
видно, что есть одно решение в чистых стратегиях, которое является и 
оптимальным по Парето, и шесть решений в смешанных стратегиях.

Множество выигрышей в чистых стратегиях (круги) и точки равновесия (плюсы)
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Скорость работы программы можно оценить по следующей таб­
лице:
"n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 "
t 0.02 0.021 0.03 0.06 0.16 0.51 2.02 7.7 30.8 126.7 .
к 1 3 3 3 12 1 29 14 20 18

Здесь n размеры случайных квадратных матриц а и b, строка t -  значе­
ние времени работы программы в секундах, а к количество найденных 
решений. Похоже, что скорость работы программы пропорционально, 
начиная с n > 4, функции 4n.

Саму программу могу выслать по e-mail. Обращайтесь по адресу 
kko@uni-altai.ru
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Пусть пространство R3 -  трехмерное пространство со скалярным
2 1 1 2 2 3 3произведением < х, у > = - x y + x y + x у .

-Г» Л, „ 2 . 2  2 2 2В нем рассмотрим сферу мнимого радиуса £1 . -х + у + z = -а .
В евклидовом пространстве R  это уравнение двуполостного гипер­

болоида.
Построим стереографическую проекцию -  отображение 

/ : ^ 2 ^  R2 аналогично сфере в r 3 . Образом Sj2 для определенности 
возьмем при х > 0 , будет внутренняя часть круга
у2 + z2 = а2 .Обозначим через x,y,z координаты точки P е Sj2 и коор-

1 2динатами u , u точки / (P) на круге, то связь между координатами
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