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Односторонние поверхности 

C. C. Никеев, М.А. Чешкова
АлтГУ, г. Барнаул

Впервые уравнение односторонней поверхности, открытой Мебиу­
сом, было получено Машке [1]. Если гауссова кривизна листа Мебиуса 
равна нулю, то он называется плоским. Библиография работ на эту 
тему дана в работе [2]. К односторонним поверхностям относятся: 
скрещенный колпак [3, c. 304], римская поверхность [3, c. 305], по­
верхность Боя [3, c. 305], [4, c. 315], бутылка Клейна [3, c. 306; 4, c.
307].
В работах [4, 5] показано разрезание бутылки Клейна на два листа Ме­
биуса.

В евклидовом пространстве E3 рассмотрим гладкую замкнутую 
неплоскую кривую у без самопересечения, заданную 4% - 
периодической вектор-функцией р  = p ( v ) , которая не является 2% - 
периодической и 2% -антипериодической. Так как

р  = p(v + 4%), (1)
то функция

•?0) = 2  (p(v) + рО  + 2%)) , (2)
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есть 2% -периодическая не равная нулю, а вектор-функция

l (v) = 2  (pO) -  p (v+ 2%)) (3)

есть 2% -антипериодическая не равная нулю.
Рассмотрим линейчатую поверхность

r (u, v) = s(v) + ul(v) (4)
Если при этом кривая s = s(v) не вырожденная, а вектор l = l(v) не 

параллелен постоянному, то когда точка кривой s = s(v) завершит 
полный оборот, то прямая L = (s(v), l(v)) сменит направление на про­
тивоположное.

Рассмотрим вектор нормали n = [ru, rv ] = [s(v), l(v)] вдоль линии 
s = s (v ) . Так как s(v) = s(v + 2%), l (v) = -l(v  + 2%), то получим 
n(v) = -n(v + 2%). Вектор n = n(v) сменит направление на противопо­
ложное, когда точка кривой s = s(v) завершит полный оборот. По­
верхность M есть односторонняя.

Вектор-функция r (u, v) = s(v) + ul(v) , определяет лист Мебиуса, для 
которого s = s(v) -  средняя линия, а р  = p(v) = r (1,v) -  край.

Определим поверхность K  уравнением
r (u, v) = s(v) + sin(u)l (v) + sin(mu)(l (v + %) + f  (v)e), (5)

u = 0,...,2%,v = 0,...,2% где f  = f (v) -  антипериодическая функция, а 
вектор e есть постоянный.

Если m -  четное число, то кривая v = const есть кривая типа вось­
мёрки с m секциями и поверхность замкнутая. Если m -  нечётное 
число, то кривая v = const есть незамкнутая кривая, а поверхность K  
есть поверхность с краем.

Имеем n(v) = [ru, rv ] = [s(v), l(v)] + m[s(v), l (v + %) + f  (v)e]. Так 
как s(v) = s(v + 2%),l(v) = - l (v + 2%), то получим n(v) = -n(v + 2%). 
Вектор нормали n = n(v) сменит направление на противоположное, 
когда точка кривой s = s(v) завершит полный оборот. Поверхность K
-  односторонняя.

Рассмотрим еще одну замкнутую поверхность P
r (u, v) = s(v) + cos(u)l (v) + sin(u)s(v), (6)

u = 0,...,2%,v = 0,...,2% .
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п
Вектор нормали вдоль кривой r(—, v) = 2s (v) равен

n(v) = [2s'(v), l(v)]. Он сменит направление на противоположное, когда 
точка кривой r = 2s(v) завершит полный оборот. Поверхность K  так­
же односторонняя.

Исследуем данные поверхности, когда кривая р  = p(v)  располо­
жена на поверхности переноса.

Рассмотрим поверхность переноса (рис. 1)
R(u, v) = U (u) + V (v),
U (u) = (cos(u),sin(u),sin(2u)),V (v) = (cos(v), sin(v),0).

Зададим на этой поверхности линию u = — , где k -  нечетное чис­

ло. Тогда функция р  = р(м)  есть 4п -периодическая функция. Имеем

kv kv
p(v) = (c0 S (y ) + cos(v),sin( y ) + sm(v),sm(kv)).

kv kv
Тогда s(v) = (cos(v), sm(v),sin(kv)), l(v) = (c o s ^ ) ,s in ^ ) ,0 ) .  

Построим эти поверхности.

Рис. 1. Поверхность переноса и кривая на ней, k = 1.

Пример 1. Лист Мёбиуса при k=1 (рис. 2).
v v  

r(u, v) = (cos(v) + u cos(—), sin(v) + u sin^), sin(v)).

Лист Мёбиуса при k=3 (рис. 3).

r(u,v) = (c°s(v) + u coS(3v ),s| ,̂(v) + u Srn(3v), sin(3v)).



27

Рис. 2. Лист Мёбиуса, k=1 Рис. 3. Лист Мёбиуса, k=3

Пример 2. Бутылка Клейна при k=1, m=2 (рис. 4)
v vr (u, v) = (cos(v) + sin(u) cos(—) -  sin(2u) sin(—),

sin( v) + sin(u) sin(v ) + sin(2u) co s(v ), sin(v)). .

Бутылка Клейна при k=1, m=4 (рис. 5).
v v  r (u, v) = (cos(v) + sin(u) cos(—) -  sin(4u) sin(—),

v v  
sin(v) + sin(u) sin(—) + sin(4u) cos(—), sin(v)).

В разрезе получим кривую типа 8-ки с 2-мя и 4-мя секциями, соответ­
ственно в 1-м и 2-м случае.

Рис. 4. Бутылка Клейна, m=2 Рис. 5. Бутылка Клейна, m=4 

Пример 3. Скрещенный колпак при k=1 (рис. 7).
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r (u, v) = (cos(v) + cos(u)cos(—) + sin(u)cos(v), 

v
sin(v) + cos(u) sin(—) + sin(u) sin(v), sin(v) + sin(u) sin(v)).

v

Скрещенный колпак при k=3 (рис. 8).
3vr (u, v) = (cos(v) + cos(u)cos(— ) + sin(u) cos(v),

3vsin(v) + cos(u) sin(— ) + sin(u) sin(v), sin(v) + sin(u) sin(3v)).

Рис. 7. Скрещенный колпак, k=1 Рис. 8. Скрещенный колпак, k=3 
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