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ва А меньше £, называется е — окрестностью  множества А, и обозна
чается так: 1/г А.

Теорема 1. Если [М*} -  семейство непустых множеств из где 
ж пробегает некоторое множество действительных чисел, то Ц х М.х
= и t и «  м*.

Теорема 2. Если К -  непустое, компактное множество в 
Rn,K  с  D. где D -  открытое, ограниченное множество, то расстояния 
точек множества К до границы множества D больше некоторого поло
жительного числа.

Рассматривается система
dxi . .
—  =  t i = 1 , . . .  ,> tijj  
a t

где A";=A' 1.1, жя)и  —  (e.j = 1 , . . . ,n) непрерывны на E - !  XD■ ' Bxj '
(I =  (t, -4-OC); D  — область  б Я ”).

Или в векторной форме
dx  г л
—  = X ( t . x \  at

Пусть х  =  x it ,  -  решение системы, для которого x D,£c)
= х в, х е 6  М, где М с  D, S I, определено на [ t0. + Г]; £
[£е, £- + Г]. Тогда через Мт’ обозначим множество 

х$ е  М}.
Теорема 3. Если множество М компактно, то U t- M t>, где t '  е 

[t0. +  Г], компактно.
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также в монографии [3, с. 651, с. 675, с. 676].



36

Пусть Т  с  R 2, Т е  С'л  (за исключением быть может отдельных 
точек).

A U (x ,y )  = f ( x , y ) < p ( x ) , ( x , y ) e T  (1)
Поставим задачу определения функции ф , если выполнены усло

вия
U /д Т  = i//,U / у=  к, (2)

где у а Т  кривая у  = в(х), а < х < Ь , причем [а,Ь\ есть проекция Т  на

ось х, /  е С Л(Т ) , ЭТ  -  граница Т.
Вначале покажем, что задача имеет, вообще говоря, неединствен

ное решение. Легко проверить, что если функция /  знакопеременная, 
то решение задачи определяется неединственным образом.

Пример 1. Пусть Т  = [0,?r]x[0,2;r], |а| < 1,

f ( y )  = {а + 2  s in (j -  arcsin а ) ) ,

U  удовлетворяет уравнению ( 1 ), условиям (2 ), у/= к = 0 , ^  -  пря

мая у  = 1Г+ 2 arcsinа .
Тогда наряду ф -  О данному уравнению удовлетворяет ф{х) = sin х 

(решение U  = -  sin х (a + sin(> '- arcsin а))).
Итак, условие / (х, у) > 0 является в некотором смысле необходи

мым условием. Заметим, что если вместо условия U  / у =  0, будем рас
сматривать условие: нормальное производное на ней равно нулю, то 
условие / (х, у)  > 0  уже не будет достаточным.

П ример 2. Г = [ 0 , л - ] х [ ^ , 2^ / ] ,  f { y )  = sin у  -  ,

Эу к
у’г

Здесь наряду с ф = 0 , задаче удовлетворяет ф(х) = sin х (решение

и  = ( / ^ _ sin  У) sm Д о 

следующий пример, хотя и не относится к уравнению Пуассона, но 
по видимому, подстерегает нас, что условие / (х, у)  > 0  явно является

недостаточным для однозначного определения ^ (х) .
П ример 3. Пусть A U (x ,y )  + AU(x,y') = (2 + sinjy) ф(х)  ̂Где
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^ 2  <Л < 2 или 2  < А < 3 произвольное число. 

7  = [0 ,7t] х arcsm
Л-1

и/дт = и\
I v=n

2 ( 2 - А)'] ( 2 ( 2 - А )
, 2п  + arcsin

Л - 1

2{2-Л)) = 0  .

Здесь наряду с ф = 0 есть решение ф(х) = sin х  (решение 

U(x, у )  = - 2  sin х / -1 )  + sin .у ^  j ).

В примере 3 наиболее интересный случай, когда А не является 
собственным значением оператора Лапласа А . Интересно рассмотреть 
случай А -  2. Перейдем к изучению задачи. Отметим вначале, что ес
ли U (х, у )  (заданная функция) достаточно гладкая, то заменой пере

менной U(x, у )  = f ( x ,  у )  v(x, у )  уравнение ( 1 ) можно свести к эллип
тическому уравнению второго порядка с коэффициентами зависящими 
от х, у, где в правой части будет стоять уже функция / (х, у )  = 1 задача 
определения правой части ф будет неединственная. Заметим, что 
уравнение в этом случае может быть записано в виде

¥(х,у)A v  + (х, y ) v x + к (х ,  y ) v y + V = ф(х).
/(*> у)

И для того, чтобы для этого уравнения соблюдался принцип мак
симума, необходимо, в случае /  > 0 , чтобы /  была супергармониче- 
ской функцией.

В связи с этим, возникает гипотеза, если /  > 0 супергармоническая 
функция, то задача определения ф , возможно, не может иметь больше 
одного решения.

Выпишем эллиптическое уравнение общего вида, с достаточно 
гладкими коэффициентами, для которого справедлив принцип макси
мума, где задача определения правой части ф(х) с /  = 1 имеет не бо
лее одного решения. В общем в виде:

я ,О . y W ^  + а2(х, y )U ^  + а 3 ( х ) ^ та + b,(x, y )U у +

+ b2(x)U x + c(x )U  = ф(х). (3)
Действительно, в этом случае решение можно записать в виде

U (х, у )  = Ф(х) + h(x, у), (4)
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где h -  решение однородного уравнения, а Ф удовлетворяет для 
х е  \а, Ь\ уравнению

а3 (х)Ф" + Ь2 (х)Ф' + с(х)Ф = ф{х),
Ф{а) = Ф \а )  = 0. (5)

Тогда h(a,y) = 0 , ( a ,y ) e d T  
и кроме того

Ых,У)1т = К х ,у ) \ г = -Ф (х ) ,  

то есть функция h достигает максимума (минимума) и на у  и он 

очевидно, если Н(х,у)Ф  0  больше нуля, откуда получаем противоре
чие.

Рассмотрим теперь уравнение (1) с /  = 1, Т е  С 1'1 и покажем, что 
решение задачи существует (задача нахождения ф). Не теряя общно
сти, можно считать у/ = 0 .

Предположим, что в е  С 2'л , к е  С 2Д, Г е  С 2,я .
Лемма. Существует единственное решение задачи правой части 

фе.Сх [а, Ь], при этом обратное отображение (0, к) —>ф является ог

раниченным оператором из С 2'1 —> С х
Замечание 1. Решение задачи можно искать в другом виде. Заме

тим, что так как U(x, у )  = 0, (х, у )  е  дТ , то

U (x , у)  = ^ ( r ) Z { x , y , t , v ) d r d v .
т

Откуда для нахождения ф(х) получаем уравнение, эквивалентное 
задачи

jV (r)3 (x ,0 (x ),T ,v ) d r  dv  = к(х).
т

Из леммы вытекает, что существует ограниченный оператор из 
С 2 л —>СЯ такой, что ф(х) = 9 ^  (х).

Рассмотрим произвольную функцию р ( х ) , а < х  < b , р е  С Л [а,б] и 

обозначим S  = \ f { x , y ) - p { x ) \ c i - ) , р (х )  > а0 > 0 .

Теорема. Пусть Т е  С 2,л, / е С л( Т ) , р е  С л , у/ = 0.
Тогда существует такое число 8(Т ,а0) ,  что для всех д < 8 ( Т ,а й) 

для любой заданной функции f  найдется единственная функция 
ф е С л \а,Ь \ , удовлетворяющая условию (1).
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Замечание 2. Отметим, что если вместо уравнения (1) рассмот
рим уравнение AU ix, у) = А ( / ( х ,у )ф (х ) ) , где / -  заданная функция,

/(.* , у) > 0 , (х, у)  е , /  £ С 2Л{Т) , /  -  супергармоническая функция, 

то задача определения функции ф при условиях ф(а) = а , ф(Ь) = р  
имеет не более одного решения.

В случае/ =  1, когда Т  = [0,<я]х[0,с/] решение задачи легко полу

чить методом разделения переменных.
Замечание 3. К рассмотренной задаче может быть сведена задача о 

единственности определения коэффициента а ( х ) при уравнении 

A U{x,y)  + a (x )U {x ,y )  = f { x , y ) .
Для этой задачи имеют место аналогичные примеры неоднозначно

го определения а ( х ) .
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Некоторые проблемы обратной задачи 
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В статье приведены классы областей и плотностей, при которых за
дача имеет единственное решение, а также примеры неединственности 
решения обратной задачи.

Обозначим: R m -  множество m -мерных векторов с обычным рас
стоянием; Т -  односвязная жорданова область; 51 -  граница множест
ва Т; п -  внешняя единичная нормаль (к сТ); L -  эллиптический опера
тор; v -  внешняя конормаль оператора L;


