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С екция 1. А Л Г Е Б РА  
И  М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я  Л О ГИ К А

У Д К  512.57

О дом инионах нильпотентны х групп

А .И . Б уд ки н
Алт ГУ, г. Барнаул

Квазимногообразие групп -  это класс групп, определимый специальными формулами, назы
ваемыми квазитождествами.

Пусть M -  произвольный класс групп. Для любой группы G из M и её подгруппы H доминио
ном dom "(H) подгруппы H в группе G относительно класса М (либо в M) называется множество всех
элементов из G, образы которых равны для каждой пары гомоморфизмов группы G в любую группу 
из M, совпадающих на H. Несложно заметить, что dom "(-) является оператором замыкания на ре
шетке подгрупп данной группы G, в том смысле, что он экстенсивный (доминион подгруппы H со
держит H), идемпотентный (доминион доминиона подгруппы H равен доминиону H) и изотонный 
(если H -  подгруппа группы B, то доминион H содержится в доминионе подгруппы B). Возникает 
понятие замкнутой подгруппы H в группе G (относительно класса M). Представляется интересным и 
естественным исследование замкнутых подгрупп. Существует тесная связь между понятием доми
ниона и амальгамами. Целесообразность изучения доминионов в квазимногообразиях обосновывает
ся в [1] тем, что, согласно [2], только квазимногообразия среди аксиоматизируемых классов обладает 
полной теорией определяющих соотношений, позволяющей определить свободное произведение с 
объединенной подгруппой.

Пусть H -  подгруппа группы G, C -  свободное произведение в данном квазимногобразии M 
группы G на G с объединенной подгруппой H. Группа H называется замкнутой в G (относительно M), 
если пересечение свободных сомножителей группы C совпадает с H. Группа H называется абсолютно 
замкнутой в классе M, если она замкнута в каждой группе из M, содержащей H. Группа H называется 
n-замкнутой в классе M, если она замкнута в каждой группе G из M, порожденной по модулю H n 
элементами.

Отметим, что доминионы подробно изучены в квазимногообразиях абелевых групп [3-6].
Исследованию доминионов в классе нильпотентных групп также посвящен цикл статей. Выде

лим из них [7, 8]. В последнее время целенаправленно ведется изучение доминионов метабелевых 
групп [9, 10, 11, 12]. Доминионы универсальных алгебр исследовались в [14, 15, 16].

В данной работе исследуются доминионы аддитивной группы Q рациональных чисел в группах 
из нильпотентных квазимногообразий ступени не выше трех.

Обозначим через A группу, имеющую в классе N3 нильпотентных групп ступени не более трех 
представление A=gr(x, y || [y,x,y]=1), через F -  свободную в N3 ранга 2 группу.

Теорема. Пусть M -  произвольное квазимногообразие нильпотентных групп без кручения сту
пени не выше трех, не содержащее группу A, F из M, Q -  аддитивная группа рациональных чисел. 
Тогда группа Q 2-замкнута в M.
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2 -квазим ногообразия  
нильпотентны х групп экспоненты  3

Д .В . И л ь и н а
Алт ГУ, г. Барнаул

С теорией квазимногообразий можно ознакомиться в [1-4]. Квазитождество вида 
(Vxj) ... (Vxn) ( t 1(x1, ...,xn) =  1) ^  (t2(xi, ...,xn) =  1), где tx, t 2 -  групповые слова в алфавите 
x 1, ...,xn, называется полутождеством. Квазимногообразие групп, которое можно задать некоторой 
системой полутождеств, называется полумногообразием.

В [5] (см. также [1, с. 67-70]) была выявлена тесная связь между полумногообразиями и груп
пами с одним определяющим соотношением. В [6] доказано, что квазимногообразие, порожденное 
всеми собственными полумногообразиями групп, не совпадает с классом всех групп.

В [7] изучаются полумногообразия, содержащиеся в квазимногообразии, заданном тождества
ми

(Vx) (Vy) (Vz)([x ,y ,z] =  1) , (Vx) (xpS =  1), (Vx)(Vy)([x,y]p =  1), p -  простое число. Установле
на счетность множества этих полумногообразий. Кроме того, доказано, что множество полумного- 
образий, содержащихся в многообразии, заданном тождествами
(Vx)(Vy)(Vz)([x,y, z] =  1), (Vx)(Vy)([x,y]p =  1), где p -  простое число, континуально.

Следующим шагом изучения квазитождеств является исследования 2-квазитождеств. 2- 
квазитождество -  это формула вида

(Vx1) ... (Vxn) ( t1(x1, ...,xn) =  1) & (t2(xx, ...,xn) =  1) ^  (t3(Xi, ...,xn) =  1), где t 1(x1, . , x n), 
t2(xx, ...,xn), t 3(xx, ...,x n) -групповые слова в алфавите xx, ...,xn. Квазимногообразие, заданное сис
темой 2-квазитождеств, называется 2-квазимногообразием. Заметим, что многообразия и полумного- 
образия -  это частный случай 2-квазимногообразий.

Квазитождество называется тривиальным в квазимногообразии K, если оно истинно в любой 
группе из K, либо истинно только в абелевых группах из K. Аксиоматический ранг квазимногообра
зия - это наименьшее число n такое, что данное квазимногообразие можно задать системой квазитож
деств от n переменных.

2-квазитождества в многообразии, заданном тождествами (Vx)(Vy)(Vz)([x, y, z] =  1), (Vx)(x4 =  
1) ,(V x)(V y)([x ,y ]2 =  1), p -  простое число, исследовались в [8, 9]. В [8] выделен список тривиальных 
2-квазитождеств от 3 переменных, в [9] рассмотрен класс нетривиальных 2-квазитождеств от 3 пере
менных.

Через M будем обозначать многообразие групп, заданное тождествами: (Vx)(Vy)(Vz)([x, y, z] =
1, Vx(x3=1).

В [10], а также в [11] и [12], было доказано, что любое нетривиальное 2 -квазимногообразие ак
сиоматического ранга 4 и 5, содержащиеся в M, является абелевым. Было установлено, что любое 2- 
квазитождество от n переменных, в левой части которого содержится некоммутаторное слово, явля
ется тривиальным.

Основным результатом данной работы является следующая теорема.


