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Например, для цилиндра

v  1 1X  = — + — cos и
2 2

у  1 .Y = — sin и
2

Z  = v

(4)

вектор нормали будет равен n = ^~ c o s и, —sinи,0 | . Определим точки, в которых вектор нормали бу

дет перпендикулярен плоскости проекции X  + Y  + Z  = 0 . Для этого решим уравнение

1  (cosи + sin и) = 0.
2 '

Решения этого уравнения дадут нам уравнения изображений образующих цилиндра:

x  = —
л/э (1  V2 '

2
— ± 
2 2

Дополним чертеж основаниями, аналогично построению изображения экватора сферы.
На рисунке 2 приведен пример изображения кривой Вивиани, которая является линией пересе

чения поверхности цилиндра (4) со сферой (3) вдвое большего радиуса, центр которой лежит на по
верхности цилиндра. Построения выполнялись в программе Geogebra.

Рисунок 2 -  Изображение цилиндра и кривой Вивиани
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О солитонах Риччи на трёхм ерны х и четы рёхм ерны х м ногообразиях У окера

Д .Н . О скорбин, Е .Д . Р одионов, И .В . Э рнст
Алт ГУ, г. Барнаул

Солитоны Риччи были введены Ричардом Гамильтоном в работе [1]. Они соответствуют само
подобным решениям потока Риччи.

Метрики солитонов Риччи являются обобщениями эйнштейновых метрик и поэтому представ
ляют интерес в теоретической физике.

Сформулируем основные определения.
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Определение. Псевдориманово многообразие (М, g ) называется солитоном Риччи, если на М  
существует гладкое векторное поле X , являющееся решением уравнения:

£ x g  + Р = Xg ,
где р  -  тензор Риччи, X -  константа, £x  -  производная Ли вдоль X .
X называется константой солитона. Солитон называют расширяющимся, стабильным, сжимающимся, если 
X < 0, X = 0, Х> 0 соответственно.

В настоящей работе мы строим новые примеры солитонов Риччи на лоренцевых многообразиях 
Уокера малой размерности.

Определение. Псевдоримановым многообразием называется гладкое многообразие М размер
ности n , на котором задан гладкий знаконеопределённый невырожденный симметричный тензор g .

Если метрический тензор g имеет сигнатуру (1, n -  1) , то (М, g ) называется лоренцевым мно
гообразием.

Определение. Гладкое распределение V называется параллельным, если для любых вектор
ных полей X  е V имеем VYX  е V , где Y  есть произвольное гладкое векторное поле на М

Определение. Псевдориманово многообразие, допускающее гладкое параллельное распределе
ние изотропных (т.е. g (X , X ) = 0) векторов, называется многообразием Уокера.

В работе [2] доказана
Теорема. Любое трёхмерное симметрическое лоренцево многообразие Уокера является солитоном 
Риччи для произвольной константы X.
Справедлива
Теорема. Существуют трёхмерные лоренцевы несимметрические многообразия Уокера, являющиеся 
солитонами Риччи .

Схема доказательства:
Пусть (М, g ) -  трёхмерное лоренцево многообразие Уокера. Тогда, как показано в [3], существуют 
локальные координаты (t, x, y ) , в которых метрика g  принимает вид:

"0 0 1 ^
g = 0 1  0

v 1 0 р( x, у ) у
где р(x, у) -  некоторая гладкая на М функция. Тензор Риччи имеет вид:

Р = -

Полагая X = (A(t, x,у),B(t, x, у),С(t, x, у)), запишем уравнение солитона в координатах (t, x, у):

1 С  2 t = 0

Cx + Bt = 0

Су + Ctp + At = X

Bx2 = X

Cxp + By + Ax = 0

2СуР + 2Ау + BPx + СРу -  2  Pxx = Xp

Далее, следуя [2], эта система уравнений упрощается и преобразуется к виду:

X (t,x,у) = "t(X Р) - x a ’̂ )  + ̂ ( у ) , ! Xx + а(у),Р у  + y j где p ,y  -  константы, а а ,ц  -  гладкие функции, 

удовлетворяющие дифференциальному уравнению:

(2р -  X)p + 2 ^ (у ) -  2 x 0 (у) +ру (ру  + y) +Px X̂  x + а  (у) j = 1  Pxx

Пусть теперь С (t, x, у ) = 0 , X ф 0 , а ф 0 . Тогда уравнение принимает следующий вид:

1  Pxx - Px X̂  x + а  (у) j + XP -  2и'(у ) + 2 x 0  (у ) = 0

Уравнение выше есть ОДУ, зависящее от у как от параметра. Оно имеет всюду определённое 
решение:
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q>(x,y) = (A -(A x  + 2a(y))2) F (y) + 2 ц'(y) + ® (y)(Ax— -  
v ' A ®(y)A

где F  (y ) -  произвольная гладкая функция. Тензор Риччи для этого решения может быть выбран про
извольной гладкой функцией, зависящей от y  :

Р = ( A2 F  (y) -  1 dy 2 ,
I ®(y ) )

поэтому полученная метрика в общем случае не является симметрической. Теорема доказана. 
Переходим к четырёхмерным солитонам.
Пусть (М, g ) -  конформно-плоское четырёхмерное многообразие Уокера. В работе [4] доказана следующая 

теорема, позволяющая использовать удобную систему координат:
Теорема. Пусть (М ,g ) -  конформно-плоское локально неразложимое многообразие Уокера

размерности n + 2 > 4, алгебра голономии которого изоморфна Мп.
Тогда существуют локальные координаты (v,x1,...,xn,u), в которых метрика задаётся формулой:

g = 2dudv + ̂  (dxl) + a (u )^  (xl) (du) .
i=1 i=i

Применив эту теорему при n = 2 , получим систему координат (v, x, y, u) на М . 

Далее приведён пример солитона в предположении a(u) = eu .
X = (K , L, M , N ) -  гладкое векторное поле на М .

K(v,x,y,u) = —С2x+c4y)e2 I1
(  i A—u
2e2

l—u
+(c3x+c5y)e2 K1

( i A—u
2e2 +Av+Cg + e

(
L(v, x, y, u ) = — Ax + c1 y  + c210

l A—u
2e 2

(
+ c3 K0

i A—u
2e 2

(
M  (v, x, y, u) = -c1 x +—Ay + c410

i A—u
2e 2

(
+ c5 K0

i A—u
2e 2

N(v, x, y,u) = 0 , где Iv (z), Kv(z) -  модифицированные функции Бесселя первого и второго рода соот-

Векторное поле X , являющееся решением уравнения солитона, может быть найдено для произволь
ной гладкой функции a(u), это эквивалентно следующей теореме:

Теорема. Пусть (М ,g ) -  конформно-плоское локально неразложимое четырёхмерное много
образие Уокера, алгебра голономии которого изоморфна Мп. Тогда уравнение солитона на М  имеет 
решение.

Дальнейшую информацию о работах по солитонам Риччи и инвариантным тензорным полям 
можно найти в работах [5-9].
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Som e problem s in the theory o f hom ogeneous spaces

E .D .R od ionov
A lta i State University, B arnaul

Since a homogeneous space (M,p) is geodesically complete, there arises the problem on the behavior 
of geodesic curves on such spaces, their closure, and on their self-intersection. The following theorem is 
known in this direction.
Theorem 1 (see [1, 2]). Geodesics on homogeneous spaces are merely closed curves or unclosed curves 
without self-intersections.

Moreover, the following theorem is proved in the work [2] of M.V.Mechsheryakov.
Theorem 2. Geodesic curves o f  a left-invariant metric on a connected and simply connected nilpotent Lie 
group are not closed.
The following two problems arise in a natural way:
Problem 1 (A. Besse). Find homogeneous Riemannian manifolds all o f  whose geodesics are closed.
Problem 2. Describe homogeneous Riemannian manifolds all o f  whose geodesics are unclosed.

For the first time, the Besse problem was considered in the class of normal homogeneous spaces, i.e., 
those spaces (G/H, p) whose homogeneous Riemannian metric p  is obtained from the Ad(G)-invariant inner 
product o f a Lie group G under the projection n  : G ^  G/H. The following theorem was proved in [3]. 
Theorem 3 (see [3]). Let (G/H, p) be a simply connected, normal homogeneous Riemannian spaceall o f  
whose geodesics are closed. Then (G/H, p) is isometric to a compact symmetric space o f  rank 1 (CSROS: S n, 
CPk, HPm, and CaP2).

Later on, by using purely topological methods, the following theorem was proved in [3] for arbitrary 
homogeneous Riemannian manifolds.
Theorem 4 (see [3]). A simply connected homogeneous Riemannian manifold all o f  whose geodesicsare 
closed and have the same length is isometric to a CSROS.

Simultaneously, a geometric proof of this theorem having no requirement on the lengths of geodesics 
was given [4, 5].
Theorem 5 (see [4, 5]). A simply connected Riemannian manifold all o f  whose geodesics are closed is iso
metric to a CSROS.

The main idea of the proof of Theorem 5 is as follows. If the structure of (G/H, p) is complicated, then 
we seek a flat totally geodesic torus T  in M  = G/H  whose irrational winding is unclosed. Then a finite list of 
manifolds remains, which is examined step-by-step.

The following conjecture is closely related to the Besse conjecture.
Conjecture 1 (W.Klinkenberg, see [6]). On a simply connected closed manifold, there exist infinitely many 
geometrically distinct closed geodesics.

Although there is still no final answer to the W.Klinkenberg conjecture in the general case, the follow
ing theorem holds for homogeneous Riemannian spaces.
Theorem 6 (see [7]). Let M  be a compact, simply connected, homogeneous space not diffeomorphic to a 
CSROS. Then any Riemannian metric on M  admits infinitely many geometrically distinct closed geodesics. If, 
on M, there exists a Riemannian metric p such that all geodesics emanating from  a certain point p return to 
this point before a certain common period t, then M  is diffeomorphic to a CSROS.

After the appearance of these works, there naturally arose the problem on the closures of geodesic 
curves on homogeneous Riemannian spaces. In the case of naturally reductive spaces, it was studied in [8]. 
Theorem 7 (see [8]). Let G and H  be compact and connected Lie groups, G/H be naturally reductive,y(t) is 
a geodesic o f  G/H. Then the closure o f  y(t) either is simply a closed curve or is isometric to a fla t torus o f  
dimension not less than 2.


