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Точное автом одельное реш ение задачи
о влагопереносе в деф орм ируем ом  грунте

И .Г . А хм ер о ва
Алт ГУ, г. Барнаул

Рассматривается процесс фильтрации воды и воздуха в деформируемом грунте. Грунт является 
трехфазной средой, состоящей из воды (i = 1) , воздуха (i = 2) и твердой деформируемой пористой 
среды (i = 3). Уравнения сохранения массы для каждой из фаз, закон Дарси для воды и воздуха и 
закон сохранения импульса для твердой матрицы с учетом принципа Терцаги, обобщенного закона 
Гука и эффекта капиллярных сил имеют вид [1, 2]:

0(p° sim) 0(p° simui) _
0t Ях

= 0, i = 1,2 ;

0(P°(1 -  m)) + 0(P°(1 -  m)u3) = 0
0t Ях ’

ms(u1 - u3) = -K 0 — (0 pl + P10g \  s1 ■ s  s2 ■ 1 -  s; 
ft1 Ях

k Яр
m (1-s)(u2 -u 3) = -K 0 — + P2gX P1 - P2 = Pc(s); 

ft2 Ях
3CTf  OP Os

J k! -  (1 - m )^ T  -  (p1 -  p2)m~̂ ~ + K23(u2 - u 3) +Ях Ях Ях
+ K13(u1 -  u3) + P3(1 -  m) g = 0;

a kl = (1 -  m)(X1e5kl + 2X2ekl + PsKPc (s)Skl).
Здесь ui -  скорость i -ой фазы, Pi -  приведенная плотность, связанная с истинной плотностью

P  и объемной концентрацией a i соотношением Pt = o p 0 ( a l = msl ,a 2 = ms 2,a 3 =1 -  m ); sl , s2 -  
насыщенности воды и воздуха; m -  пористость грунта; K0 -  тензор фильтрации; k0i -  относительные
фазовые проницаемости; -  вязкость i -ой фазы; p t -  давление i -ой фазы; pc (s) -  равновесное

капиллярное давление; -  полное эффективное напряжение при двухфазном насыщении среды

( a kl = rkl + PSkl); rkl -  полное напряжение в среде ( Tki =(1 -  m )ou -  mspfiki -  m (1 -  s )p28u  ); о ы -  
истинное напряжение твердой фазы, 8а -  единичный тензор, P -  полное давление первой и второй 
фазы (P = spr + (1 -  s)р 2 ); Kj -  коэффициент взаимодействия фаз; (1 -  m)Xj,(1 -  m)X2 -  коэффициенты 

Ламе; (1 -  m)K  -  модуль всестороннего сжатия сухой пористой среды; ekl -  полная деформация

u f  p s 1 , Offlk 0®l. ,пористой среды ( ekl = ekl + ekl + ekl, ekl = — (------ 1-------), где со -  вектор перемещения твердых частиц),
2 Ях1 Яxk

ePP -  деформация изменения плотности материала твердых частиц ( epu = - 1  P3CTmndmndtl, f53 -  

коэффициент изотермической сжимаемости материала индивидуальных частиц матрицы), eh -
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деформация матрицы из-за изменения капиллярных сил ( eski = - 1  Ps (pc(s) -  p c(s0 ))8 ki, Ps -

коэффициент набухания (усадки) матрицы при изменениях насыщенности в силу действия

капиллярных сил, s0 = 0 при x = 0 ), e = tr (ekl)), ef  -  деформация переупаковки (в случае упругого
состояния матрицы связаны с эффективным напряжением законом Гука); g -  ускорение силы 
тяжести. Близкие по стуктуре задачи рассматривались в [3-5].

Для данной системы уравнений рассматривается автомодельное решение типа «бегущей 
волны» в области (-да, ct) . Предполагая все искомые функции зависящими только от переменной
I = x -  ct ( c -  неизвестная постоянная). Вектор ускорения в системе координат xyz имеет вид

g  = ( -g,0,0) . Тогда в одномерном случае исходная система имеет вид:

d  р 0 sm) + d  р 0 smu1) = 0  
" c d l  + d l  ’

J (р° (1 -  s)m) , d (р20(1 -  s)mu2) _ n-  c -------------------1------------------------ 0,
d l d l

c d  (р30(1 ~ m)) + d (р30(1 ~ m)u3) = 0. (j)
d l d l  ’

ms(u1 -  u3) = -K 0 k01(dpL -  р1 g ); (2)
M d l

m (1-s)(u2 -u 3) = -K 0 _02(dPr -  р2°g); (3)
M2 d l

dpc ds Mi 1 -  m-c -  1 -msc-
ds d l  K  0 k01 1 -  m

M2 m(1 -  s)c
Л - - A1-m  m

K0k02 1 -  m m(1 -  s) + g , g = g (р1 (4)

-  ((X1 + 2X2 )e11 + PSKpc (s)) -  (1 -  m)sdpc  -  ( d l d l

-  Pc—-  + (1 -  m)( (к  + 2X2) + A K —|  | +
dl  ̂ d l d l

0+ K13(u1 - u3) + р3 (1 - m)g = 0; (5)
de 11 du3

" = - ^  P1- P2 = Pc(s); (6)d l d l
•||^ -ш = 0 ,и, ||^ -m =0, P2(0) = p+,u, (0) = u+, i

(7)

Систему уравнений (1)-(7) с учетом дополняющих гипотез p1 = p 2, pc =0; g = 0; b = 0 и K 23 = 0 можно 
привести к виду:

d (^sm ) d (рl0smMl) _-  c ------------ 1----------------- 0,
d l d l

J (р° (1 -  s)m) , d (р20(1 -  s)mu2) _n-  c -------------------1------------------------ 0,
d l d l

-  c d (рэ0(1 -  m)) + d (рэ0(1 -  m)u3) = 0, (8)
—I  dI  ’

ms(u  - иэ) = -K 0 k01(dpL); (9)
M1 d l

m(1-s)(u 2 - u3) = -K 0 —  (dpL); (10)
M2 d l



((1 -  m)(X1 + 2X2) 1̂1) -  (1 -  m) d^T + K13(u1 -  иъ) = 0; (11)
d4 dq

de11 duo
-  с - ^  = — 3 ; (12)

d4 d4 v ’

s I^ -»  = 0 ,u. |^^-ш = 0 ,p>(0) = p+,ut(0) = u i , i = 1,2,3. (13)
Искомыми являются функции s(4), m(4) и с . Решение задачи (8)-(13) находим следующим

образом. Интегрируя уравнения (8) и (12) находим представления для истинных скоростей воды,
воздуха и твердой матрицы и e11:
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u1 = с, u2 = с
( - \  m
1-- u3 = с

-1 -  m 1 —
1-mv

e11 = u3 + b.m(1 -  s)

Используя представления для скоростей и (9), (10), приходим к уравнению для насыщенности
s(4):

1 -  m-
k02U1msc—--------- k01U2mc(1  -  s)

1-m

- 1 -m  m
= 0. (14)

1 -  m m(1 -  s)

Замечание. Пусть фазовые проницаемости k0i определены следующим образом

km =
0, si < 0; 

sп , 0 < si < 1;
1, s. > 1.

В этом случае из (14) получим, что 0 < s <1 при m е (0,1). Действительно, если s < 0 , то к01 = 0 и из 
(14) выводим, что s = 0 и следовательно s > 0 . Если же s > 1, то к02 = 0 и из (14) приходим к тому, 
что s < 1 .

Пусть дополнительно (n1 = n2 = 1) ,  тогда из (14) находим насыщенность:
m

1 -  m
с(1 -  s)s(u1(1 -  m ) -

-  u / ' "  ~ m ~1 ~ ms(‘ ~ m ~ ))) = 0. (15)m(1 -  s)
Так как 0 < m < 1 , 0 < s < 1 и с < 0 , то

U1(1 -  m - )m(1 -  s) -  u2 (m -  m - ) + u2ms(1 -  m - ) = 0, 
т. е. из (15) следует, что либо s = 0 , либо

U1 U2(m - _
s = -----1------------- —--------------- , u  Ф U2, m Ф 1. (16)

U1 -  U2 (1 -  m - )m(u1 -  U2)
Подставляя (12) в (11) с учетом (9) и представления e11, получим уравнение для пористости

m(4)

K 0 — л (X + 2X2)^ А  = ms^1 - m~) + K 0 ^ с 1 m KB,
U1(1 -  m) dg U1 1 -  m

A = с(1 -  m) -  (с + 1)(1-m- ). (17)
Рассмотрим случай, когда A = 0 . В этом случае

m _ (1 -  т~)+ 1 с 1 пГm ----------------------- ,
1 с 1

Для выполнения условия m е (0,1) необходимо, чтобы начальные данные удовлетворяли следующим 
неравенствам

0 < (1 -  m )+ 1 с 1 m  < 1 
1 с 1 .

Эти неравенства справедливы при | с |> 1 .
Рассмотрим случай I с |<1 , следовательно A  Ф 0. Подставляя в уравнение (17) насыщенность из 

(16), приходим к уравнению для пористости m(4 ) вида:



48

решение которого находится в квадратурах. Таким образом, имея представление для m(g) , из (16) 
находим s(g ) . Далее подставляя m(g) и s(g) в представления для истинных скоростей воды, воздуха 
и твердой матрицы находим с и, следовательно, решение задачи (8)-(13). Работа выполнена при 
финансовой поддержке гранта РФФИ №16-08-00291.
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Ч исленное м оделирование течений ж идкости со свободной границей  
и динам ическим  контактны м углом

Ю .С. Б у н т о вы х 1, А .В . Закурдаева12, К .В . Л уш ева1, О.Н. Г о н чарова1,2
‘Алт ГУ, г. Барнаул; 2И Т  СО РАН, г. Н овосибирск

Задачи о движении вязкой несжимаемой жидкости в областях с твердыми и границами и гра
ницами раздела являются чрезвычайно актуальными в настоящее время ввиду различных важных 
приложений. Такие задачи связаны с изучением конвективных многофазных течений, течений через 
пористую среду, испарением капли и стеканием пленки, находящейся на твердой, часто нагреваемой 
подложке [1]. Нестационарные задачи гидродинамики в областях со свободными границами продол
жают оставаться очень сложными с математической точки зрения ввиду проблемы динамического 
контактного угла. Проблема динамического контактного угла возникает вследствие несовместимости 
условий на свободной поверхности жидкости и условий прилипания на твердой стенке в окрестности 
движущейся линии контакта трех фаз. Известны различные способы замыкания постановки задачи о 
движении вязкой несжимаемой жидкости при наличии движущейся линии контакта (или точек кон
такта в двумерном случае). Данные способы включают замену условий прилипания условиями про
скальзывания на некотором участке твердой стенки вблизи линии контакта, асимптотический подход, 
предположения о равенстве угла контакта л или нулю и другие подходы (см., например, [2, 3]). Для 
некоторых математических моделей, описывающих течения жидкостей с динамическим контактным 
углом, доказана корректность постановок начально-краевых задач. Разрешимость изучаемой задачи с 
неизвестной границей и динамическим контактным углом доказана в работе [4]. При этом на твер
дых стенках области течения условие прилипания заменено условием пропорциональности касатель
ного напряжения разности касательных скоростей жидкости и стенки.

Рассматривается задача о течении жидкости в двумерном случае при условии движущейся с 
постоянной скоростью точки контакта [4-6]. При этом декартова система координат выбрана таким 
образом, что вектор ускрения силы тяжести р направлен вдоль продольной оси (здесь Ox, см. рису
нок 1, рисунок 2). Течение вязкой несжимаемой жидкости со свободной границей исследуются чис
ленно на основе математической модели, котора включает уравнения Навье-Стокса, кинематическое и 
динамическое условия на свободной границе и условия проскальзывания на твердых границах. По
строены численные алгоритмы с использованием конечно-разностных схем второго порядка аппрокси
мации по пространству и времени. Численные эксперименты проведены для жидкостей типа воды, эта
нола, HFE7100 в условиях нормальной и пониженной гравитации при различных значениях статиче
ского контактного угла Фо, коэффициентов трения у, уо и поверхностного натяжения (см. рисунок 3). 
Численно исследуется зависимость динамического контактного угла Ф от скорости движения точки


