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Д вухф азная ф ильтрация в пороупругой среде

Ю . С. Зы рянова , А .А  П а п и н
Алт ГУ, г. Барнаул

Рассматривается фильтрация двух несмешивающихся несжимаемых жидкостей в пороупругой 
среде (например : i = 1 -  вода, i = 2 -  нефть, i = 3 -  твердый скелет). Для описания процесса 
используются уравнения сохранения массы для каждой фазы [1], система уравнений двухфазной 
фильтрации Маскета-Леверетта для жидких фаз с учетом деформации пористого скелета [2, 3], 
реологическое уравнение для пористости и условие равновесия «системы в целом» [4, 5]

дфр— + V  (р 0ф и  ) = 0, i = 1,2, (1) dt

д(1~дф )Р3 +V -(Рз (1-ф)г̂ э) = 0, (2)dt

s$ (ut - йъ) = - К 0 (Vpi + р 0g X i = 1,2, (3)
Mi

P2 -  P1 = Pc (x, s) = Pc (x) j (s), s = S1, (4)
1 dp

V й 3= - T ^  Pe -  Pt (Ф)(̂ Т  + й3 •VPe X (5)1(ф) dt

VPtot = Рtotg, (6)
где ф -  пористость, р 0 -  истинные плотности, й, , s, -  скорость и насыщенность фаз (доля пор, 
занятых i -й фазой, i = 1,2 ), й3 -  скорость твердого скелета, К 0 -  тензор фильтрации (функция 

пористости), k0i -  относительные фазовые проницаемости (функции насыщенностей s i ), Mi -  
коэффициенты динамической вязкости, р, -  давления фаз, g  -  вектор ускорения силы тяжести,

pc(x) -  заданная функция точки x = (x1,x2,x3) , j (s) -  функция Леверетта ( d(s) < 0 , j (0) = да , j ( 1) = 0
ds

), Pe = Ptot -  P f  -  эффективное давление, p tot = фр  ̂+ (1 -  ф)p s -  общее давление, p f  = s1 p1 + s2p2 , p s -

соответственно давления жидкой и твердой фаз, p tot = (1 -ф)р° + ф(я1р (° + s2p2) -  общая плотность; 
£(ф) и Pt (ф) -  коэффициенты объемной вязкости и объемной сжимаемости горной породы.

Система (1)-(6) записана в эйлеровых координатах x e R 3 , t e [0,T]. Истинные плотности р 0 
принимаются постоянными. Поскольку s2 =1 -  s1, то неизвестными являются 14 скалярных величин: 
s1, ф , p1, p2, p s , 3й1, 3й2, 3й3 . Для их определения служат также 14 скалярных уравнений.



Результаты о разрешимости начально-краевых задач для однофазного течения изложены в [6, 
7]. Двухфазные модели обоснованы в [8, 9, 10, 11]. Близкие по структуре задачи изучались в [12].

В одномерном случае (g = (-g, 0, 0) ) система (1)-(6) может быть приведена к виду [ 5]

Я- ( А  ̂ f -  * * 0Ф ) Ях-+ (1 -  ф к  Яяр + f 0)= 0, (7)я, 1 -  ф Ях Ях Ях

— (— ) -  — (K (1 -Ф) —  + f  ) = 0, (8)
Ot 1 -ф Ях Ях

1 0(1 Ф)= ^ ф )  Pe + а2(ф) Ярг , (9)

55

(1-ф) Ot 1 e 2 Ot

(1 -  ф) ̂  = -Pt0tg. (10)
Ях

Здесь (x,t) -  переменные Лагранжа, s = s , р  = р х - [  —02—— d%, f  K(0g(k01P1 + k02P2)
s k  0%

K1 = K0k01, f 0 = -K 1P°g  K = K0k k = k01 + k02

Для системы (7)-(10) рассматривается автомодельное решение типа «бегущей волны». 
Предполагая все искомые функции зависящими только от переменной % = х -  ct (с -  постоянный 
параметр), приходим к следующей системе уравнений ( g  = 0 , p c = 0 ) [13]:

-  c—  (ф  s) + —  ((1-ф)К1 d p  ) = 0, (11)
d% 1 -ф d% 1 d%

c d - i -ф - )  + %  к  (1 -  ф) —р) = 0, (12)d% 1 -  ф d% d%

c d -(1 - Ф) = а1 (ф)Pe -c а 2( ф ) ,  (13)

Граничные условия:

1 -  ф d% 2 d%

Ptot = P0 = Const, P f  = P, Pe = P0 -  P,% 6 (-да;0 ) . (14)

ф I %—-Ю = ф , s| % —— —да = s , ~j% I %—-Ю = 0,

ф | %=0 = ф+ , s| %=0 = s + , d p  1 %=0 = V+ . (15)

Проинтегрировав (11), (12) получим

c + K1a -  ф) dL  = A1,
1 -  ф 1 d%

^  + K(1 -  Ф) dp  = ^ ,
(16)

1 -  ф d%
Из (15) следует

A1 = = -Ф -  + (1 -  ф+)K+V +,
1 -  ф~ 1 -  ф+

A2 = ^ Ф—  = + (1 -  Ф+)K+V +.
1 -  ф~ 1 -  ф+
*+ -+ TZ+

(17)

Предполагается, что параметры ф , ф , s + , V + заданы, а c и s должны определяться из (17) 

В частности при выполнении условий 1 > ф+ > ф~ >0 , V + > 0  имеем

c = -  (1-  ф+)K1+V + < 0,
Ф+- Ф~

s -  = ^  (^  -  К +  (Ф+ -  ф-)). 
ф~ 1 -  ф+ K+

Исключая в (16) давление приходим к соотношению
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1 — Ф 1 — Ф k 1— Ф 1 — Ф

k0i = kms”1 s е Г0; 11 «>>1 k01 = 0 , n km = k01 = Const ^ -в котором 01 01 , при , 1 , 01 при s < 0  и 01 01 при s > 1 . Эти свойства

k01 и представления (18) гарантируют неотрицательность функции s(4) при Фе (0;1), s— > 0  
(доказательство от противного). Рассмотрим случай преобладания упругих свойств пористой среды.

Пусть в (13) а1 0 , °2 ЁФ и дополнительно K 0(Ф) = у — Ф—г-, Ё Const > 0 , у Const > 0 . Из ( 13)
(1 — Ф) 2

выводим что

± Ы Ф  ) = —f  d£e- = f  ^ , (19)
d£, 1 — Ф d£, d£,

а из (16) имеем

dP = 1 с 1 1 —Ф( Ф — Ф~ )
d4 yk(s) Ф 1 — Ф 1 — Ф~

С учетом (19) приходим к уравнению

d  (_ !_ )  = Ё М  {А _____^ ) .  (20)
d C \  — Ф  yk ( s ) \  — Ф 1 — Ф~ v '

Решение последнего можно получить в квадратурах. Таким образом решение задачи (11)-(15) дается соот
ношениями (18), (20).

Работа выполнена при финансовой поддержке государственного задания Министерства №01201460959 и 
гранта РФФИ №13-08-01097.
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К методам численного расчета течений  
стратиф ицированной ж идкости

С.С. К узиков
Алт ГУ, г. Барнаул

Исследование течений неоднородной жидкости представляет интерес как в теоретическом от
ношении, так и для решений многих практических задач гидроэнергетики, гидрологии, метеорологии 
и т.д. Наличие вертикального градиента плотности может существенно повлиять на характер течения


