
70

УДК 551.345+539.3

О характеристиках системы  уравнений движ ения  
несж имаемой вязкоупругой среды  М аквелла

А .Г . П ет рова , А .В . П ест ова
АГУ, г. Барнаул

Модели поведения вязкоупругой среды Максвелла являются предметом мночисленных матема
тических исследований (см., например, монографии [1-3], статьи [4, 5] и цитированную в них литера
туру). При естественных ограничениях термодинамического характера уравнения движения сжимае
мой вязкоупругой среды имеют гиперболический тип [3]. Важное свойство гиперболичности теряет
ся, если среда несжимаема. Материальными характеристиками вязкоупругой среды являются ее 
плотность р, динамическая вязкость ц и время релаксации т. Эти величины далее предполагаются по
стоянными. Кроме того, считается, что на среду не действуют внешние объемные силы. В сделанных 
предположениях уравнения движения несжимаемой вязкоупругой среды Максвелла имеют вид:

divv = 0,
p(vt + v-Vv) = —Vp + div S, (1)

r(St + v -VS — W - S + S - W + S) = 2uD.
Здесь D -  тензор скоростей деформаций векторного поля v, в послед-нем уравнении в качестве инва
риантной производной вращательную использована производная Яуманна, где W -  антисимметрич
ная часть тензора Vv.

Эта система имеет составной тип. Данное обстоятельство является причиной того, что общая 
теория начально-краевых задач для указанной системы не построена даже в двумерном случае.

Характеристики системы (1) в двумерном случае, когда Sxx+Syy=0 приведены в [4, 5].
Настоящая работа посвящена нахождению характеристик системы (1) в трехмерном случае.
Обозначим через u, v, w проекции вектора скорости на оси декарто-вой системы координат 

x,y,z на плоскости и введем следующие обоз-начения для элементов симметричного тензора S:
S xx а , S x y  S yx b , S xz S zx с , S yy d , S yz S zy g , S zz h .

Функции u, v, w , p, а, b, с, d, g, h удовлетворяют следующей систе-ме десяти уравнений:
ux + vy + wz = 0;

p (ut + uux  + vuy  + wuz  ) + p x  — ̂  — by  — cz  = a

p (vt + uvx  + + wvz  ) + p y  — bx  — dy  — gz = 0
p (wt  + uwx  + VWy  + wwz  ) + p z  — cx  — g y  — hz  = 0;

х(а{ + пах + уа)1 + waz) — 2 ^ux + b(vx — uy) + c(wx — uz) + а = 0,
z(bt + ubx + vby + wbz) — U(uy + vx ) +

а — d, ч g , л с ч . а
+ “^ (uy — vx) + 2 (wx — uz) + 2  у — vz) + b = 0,

z(ct + ucx + vcy + wcz) — u(vz + wx) +
а — h , ч g , b
—  (uz — wx) + 2 (vx — uy) + 2(

z(dt + udx + vdy + wdz) — 2 ^vy + b(uy — vx) + g (wy — vz) + d = 0,
t( gt + ugx + vgy + WSz ) — U(vz + Wy ) +

d — h , . с . b
— (vz — wy) + 2 (uy — vx) + 2 (

r(ht + uhx + vhy + whz) — 2,uwz + c(uz — wx) + g (vz — wy) + h = 0.
Запишем систему в виде (2)

d  ̂ dU d  ̂ d̂A------------------------------------ +B-+ C-------+D-------= H,dt dx dy dZ
где U = (u,v,w,p,а,b,с,d,g,h) -  вектор, A,B,C,D  -  матрицы коэффициентов размерности 10 на 10.

Пусть равенство p (t,x,y,z) = 0 задает характеристическую поверхность системы. Тогда р  
удовлетворяет уравнению

det |Apt + Bpx + Cpy + Dpz | = 0 . (3)
Рассмотрим сначала систему, полученную линеаризацией (2):

ux + vy + wz = °;

+ —— (uz — Wx ) + ̂ T (vx — uy ) + T (vz — Wy ) + с = 0

+ —— (vz — Wy ) + T (uy — vx ) + T (uz — Wx ) + g = 0

(2)
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PUt  + px  -  a x  -  by  -  ̂  = 0  

PVt  + py  -  bx  -  dy  -  gz  = 0 ,

P w t +  pz -  c x -  g y  -  hz  = 0 ;

rat -  2 цих + a = 0,
rb, -  ц(«у + vx) + b = a
тс, -  ц(и  + w ) + с = a  (4)
rdt -  2ц у + d = 0,
rgt -  KVz + Wy) + g = 0,
Tht -  2 цwz + h = 0.

Уравнение характеристик (3) для системы (4) без труда выписывается при помощи математиче
ских пакетов. Оно имеет вид:

Г (<Pt)4 ((Vx )2 + ( Vy )2 + (Vz )2) х ц(( Vx )2 + ( Vy )2 + (Vz )2) -  PT(Vt)2 = 0.

Тем самым линейная система (4) имеет две комплексные характеристики
(Vx )2 + (Vy )2 + (Vz )2 = 0 (5)

четырехкратную траекторную характеристику
V, = 0

и две двукратные вещественные характеристики

V = ̂ PT((Vx )2 +(Vy )2 +(Vz )2 ).
Характеристики нелинейной системы (2) также искались с использованием пакетов MATHCAD 

и MAPLE. Несмотря на высокий порядок определителя и существенную заполненность матрицы 
удалось выделить пару две комплексных характеристики (5), четырехкратную траекторную характе
ристику

V + uVx  + vVy  + WVz  = ^
а также четыре характеристики, удовлетворяющие уравнению

(рт )2 (v, + UVx + vVy + wVz )4 -  2црт (v , + UVx + vVy + wvz )2 x

ц  ((Vx )2 + (Vy )2 + (Vz )2) + F ) + ц 2 ((Vx )2 + (Vy )2 + (Vz )2) + G = 0  

где функции F  (a, b, c, d , g , h , v x  , Vy  ,Vz) и G( a, b, c, d , g, h, v x  , Vy  ,Vz) не имеют определенного знака и обра
щаются в ноль при отбрасовании нелинейных членов.

Специфика системы (1) состоит в том, что она не является эволюционной по отношению к дав
лению. Поэтому для нее нельзя ставить задачу Коши с начальными данными при t = 0. Вопрос о раз
решимости начально-краевых задач для этой системы в общем случае остается открытым даже в 
двумерном случае.

Работа выполнена при поддержке проекта РФФИ 16-01-00127.
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