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1 + 4 e r f ( - = )  +Ф10
F (c) .  ce 4*  + -----------^ ---------A ^ .

4 e r f ( -^ = ) + Ф10
V  *1

1 > Ф*° > Ф*° > 0 Заметим, что при ф ф2
1 + фО

F (0) = “ф Ф (ф° _ фl0̂ /̂*Г < 0, F (+да) = +да,Ф1
т.е. функция F (c )  меняет знак. Поэтому на интервале (0, да) имеется хотя бы один корень уравнения
(15). Таким образом
справедливо следующее утверждение

Теорема. Пусть выполнены следующие условия на начальные данные задачи (9)-(14):
l (0) = 0, ф, (х, 0) = ф° = const, i = 1,2, 

ф1 (0, t) = ф1° = const, ф2 (да, t) = ф2°,
0 < ф“ < ф1° < 1.

Тогда существует хотя бы одно классическое автомодельное решение задачи (9)-(14), которое 
обладает свойством 0 < т° < ф1 < M ° < 1, i = 1 ,2 .

Заключение. В работе получено точное автомодельное решение задачи поршневого 
вытеснения жидкостей в пороупругой среде. Работа выполнена при финансовой поддержке гранта 
РФФИ №16-08-00291.
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УДК 517.95, 532.546

А налитическое и численное исследование задачи ф ильтрации
в пороупругой среде

М .А . Токарева, Р .А . В и р ц
Алт ГУ, г. Барнаул

В работе рассматривается математическая модель фильтрации жидкости в пороупругой среде. 
В основе математической модели лежит квазилинейная система уравнений составного типа, 
описывающая нестационарное движение сжимаемой жидкости в пороупругой среде при отсутствии 
фазовых переходов. Особенностью рассматриваемой в работе модели движения вязкой жидкости в 
сжимаемой твердой среде является использование закона Дарси вместо уравнения импульса для 
жидкой фазы, и реологическое соотношение, связывающее дивергенцию скорости твердой фазы и 
эффективное давление.
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1. Введение
При моделировании процессов фильтрации в пористых средах естественной необходимостью 

является учет деформации твердого скелета. Некоторые аналитические и численные результаты для 
моделей, учитывающих движение твердой среды получены в работах [1-3]. Математическая модель, 
исследуемая в данной работе, позволяет учесть сжимаемость твердой среды и его пороупругие 
свойства. Для случая вязкоупругой среды доказана теорема существования и единственности 
автомодельного решения задачи. В случае преобладания упругих свойств система уравнений при 
переходе к переменным Лагранжа сводится к вырождающемуся на решении параболическому 
уравнению для пористости. Для устанавления свойства конечной скорости стабилизации решения 
при малом коэффициенте объемной сжимаемости твердой среды используется метод интегральных 
энергетических оценок. В частном случае, когда упругие свойства деформации являются 
преобладающими, получен интеграл решения и проведено численное исследование задачи в этом 
случае. Результаты вычислений представлены в виде графиков. Другой подход к моделированию 
деформации используется в работе [4].

2. Постановка задачи
В работе изучается следующая квазилинейная система уравнений составного типа [5-8]:

3(1 -  ф)р5 _ д(ргф)
----- —----- + div ( ( 1  -  ф)р5х>5) = 3t + div(pf (pvf ) =

Ф(Рг - $!!) = - ^ T (vPf +Pf9)>

Ч ■Vs = - ^-Ре - Ф % 7 Р Ре = ( 1 - Ф)(Рз - Pf)>
Vptot = Ptotd’ Ptot = ФРГ + (1 -  Ф)Рз-;Р м  = ФрГ + (1 -  Ф)Рз.

Данная квазилинейная система описывает нестационарное изотермическое движение жидкости 
в вязкоупругой среде. Здесь p f ,p s,v s,v f  -  соответственно истинные плотности и скорости фаз; ф -  
пористость; p f ,p s -  соответственно давления жидкой и твердой фаз, p tot -  общее давление, ре -  
эффективное давление, p tot -  средняя плотность среды; g  = (0,0, - g )  -  плотность массовых сил; к  -  
проницаемость, ^  -  динамическая вязкость жидкости ; ц,Рф ,Ь ,т  -  параметры пороупругой среды;

— = —+v -V -  материальная производная, (х, t)  е  QT = П X (0, Т) -  переменные Эйлера. Истинные
dt Ot s

плотности твердой и жидкой фаз (ps и p f ) принимаются постоянными. Искомыми являются 
величины ф, vs, Vf, p f ,p s .

Результаты разрешимости начально-краевых задач для данной системы уравнений в 
одномерном случае при заданном общем давлении изложены в [9]. В работах [10, 11] модель
использовалась для описания процесса фильтрации в тонком пороупругом слое льда. Другие
аналитические результаты для подобных моделей были получены в работах [12, 13].

3. Разрешимость автомодельной задачи
Для искомой системы рассматривается автомодельное решение типа «бегущей волны». 

Полагая, что все искомые функции зависят лишь от переменной ^ = х  -  c t (с -  постоянный 
параметр), приходим к следующей системе уравнений:

|  ( ( - с  + уг )ф) = 0 , ±  ((1 -  ф)(уБ -  с)) = 0, (1)

ф(Р/ -  vs) = - афп(^  + pf g ), (2)

Ai i i  = - фт(р м -  P f ) -  -  с ) d[ptô  Vf'), (3)
^  = -{ф рг + (1 -  ф)рБ)д, (4)

kGp n 1 _где а  = и А = — -----безразмерные константы.

Система рассматривается при  ̂ >  0 и дополняется граничными условиями:
vs(0) = v° ,v f (0) = У?,ф(0) = ф0, lim vs(;) = и+;J J О̂О

lim vf (() = и+, lim ф(%) = фл
(5)

где v!f, , 0 и, ф+ -  заданные постоянные,удовлетворяющие условиям ф° Ф ф +,г>® Ф V®.
Определение 1. Классическим автомодельным решением задачи (1)-(5) называется 

совокупность функции (ф (^), v t (^), pi ( ()) , 1 =  5 , / ,  если они обладают непрерывными производными, 
входящими в уравнения (1)-(4), удовлетворяют этим уравнениям и граничным условиям (5) как 
непрерывные в QT функции. Сформулируем основной результат настоящей работы.



Теорема 1 [13]. Пусть выполнены следующие условия: д  = 0,ф° > ф+, (ф0 ,ф +) £ (0,1). Тогда
существует единственное классическое автомодельное решение (ф(%), ̂ г(0 ,Рг(0 ), i =  s, f  задачи
(1)-(5) [13].

4. Локализация решений вырождающегося уравнения
В одномерном случае математическая модель фильтрации жидкости в пороупругой среде с 

преобладанием упругих свойств относительно свойств вязкости и малом коэффициенте объемной 
сжимаемости твердой среды, записанная в переменных Лагранжа, сводится к одному уравнению для
s = ф :1 -  ф

— = A f  d (s) d1 + f  (s) \  (6)
dt dx V dx J

причем предполагается, что существует постоянная M > 0 такая, что справедливы следующие оценки
0 < s < M  < да, J ^ s n—b (1 + M  )b—n—2 < d(s) <— sn—b, g > 0,

Мрф Мрф

I f  (s) |< —sng(ps + (1 + 2M )pf ).

Определение 2. Неотрицательная ограниченная измеримая функция s(x, t) (0 < s(x, t) < M ),
определенная в Qx (0,да), есть слабое решение уравнения (6) с начальным условием sG(x), если для 
VT > 0  и любого открытого подмножества q 1 с  R 1 выполняются следующие предположения:
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s е LM(0,T,W21(Q)), —  (sn—b+1) е L2 [(0,T)xQ , ], (7)limjsdx = fs,dx (8)
d

-(snbl‘) е L2[(0,T ) xQ J, (/)lin
^  Q Q

и для Vv (x, t) е C ”((G,T) xQ 1)

ds -V  d f (s) _  ff  - vff[d (s) —  —V ------—m]dxdt = Г fs dxdt + fs(x,0)v(x,0)dx. (9)
JJ dx dx dx dt J0 Q UX UX UX 0 Q Ul Q

Введем обозначения A(p, t) = f  s 2( x, t )dx, B(p, t) = f  sn—b I- s  ) dx, и без ограничения общности
Kp (x0 ) Kp (x0 ) ^-x J

будем считать xG = 0 .
Теорема 2. Пусть выполнены условия (7)-(9) и дополнительно t е [0, T ], T < T *, где 

T * < min(4M 2—’—п̂ —2(min(1,— (1+M )b—n—2 — -1 ))2,
ирф 2

((p!+25 — p +2!) (2g—1 ) р  w1-2e(p0, t ) p ) , i  = 1,2 .
who (25 + 1)4—K 2 0

Если s(x,t) -  слабое решение (6) и sG(x) = 0 в K p (xG) , 0 < pG < dist(xG,-G ), то s(x,t) = 0 почти
1

всюду в K , J x 0) при 0 < t < T < T *. Причем p 1 (t) = (p01+2S — L t1 e (w(p0, t))2e—v) 1+2S ,где при 0< n — b <2
piĈ ‘1(t ) W;

L = 4С2 • Q(r), r е (1,2), а при n — b = 2 l  = 4C22 • Q(r), r = ----4----= 1.
n — b + 2

В обоих случаях здесь
T

w(pG,t) = sup fB(Po,s)ds, Q(r) = ̂ + 7 (1  p! + T 2M 2<5—1)p,f—1)g<t<̂  2  ̂— 1 2

Ki = с, [1  p ,! + T1 p ,5-1M  2(!-1)]e, i = 1,2, F1= —n g (p 1 + (1 + 2M  ) p f ).
2 U

Теорема 3. Пусть дополнительно к условиям теоремы 1 выполнены следующие условия:

fB ( p , T) d T< Co ,  f  s G (x)dx < K 3 ( p — pg) 2—r ,  VP е ( PG , R ) .

0 K p ( x G)

Тогда существует T0, зависящее от данных задачи, такое, что s(x, t) = 0 при почти всех x е K p (xG) , и 

t е [0,T,].

2
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5. Численные результаты
В качестве примера рассмотрим случай, когда твердая среда обладает преимущественно 

упругими свойствами относительно вязких. В этом случае порядок коэффициента вязкости среды  ̂
намного больше порядков остальных коэффициентов, входящих в уравнение типа Максвелла, и, 
следовательно, первым слагаемым в правой части уравнения (3) можно пренебречь. Реологическое 
соотношение в этом случае записывается в автомодельных переменных в виде

2^  = - lh b(v r ) d(Ptot- Pf) 
d% Ф (Vs С) df ■

Тогда система уравнений (1)-(4) сводится к следующему уравнению для ф:

а А ^ = ф ь~п(А2 ф - А 1 (1 -ф )) .

При начальных условия ф° = 3 /4 , ф+ = 1 /2  получим уравнение:
d-Ф 3
-щ  = 8 ( 1 - 2 ф )ф --  

Результаты вычислений для пористости представлены на рисунке 1.

Ф

£
Рисунок 1 -  Г рафик изменения пористости 

Изменения скоростей и давлений представлены на рисунках 2 и 3 соответственно ( Vf (0) =  2, 
u,(0) =  1, рДО) =  1, ps (0) =  1)

С
Рисунок 2 -  График изменения скорости жидкой фазы 
штриховая линия, и твердой среды -  сплошная линия
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Рисунок 3 -  график изменения давления жидкой фазы 
-  штриховая линия, и твердой среды -  сплошная линия

6. Выводы
В данной работе приведена теорема о существовании и единственности классического автомодельного ре

шения задачи, установлены свойства локализкации решений вырождающегося уравнения, проведено численное 
исследование частного случая автомодельной задачи.

Работа выполнена при финансовой поддержке государственного задания Министерства №01201460959 и 
гранта РФФИ №16-08-00291.
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