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Постановка задачи
В работе рассматривается математическая модель изотермической 

внутренней эрозии без учета деформации пористой среды. Фильтрация 
подземных вод происходит в водоносном горизонте. При достижении 
определенной величины скорости фильтрации происходит вынос ча
стиц грунта из области течения и образование подземных полостей. В 
результате увеличения и достижения критических размеров этих поло
стей происходит обрушение свода пород.

В работе изучается следующая система уравнений составного типа:
7 Г  = Yx (K0 (4 l)a (s)Vs -  b (s ) v (t ) + Р (Б,ф)), (1)

^ = - / ( * , 0 ) ,  (2) 
решаемая в области (х, t) е QT = Q х  (0, Т), Q = (0,1), 
при краевых и начальных условиях

s (0 ,t)  = s0(t), s(1, t) = s1(t),

s(x, 0) = s 0(x), ф(х, 0) = ф0(х). (3)

Данная начально-краевая задача описывает одномерное движение 
двухфазной смеси в неподвижной пористой среде, состоящей из 
твердых частиц и жидкости [1]. Здесь ф -  пористость, s -  
насыщенность воды, I -  интенсивность перехода массы из твердого 
скелета; кроме того К0(ф), a(s), b(s), F ( s ^ )  -  заданные функции. 
Задача записана в эйлеровых координатах х, t. Искомыми являются 
величины s и ф. Обзор математических моделей процесса суффозии 
дан в работе [1]. Математическое обоснование, как правило, 
отсутствует, за исключением рассмотрения частных решений [3-5]. 
Вывод уравнений (1), (2) дан в работе [6]. Система уравнений близка 
по структуре уравнениям двухфазной фильтрации несмешивающихся 
жидкостей в случае известной пористости [7-9]. Особенностью данной 
задачи является необходимость обоснования физического принципа 
максимума для пористости ф и насыщенности s вида 0 < ф < 1,
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0 < s < 1. Кроме того коэффициент a(s)  в общем случае обладает 
свойствами а(0) = а(1) = 0, a(s) > 0 при s £ (0,1), то есть уравнение 
(1) является вырождающимся на решении, а переменная неизвестная 
пористость существенно усложняет структуру системы (1), (2).

Поэтому на первом этапе исследования задачи (1)-к(3) 
рассматривается случай невырождающегося уравнения (1) (a(s) > 0
при s £ [0,1], 0 < ф < 1 ). Целью работы является доказательство
разрешимости задачи (1) -  (3).

Для интенсивности фазовых переходов принимается следующая 
модельная зависимость [1]:

I = 5(s)R ^)m ax{|v(t)| — vk, 0},
(0, s > 1 ;  г0, ф > 1;

S(s) = j1 — s, 0 < s < 1; R(ф) = {ф(1 — ф), 0 < ф < 1 ;
1, s < 0. 0, ф < 0.

где v( t)  -  суммарная скорость фильтрации (заданная функция), vk -  
предельное значение скорости фильтрации при превышении которой 
«запускается» процесс суффозии.

Определение 1. Решением задачи (1)-(3) в цилиндре QT будем 
называть пару функций ф(х,Ь) £ C2+a’1+a/2(QT), s (x , t )  £ 
Q2+a,{2+a)/2 (Q^), удовлетворяющую уравнениям (1), (2) и условиям (3) 
в обычном смысле. Причем 0 < s < 1, 0 < ф < 1.

В дальнейшем, будем придерживаться обозначений принятых в 
[10].

Теорема. Пусть данные задачи (1)-(3) подчиняются условиям:
1. Функции K0^ ) , a ( s ) , b ( s ) , F (Б,ф) и их производные до второго 

порядка непрерывны для s £ [0,1], ф £ [0,1] и удовлетворяют 
условиям

0 < т  < К0(ф), a(s) < М < ж>,

F(s, ф) = 0 при s < 0, s > 1.
2. Функции v(t) ,  s0(t), s1(t), s 0(x), ф0(х) удовлетворяют 

следующим условиям гладкости
v (t), s0(t), s1(t) £ C2+a[0,T]; Б0(х),ф 0(х) £ C2+a(Q)

и условиям согласования
S0(0 ) = s0(0), si(0) = s0(1), 

а также удовлетворяют неравенствам
0 < s0(x) < 1 ,  0 < m0 < ф0 < M0 < 1, |vk(t)| < x>,

0 < s0(t) < 1 , 0 <  s1(t) < 1 
где m 0, m, M, vk,M0 -  известные положительные постоянные.

Тогда для любого конечного интервала (0,7] задача (1)-(3) имеет 
единственное решение:
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ф(х,ь) e C2+a’1(QT), s ( x , t ) e C2+“'(2+“)/2(Qr).
Более того

0 < s(x,t) < 1 ,  0 < ф(х, t ) < 1, (x, t) e QT.
Схема доказательства
Доказательство следует работе [2] и [6]. Основными являются 

следующие моменты: 1) доказательство принципа максимума для s и 
ф; 2) доказательство гельдеровской непрерывности пористости ф и 
насыщенности s без предположения о дифференцируемости 
суммарной скорости фильтрации по времени; 3) построение вполне 
непрерывного оператора и проверка условий теоремы Шаудера.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ 
«Расчет физических характеристик почвогрунтов в процессе 
внутренней эрозии и прогноз их разрушения» №17-41-220314.
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Постановка задачи
В работе изучается модель, описывающая процесс сублимации 

льда. Лёд рассматривается как деформируемая пористая среда, в порах 
которой движется влажный воздух. В основе рассматриваемой модели 
лежат уравнения сохранения масс с учётом фазового перехода, закон 
Дарси для влажного воздуха, учитывающий движение пористого 
скелета, реологическое уравнение для пористости, уравнения
равновесия и сохранения энергии для системы лёд-воздух [1-3]

^  + d iv ($ p f uf ) = S, (1)

+ d iv ((1 -  $ )psus) = - S, (2)

$ ( u i - U 2 )  = -K 0 -(V p f  + pf g), (3)

(рг Ф + ps(1 -  Ф) ) д 7  + (P f¥ * f + Ps(1 -  = div(AcVe) -

^  (4)

Ptot = ФРf  + (1 -  Ф)Р5, Pe = ( 1 -  Ф)(Р5 -  Pf),
Ptot = ФРf  + ( 1 -  Ф)Р5, (5)

pf  = PfRG, V - u s = - а (Ф)ре, Vptot = ptotg. (6 )


