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ЧАСТЬ I. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 

1.1. Основные понятия и определения 

 

Обыкновенное дифференциальное уравнение – это уравнение, 

связывающее независимую переменную x, искомую функцию 

)(xfy   и ее производные 
)( ..., , , nyyy  . Такое уравнение 

имеет вид 

0 ..., , , , ,( )(  )yyyyxF n
. 

Вместо производных дифференциальное уравнение может со-

держать дифференциалы искомой функции и независимой перемен-

ной. 

Если искомая функция зависит от двух или большего числа не-

зависимых переменных, например, ),( yxuu  , то уравнение вида 

0 ..., , , , , , 



















lk

m

yx

u

y

u

x

u
uyxF  

называется дифференциальным уравнением в частных произ-

водных. 

Порядок дифференциального уравнения – это порядок наивыс-

шей производной, входящей в уравнение. 

Решением дифференциального уравнения n-го порядка на интер-

вале ),( ba  называется функция )(xy  , определенная и непре-

рывная со своими производными до n-го порядка включительно, и та-

кая, что ее подстановка в дифференциальное уравнение превращает 

последнее в тождество по x на ),( ba . 

Процесс нахождения решений дифференциального уравнения 

называется интегрированием дифференциального уравнения. 

Общий вид дифференциального уравнения первого порядка 

0 , ,( )yyxF .                                                  (1.1) 

Уравнение (1.1), записанное в такой форме, называется не раз-

решенным относительно производной. 

Дифференциальным уравнением, разрешенным относительно 

производной, называется уравнение, которое можно представить в виде 
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),( yxf
dx

dy
 , 

где ),( yxf  – заданная функция двух переменных, y – искомая 

функция, x – независимая переменная. 

Дифференциальное уравнение первого порядка можно записать 

в симметричной форме 

0),(),(  dyyxQdxyxP . 

В данное уравнение обе переменные x и y входят равноправно 

и любую из них можно принять за независимую переменную. 

Частным решением дифференциального уравнения первого по-

рядка называется непрерывно дифференцируемая функция 

)(xy  , которая при подстановке обращает это уравнение в тож-

дество. 

Соотношение 0),(  yx  называется решением дифферен-

циального уравнения (1) в неявной форме (или интегралом уравнения 

(1.1)), если оно определяет )(xy   как неявную функцию от x, 

которая является решением уравнения (1.1). 

Общим решением дифференциального уравнения (1.1) называ-

ется множество всех его частных решений без исключения. Общее 

решение является однопараметрическим семейством функций 

),( Сxy  , зависящих от x и произвольной постоянной C, кото-

рые удовлетворяют уравнению (1.1) при любых допустимых значениях 

постоянной C. 

Соотношение 0),,(  Сyx , где C – произвольная посто-

янная, называется общим решением дифференциального уравнения 

(1.1) в неявной форме (или общим интегралом уравнения (1.1)), если 

оно определяет неявным образом все частные решения уравнения (1.1) 

без исключения. 

Дифференциальное уравнение называется интегрируемым 

в квадратурах, если его общее решение (общий интеграл) может быть 

получено в результате конечной последовательности арифметических 

действий и интегрирований элементарных функций. 

Задачей Коши называется задача нахождения решения 

)(xy   уравнения (1.1), удовлетворяющего начальному условию 

00)( yxy  . 
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Теорема о существовании и единственности решения. Если в 

уравнении 

             ),( yxf
dx

dy
                                                     (1.2) 

функция ),( yxf  непрерывна на прямоугольнике D: 

axxax  00 , byyby  00 , 

и удовлетворяет в D условию Липшица: 

|||),(),(| 2121 yyNyxfyxf  ,                            (1.3) 

где N – постоянная Липшица, то на отрезке 

hxxhx  00  существует единственное решение 

)(xy   уравнения (1.2), удовлетворяющее начальному условию 

00)( yxy  , где  











NM

b
ah

1
,,min , |),(|max yxfM   в D. 

Условие Липшица (1.3) может быть заменено несколько более 

грубым, но обычно легко проверяемым условием существования огра-

ниченной по модулю частной производной ),( yxf y
  в D. 

При выполнении условий теоремы существования и единствен-

ности решение задачи Коши может быть найдено методом последо-

вательных приближений как предел при n  равномерно сходя-

щейся последовательности функций )}({ xyn , определяемых рекур-

рентным соотношением 



x

x

nn dttytfyxy

0

))(,()( 01 , 00)( yxy  , 

...). ,2 ,1 ,0( n  

Точки, в окрестности которых решения уравнения 

),( yxf
dx

dy
 , удовлетворяющего условию 00)( yxy  , не суще-

ствует или решение существует, но не единственно, называются осо-

быми точками. 
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Если график некоторого решения сплошь состоит из особых то-

чек, то решение называется особым. 

Теорема о непрерывной зависимости решения от параметра 

и от начальных значений. Если правая часть дифференциального 

уравнения ),,( yxfy   непрерывна по   при 10    и 

удовлетворяет условиям теоремы существования и единственности, 

причём постоянная Липшица N не зависит от  , то решение 

),(  xy   рассматриваемого уравнения, удовлетворяющее 

начальному условию 00)( yxy  , непрерывно зависит от параметра 

 . 

Теорема о существовании и единственности решения для 

уравнения, не разрешенного относительно производной. Если 

в уравнении (1.1) в некоторой замкнутой окрестности точки 

),,( 000 yyx  , где 0y  – один из действительных корней уравнения 

0),,( 00 yyxF , функция F удовлетворяет условиям: 

1) ),,( yyxF   непрерывна по всем аргументам; 

2) производная 
y

F




 существует и отлична от нуля; 

3) существует ограниченная по модулю производная 
y

F




, 

N
y

F





, 

то на отрезке hxxhx  00 , где h достаточно мало, 

существует единственное решение )(xy   уравнения (1.1), удо-

влетворяющее начальному условию 00)( yxy  , для которого 

00)( yxy  . 
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1.2. Уравнения с разделяющимися переменными 

 

Уравнением с разделяющимися переменными называется диф-

ференциальное уравнение, которое может быть представлено в виде 

)()( ygxfy   

или в виде 

0)()()()( 2211  dyyqxpdxyqxp .                     (1.4) 

Для нахождения общего решения уравнения (1.4) с разделяю-

щимися переменными надо разделить переменные, то есть путем де-

ления обеих частей уравнения на произведение )()( 12 yqxp  добить-

ся того, чтобы в преобразованном уравнении коэффициент при dx яв-

лялся бы функцией только от переменной x, а коэффициент при dy – 

функцией только от переменной y: 

0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  dy
yq

yq
dx

xp

xp
.                                    (1.5) 

Уравнение вида (1.5) называется дифференциальным уравнени-

ем с разделенными переменными. Интегрируя, находим общий инте-

грал 

Сdy
yq

yq
dx

xp

xp
  )(

)(

)(

)(

1

2

2

1
. 

Необходимо заметить, что деление на )()( 12 yqxp  может 

привести к потере частных решений, обращающих в нуль произведе-

ние )()( 12 yqxp . 

Уравнение, в котором правая часть представляет собой функ-

цию линейного аргумента: 

)( cbyaxfy  , 

где a и b – постоянные, сводится к уравнению с разделяющимися пе-

ременными с помощью замены искомой переменной 

cbyaxz  . Вычисляя производную от новой искомой функ-

ции ybaz   и используя исходное уравнение, получаем: 

)(zbfaz  . 

Отсюда 
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dx
zbfa

dz


 )(
. 

Интегрируя, находим общий интеграл: 

Cx
zbfa

dz


 )(
, 

в котором осталось сделать обратную замену переменной 

cbyaxz  . 

Пример 1. Решить уравнение 0
cos

2
tg3

2



 dy

y

e
ydxe

x
x

. 

Решение. Данное уравнение является уравнением с разделяю-

щимися переменными. Делим обе части уравнения на произведение 

)2(tg xey  : 

0
costg

1

2

3
2




dy
yye

dxe
x

x

. 

Полученное уравнение – это уравнение с разделенными пере-

менными. Интегрируем его: 

12costg

1

2

3
Сdy

yye

dxe
x

x


  . 

Вычислим интегралы 

conste
e

ed

e

dxe x

x

x

x

x







  |2|ln3
2

)2(
3

2

3
, 

consty
y

yd
dy

yy
  |tg|ln

tg

)(tg

costg

1
2

. 

Таким образом, получаем 

1|tg|ln|2|ln3 Cyex  . 

После потенцирования будем иметь 
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1

3)2(

tg C

x
e

e

y



, 

откуда 

1

3)2(

tg C

x
e

e

y



. 

Обозначая Ce
C
 1 , получим общий интеграл данного 

уравнения 

C
e

y
x


 3)2(

tg
 или 0)2(tg 3  xeCy . 

При делении на произведение )2(tg xey   могла произой-

ти потеря решения. Приравниваем нулю каждый множитель 

0tg y  и 02  xe , 

то есть  

ky   ( ... ,2 ,1 ,0 k ) и 2lnx . 

Непосредственно подставляя в исходное уравнение, убеждаем-

ся, что ky   и 2lnx  являются решениями этого уравнения. 

Их можно получит формально из общего интеграла при 0С  и 

С . Поэтому окончательный ответ можно записать в виде: 

0)2(tg 3  xeCy .     ▲ 

Пример 2. Найти частное решение уравнения 
xx eyye  )1( , удовлетворяющее начальному условию 

1
0


x
y . 

Решение. Заменяем в уравнении
dx

dy
y  : 

xx e
dx

dy
ye  )1( . 

Разделяем переменные 
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x

x

e

dxe
ydy




1
. 

Интегрируя, находим общий интеграл 

Ce
y x  )1ln(
2

2

.                                             (1.6) 

Используем начальное условие 1
0


x
y . Полагая в (1.6) 

0x  и 1y , получаем 

C 2ln
2

1
. 

Отсюда находим  

2ln
2

1
С . 

Подставляем в (1.6) найденное значение С , получаем частное 

решение 

2ln
2

1
)1ln(

2

2

 xe
y

 или 

2

2

2

1
ln1 







 


xe
y . 

Выражаем y : 

2

2

1
ln1 







 


xe
y . 

Так, из начального условия следует, что 0y , то выбираем 

2

2

1
ln1 







 


xe
y . 

Это и будет искомым частным решением.     ▲ 

 

Задачи. 

Проинтегрировать уравнения. 
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1. 0)1()1( 22  dyxdxy . 7. 1)1(  ye y
. 

2. 0)1( 2  xydydxy . 8. 0ln  xdyydxy , 

1
1


x
y . 

3. 0cossin  xyxy , 1
2





x
y . 9. 

0)1(2)1( 2  dxexdyxe yy . 

4. xdydxy  )1( 2
. 10. )1(12 22 xyyx  . 

5. 011 22  xyyyx . 
11. 0lncossin 22  ydyxxdxy .  

6. 011 22  dyxydxyx , 

1
0


x
y . 

12. )sin()sin( yxyxy  , 

2





x
y . 

 
1.3. Однородные уравнения 

 
Уравнение называется однородным, если его можно представить 

в виде: 











x

y
fy ,                                                    (1.7) 

или 

0),(),(  dyyxQdxyxP ,                                        (1.8) 

где ),( yxP  и ),( yxQ  – однородные функции одинаковой степени 

однородности. 

Функция ),( yxF  называется однородной степени n, если для 

любого значения 0  выполняется тождество: 

),(),( yxFyxF n  . 

Однородное уравнение сводится к уравнению с разделяющими-

ся переменными с помощью замены искомой переменной 
x

y
u   или 

uxy  . Дифференцируя указанную замену по x, получаем: 

uxuy   

для первой формы однородного уравнения (1.7) и 

udxxdudy   
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для второй (1.8). Подставляя найденную производную в исход-
ное уравнение, получаем уравнение с разделяющимися переменными: 

)(ufuxu  , 

или  

x

dx

uuf

du


)(
. 

Интегрируя, находим общий интеграл: 

Cx
uuf

du


 ||ln
)(

, 

в котором осталось сделать обратную замену переменной 

x

y
u  . 

Уравнение с правой частью в виде функции дробно-линейного 
аргумента 















222

111

cybxa

cybxa
fy , 

где 222111  , , , , , cbacba  – постоянные, преобразуется в однородное 

уравнение с помощью введения новых переменных u и υ по формулам 

0xux  ,      0yy  ,                                         (1.9) 

где 0x  и 0y  – решение системы линейных алгебраических уравнений 









.0

,0

222

111

cybxa

cybxa
                                           (1.10) 

Так как 

du

d

dx

dy 
 , 

то, подставляя (1.9) в исходное уравнение, получаем уравнение 



13 

 



































u
ba

u
ba

f
bua

bua
f

du

d









22

11

22

11
, 

которое является однородным уравнением вида 











u
h

du

d 
. 

Представленный метод не подходит в случае параллельности 
прямых (1.10). В этом случае коэффициенты в уравнениях (1.10) про-

порциональны k
b

b

a

a


1

2

1

2
, и исходное уравнение можно записать 

в виде 

)(
)(

11

211

111 ybxaF
cybxak

cybxa
fy 












 . 

Заменой ybxau 11   это уравнение сводится к уравнению с 

разделяющимися переменными. 

Пример 1. Решить уравнение yyxyx  22
. 

Решение. Запишем уравнение в виде 

x

y

x

y
y 










2

1 . 

Данное уравнение является однородным относительно x  и y . 

Положим 

x

y
u  , или uxy  . 

Тогда  

uuxy  . 

Подставляем в уравнение выражения для y  и y , получаем 

uuuux  21 , 
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21 u
dx

du
x  . 

Разделяем переменные: 

x

dx

u

du


 21
. 

Интегрируем 

1ln||lnarcsin Cxu   ( 01 C ), 

|)|ln(arcsin 1 xCu  . 

Так как xCxC 11 ||  , то, обозначая CC  1 , получаем 

)ln(arcsin Cxu  , 

где 
2

|)ln(|


Cx . Заменяя u  на 
x

y
, находим общий интеграл 

)ln(arcsin Cx
x

y
 . 

Отсюда общее решение имеет вид )ln(sin Cxxy  . 

При делении на произведение 
21 ux   могла произойти по-

теря решений, которые обращают в нуль это произведение. Соотноше-

ние 0x  не является решением первоначального уравнения. Из со-

отношения 01 2 u  получаем 01

2











x

y
, откуда 

xy  . Непосредственной подстановкой в уравнение, убеждаемся, 

что функции xy   и xy   являются также решениями данного 

уравнения.     ▲ 
Пример 2. Решить уравнение 

0)4()2(  dyyxdxyx . 

Решение. Рассмотрим систему линейных алгебраических урав-
нений 









.04

,02

yx

yx
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Система имеет единственное решение 10 x , 30 y . Де-

лаем замену 1 ux , 3y . При этом dudx  , 

ddy  . Тогда исходное уравнение принимает вид 

0)()(   duduu . 

Полученное уравнение является однородным. Полагая 

zu , где )(uzz   – новая искомая функция, получаем 

0))(()(  zduudzzuuduzuu , 

откуда 0)1()21( 22  dzzuduzzu . 

Разделяем переменные 

0
21

1
2





 dz

zz

z

u

du
. 

Интегрируем Czzu ln
2

1
|21|ln

2

1
||ln 2   или 

Czzu  )21( 22
. 

Делаем обратную замену 
u

z


  и возвращаемся к перемен-

ным x , y : 

C
x

y

x

y
x 



















2

2
2

)1(

)3(

1

3
21)1( . 

Данное соотношение можно преобразовать к виду 

1

22 842 Cyxyxyx  , 

где 141 CC .     ▲ 

Пример 3. Решить уравнение 

0)122()1(  dyyxdxyx . 

Решение. Система линейных алгебраических уравнений 









0122

,01

yx

yx
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несовместна. В этом случае метод решения, рассмотренный в преды-
дущем примере, не подходит. Для интегрирования уравнения приме-

няем подстановку uyx  . Отсюда xuy  , dxdudy  . 

Тогда уравнение принимает вид 

0))(12()1(  dxduudxu , 

0)12()2(  duudxu . 

Разделяем переменные 

0
2

12





 du

u

u
dx . 

Вычислим интегралы 

constxdx  , 





























 dt

t
dt

t

t

dtdu

tu

tu

du
u

u
du

u

u 3
2

32
,2

,2

2

12

2

12

 

.|2|ln3)2(2 constuu   

Итак, общий интеграл имеет вид  

1|2|ln3)2(2 Cuux  , или 

2|2|ln32 Cuux  , 

где 412 СС . Делаем обратную замену yxu  , получаем 

общий интеграл исходного уравнения  

Cyxyx  |2|ln32 , 2CC  .     ▲ 

 
Задачи. 
Проинтегрировать уравнения. 
 

13. 

x

y
xyyx 2cos . 17. 

22 xyyyx  . 

14. 0)(  xdydxyx . 18. 
2222 yxyx  . 

15. )ln(ln xyyyx  . 19. 0)1(2  yxyx . 

16. dxxxyydyx )( 222  . 
20. 0)124(148  yyxyx . 
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1.4. Линейные уравнения первого порядка 
 

Линейное дифференциальное уравнение первого порядка – это 

уравнение, линейное относительно неизвестной функции и ее произ-

водной. Линейное уравнение имеет вид: 

)()( xQyxPy  .                                            (1.11) 

Если 0)( xQ , то уравнение (1.11) называется линейным од-

нородным. В противном случае уравнение (1.11) является линейным 

неоднородным. 

Для нахождения решения линейного неоднородного уравнения 

применяется метод вариации постоянной. Сначала решается методом 

разделения переменных соответствующее линейное однородное урав-

нение 

0)(  yxPy , 

dxxP
y

dy
)( , 

dxxP
Cey 

)(
, 

где C  – произвольная постоянная. Далее предполагаем, что C  зави-

сит от переменной x , то есть решение исходного неоднородного 

уравнения будем искать в виде: 

dxxP
exCy 

)(
)( .                                             (1.12) 

Вычисляем производную 

dxxPdxxP
exPxCexCy  


)()(

)()()(  

и подставляем ее и (1.12) в уравнение (1.11)  

)()()()()()(
)()()(

xQexCxPexCxPexC
dxxPdxxPdxxP
  

. 

После преобразований получаем 
dxxP

exQ
dx

dC 
)(

)( . 

Отсюда интегрированием находим функцию 

1

)(
)()( CdxexQxC

dxxP
 


, где 1C  – произвольная постоян-
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ная. Подставляя )(xC  в соотношение (1.12), получаем общее реше-

ние исходного уравнения. 

Уравнение Бернулли имеет вид 
nyxQyxPy )()(  , 1n .                                     (1.13) 

Для нахождения решения уравнения Бернулли есть два способа. 

Первый из них заключается в следующем. С помощью замены 
nyz  1

 уравнение Бернулли сводится к линейному уравнению. 

Другой способ состоит в непосредственном применении метода 

вариации постоянной. Сначала методом разделения переменных реша-

ется соответствующее однородное уравнение 

0)(  yxPy , 

dxxP
Cey 

)(
, 

где C  – произвольная постоянная. Далее предполагаем, что C  зави-

сит от переменной x , то есть решение исходного неоднородного 

уравнения Бернулли (1.13) будем искать в виде: 

dxxP
exCy 

)(
)( .                                             (1.14) 

Вычисляем производную 

dxxPdxxP
exPxCexCy  


)()(

)()()(  

и подставляем ее и (1.14) в уравнение (1.13)  
dxxPnndxxPdxxPdxxP

exCxQexCxPexCxPexC  


)()()()(
)()()()()()()( . 

После преобразований получаем уравнение с разделяющимися 

переменными относительно неизвестной функции )(xC : 

dxxPnn exCxQ
dx

dC 


)()1(
)()( . 

Отсюда интегрированием находим функцию )(xC . Подстав-

ляя )(xC  в соотношение (1.14), получаем общее решение исходного 

уравнения Бернулли (1.13). 

Уравнение Риккати имеет вид )()()( 2 xfyxQyxPy  . 

В общем случае данное уравнение не интегрируется в квадрату-

рах. Однако, если известно одно частное решение )(xu  этого уравне-
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ния, уравнение Риккати сводится к уравнению Бернулли с помощью 

замены zuy  , где )(xz  – новая неизвестная функция. Дей-

ствительно, после подстановки замены получим 

)())(())(( 2 xfzuxQzuxPzu  . 

Учитывая, что )()()( 2 xfuxQuxPu  , 

после преобразований будем иметь уравнение Бернулли: 

  2)()()(2)( zxQzxuxQxPz  . 

Пример 1. Решить уравнение 
2

22 xxexyy  . 

Решение. Данное уравнение является линейным неоднородным. 
Будем применять метод вариации постоянной. Сначала решаем соот-
ветствующее линейное однородное уравнение 

02  xyy , 

в котором разделяем переменные xdx
y

dy
2  и интегрируем 

Cxy ln||ln 2  . 

Отсюда 
2xCey  . 

Общее решение неоднородного уравнения будем искать в виде 
2

)( xexCy  . 

Вычисляем производную 
22

2)()( xx xexCexCy    

и подставляем ее и y  в исходное уравнение: 

22

2)( xx xeexC   ,     xxC 2)(  , 1

2)( CxxC  . 

Итак, общее решение линейного неоднородного уравнение име-

ет вид 
2

)( 1

2 xeСxy  .     ▲ 

Пример 2. Решить уравнение Бернулли 
3xyxyy  . 

Решение. Делим обе части уравнения на 
3y : 

x
y

x
y

y



23

1
. 
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Делаем замену переменной 
2

1

y
z  ,     

3

2

y

y
z


 , 

откуда z
y

y




2

1
3

. 

После подстановки получаем линейное уравнение 

xxzz 
2

1
, или xxzz 22  . 

Общее решение последнего уравнения имеет вид 
2

1 xСez  . 

Делая обратную замену, получаем общий интеграл исходного 

уравнения Бернулли 
2

1
1

2

xСe
y

 , или 1)1(
22  xСey .     ▲ 

Пример 3. Решить уравнение Бернулли xyyyx ln2 . 

Решение. Применим метод вариации постоянной. Решаем сна-

чала соответствующее однородное уравнение 0 yyx , в кото-

ром разделяем переменные 

x

dx

y

dy
  и интегрируем 

Cxy ln||ln||ln  . 

Отсюда 
x

C
y  . Общее решение уравнения Бернулли ищем в 

виде 
x

xC
y

)(
 , где )(xC  – новая неизвестная функция. Вычисля-

ем 
2

)()(

x

xС

x

xC
y 


 . 

Подставляем y  и y  в исходное уравнение  

2

2 ln
)()(

x

x
xCxC  . 
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Данное уравнение является уравнением с разделяющимися пе-

ременными dx
x

x

C

dC
22

ln
 . 

Вычислим отдельно интеграл с помощью формулы интегриро-
вания по частям: 

const
xx

x

x

dx

x

x

x
dx

x
d

x

dx
duxu

dx
x

x






 
1lnln

1
  ,

1

,       ,ln
ln

2

2

2



. 
Итак, находим  

1

1ln

)(

1
C

xx

x

xC
 ,     

xCx

x
xC

ln1
)(


 . 

Таким образом, общее решение уравнения Бернулли имеет вид 

xCx
y

ln1

1


 .     ▲ 

 
Задачи. 
Решить линейные уравнения. 

21. 
xeyy  2 .         22. yyxx 2

, 0
1


x
y . 

23. 
2

22 xxexyy  .24. xxyxy 2sincos  , 0
0


x
y . 

25. xxyyx cos2 3 .   26. xxyxxy 23 ln3ln  . 

27. yyyx 2)2( 2  . 

Решить уравнения Бернулли. 

28. 
222 xyxyy  .                                      29. 

xe
y

yy
1

2  . 

30. 
23 3)( xyex y  .                         31. 

xx eyyey 22  . 

32. xyxyxy 23 sincossin2  . 
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1.5. Уравнения в полных дифференциалах 
 
Уравнение  

0),(),(  dyyxQdxyxP ,                                      (1.15) 

называется уравнением в полных дифференциалах, если его ле-
вая часть является полным дифференциалом некоторой функции 

),( yxu  двух независимых переменных, то есть 

dy
y

u
dx

x

u
dudyyxQdxyxP









 ),(),( . 

В этом случае уравнение (1.15) можно записать как 0du . 

Тогда общий интеграл исходного уравнения имеет вид Cyxu ),( , 

где C  – произвольная постоянная. 

Для того чтобы уравнение (1.15) являлось уравнением в полных 
дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось усло-

вие Эйлера: 
x

Q

y

P









. 

Для нахождения функции ),( yxu  составляются равенства 






















).,(

),,(

yxQ
y

u

yxP
x

u

                                               (1.16) 

Интегрируя первое из равенств (1.16) по переменной x , считая 

y  постоянной, имеем 

)(),(),( ydxyxPyxu   ,                                    (1.17) 

где )(y  – произвольная функция от y . Дифференцируя получен-

ное выражение по y  и подставляя во второе из равенств (1.16), полу-

чаем 

),()(),( yxQydxyxP
yy

u










  , 
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


 dxyxP

y
yxQy ),(),()( . 

Правая часть последнего уравнения в силу условия Эйлера не 
зависит от x . Интегрируя по y , находим  

1),(),()( CdydxyxP
y

yxQy 











   . 

Подставляя )(y  в (1.17), получим искомую функцию 

1),(),(),(),( CdydxyxP
y

yxQdxyxPyxu 











  

. 
Пример 1. Решить дифференциальное уравнение 

0)cos())cos()(sin( 2  dyxyxdxxyxyxy . 

Решение. Проверим, что данное уравнение является уравнением 
в полных дифференциалах: 

),sin()cos(2)sin()cos()cos(

))cos()(sin(

22 xyyxxyxxyyxxyxxyx

xyxyxy
yy

P













 

),sin()cos(2))cos(( 22 xyyxxyxxyx
xx

Q










 

то есть условие Эйлера 
x

Q

y

P









 выполняется. Следовательно, 

данное уравнение есть уравнение в полных дифференциалах. Соста-
вим равенства 

)cos()sin( xyxyxy
x

u
P 




 , 

)cos(2 xyyx
y

u
Q 




 . 

Интегрируем первое из этих равенств по x  
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)())cos()(sin(),( ydxxyxyxyyxu   , 

где )(y  – пока неопределенная функция. 

constxy
y

dxxy  )cos(
1

)sin( , 

)cos(
1

)sin()sin()sin()cos( xy
y

xyxdxxyxyxdxxyxy  
. 

Итак, имеем )()sin(),( yxyxyxu  . 

Находим частную производную по переменной y   

)()cos(2 yxyx
y

u





 

и приравниваем ее функции )cos(2 xyyxQ  : 

)cos()()cos( 22 xyxyxyx  , 

откуда 0)(  y , Cy )( . 

Общий интеграл исходного дифференциального уравнения при-

нимает вид Cxyx )sin( .     ▲ 

Пример 2. Решить дифференциальное уравнение  

0)()( 3223  dyyyxdxxyx . 

Решение. Проверим, что данное уравнение является уравнением 
в полных дифференциалах: 

xyxyx
yy

P
2)( 23 









,     xyyyx

xx

Q
2)( 32 









, 

то есть условие Эйлера 
x

Q

y

P









 выполняется. Это уравнение 

можно привести к виду 0du  непосредственно группировкой: 

0)( 33  dyyxdyydxxydxx , 
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0
4

)(
4

44

















 y
dxyxyd

x
d , или 

0
42

)(

4

424











yxyx
d . 

Следовательно, Сyxyx  424 )(2  есть общий инте-

грал исходного уравнения.     ▲ 
 
Задачи. 
Проинтегрировать уравнения в полных дифференциалах. 

33. 0)2()2( 2222  yyxyyxx . 

34. 0)46()63( 3222  dyyyxdxxyx . 

35. 

0
111

22222




































dy

y

x

yyx

y
dx

yxyx

x
. 

36. dy
xy

yx
dx

yx

yx
x

2

22

2

22

2









 
 .  

37. 0
sin2sin

2

2


















 dy

y

x
ydxx

y

x
. 

38. 0)32()23( 22  dyyxydxyxx . 

39. 0
1

coscos
1

sinsin 
















 dy

y
xyxdx

x
xyy . 

40. 0
32
4

22

3



 dy

y

xy
dx

y

x
, 1

1


x
y . 
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ЧАСТЬ II. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

2.1. Основные понятия и определения 
 
Дифференциальное уравнение n-го порядка имеет вид 

0 ..., , , , ,( )(  )yyyyxF n
. 

Уравнение, разрешенное относительно старшей производной 
)(ny , имеет вид ) ..., , , , ,( )1()(  nn yyyyxfy .              (2.1) 

Задачей Коши для уравнения (2.1) называется задача нахожде-

ния решения )(xy   уравнения (2.1), удовлетворяющего началь-

ным условиям 

0
0

yy
xx



,     0

0

yy
xx




, …,     
)1(

0

)1(

0





  n

xx

n yy .        (2.2) 

Теорема существования и единственности решения задачи 

Коши. Если в уравнении (2.1) функция ) ..., , , , ,( )1(  nyyyyxf  

непрерывна по всем своим аргументам 
)1( ..., , , , ,  nyyyyx  в 

некоторой области D  их изменения, имеет ограниченные в области, 

D  частные производные 
y

f




, 

y

f




, 

y

f




, …, 

)1( 


ny

f
 по аргумен-

там 
)1( ..., , , ,  nyyyy , то найдется интервал 

hxxhx  00 , на котором существует единственное реше-

ние )(xy   уравнения (2.1), удовлетворяющее условиям (2.2), где 

значения 0xx  , 0yy  , 0yy  , …, 
)1(

0

)1(   nn yy  содер-

жатся в области D . 
 

2.2. Дифференциальные уравнения, 
допускающие понижение порядка 

 
Рассмотрим простейшие случаи, допускающие понижение по-

рядка. 

1. Уравнение вида )( )( xfy n    

решается n-кратным интегрированием. 
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2. Уравнение 0 ..., , ,( )()( )yyxF nk
 не содержит искомой 

функции y  и ее младших производных до 1k  порядка включи-

тельно. Это уравнение допускает понижение порядка на k  единиц 

заменой переменной 
)(kyu  , где )(xu  – новая искомая функция. 

Действительно, после замены переменных в исходном уравнении име-

ем 0 ..., , ,( )(   )uuuxF kn
. 

Интегрируя данное уравнение, определяем искомую функцию 

) , , ,( 21 knCCCxuu  . 

Функция y  находится k -кратным интегрированием уравнения 

) , , ,( 21

)(

kn

k CCCxuy  . 

3. Уравнение 0 ..., , , ,( )(  )yyyyF n
 не содержит неза-

висимую переменную x . Это уравнение допускает понижение поряд-

ка на единицу с помощью замены обеих переменных. В качестве новой 

функции принимается yp  , а в качестве новой независимой пере-

менной – y , то есть )(ypp  . При этом все производные необхо-

димо выразить через производные от новой искомой функции )(yp  

по y . По правилу дифференцирования сложной функции имеем 

dy

dp
p

dx

dy

dy

dp

dx

dp

dx

yd
y 

2

2

, 

2

2
2

2

dy

pd
p

dy

dp
p

dx

dy

dy

dp
p

dy

d

dy

dp
p

dx

d
y 


























  

и аналогично для производных более высокого порядка. Исходное 
уравнение после замены переменных принимает вид 

0 ..., , , ,
1

1

1 











n

n

dy

pd

dy

dp
pyF . 

Пример 1. Найти общее решение уравнения 

xxy cossin  . 

Решение. Последовательно интегрируем данное уравнение 
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1sincos)cos(sin Cxxdxxxy   , 

211 cossin)sincos( CxCxxdxCxxy   , 

32

2

121
2

sincos)cossin( CxC
x

CxxdxCxCxxy   . ▲ 

Пример 2. Решить уравнение 0 IVV yxy . 

Решение. Данное уравнение не содержит искомой функции и ее 
производных до третьего порядка включительно. Поэтому, полагая 

py IV  , получаем 0 p
dx

dp
x . 

Разделяем переменные и интегрируем xCp 1 , отсюда 

xCy IV

1 . 

Последовательно интегрируя, находим 

2

2

1
2

C
x

Cy  , 

32

3

1
6

CxC
x

Cy  , 

43

2

2

4

1
224

CxC
x

C
x

Cy  , 

54

2

3

3

2

5

1
26120

CxC
x

C
x

C
x

Cy  , 

или 54

2

3

3

2

5

1

~~~
CxCxCxCxCy  , 

где 
120

~ 1
1

C
C  , 

6

~ 2
2

C
C  , 

2

~ 3
3

C
C  .     ▲ 

Пример 3. Решить уравнение 
yeyy  2)( 2

. 
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Решение. Данное уравнение не содержит независимой пере-

менной x . Полагая py  , 
dy

dp
py  , получим уравнение Бер-

нулли 
yep

dy

dp
p  22

. 

Применим метод вариации постоянной. Сначала решаем однородное 

уравнение 02  p
dy

dp
p , в котором разделяем переменные 

dy
p

dp
  и интегрируем 

yCep  . 

Общее решение неоднородного уравнения Бернулли ищем в ви-

де: 
yeyCp  )( . 

Подставляя в уравнение, получаем 
yyyyy eeyCeyCeyCeyC   2))(())()(()( 2

, 

или 
yeyCyC 2)()(  . 

Интегрируя, находим 
2

2
2

1

2 C
e

C y  , или 

1

2 4 CeC y  . 

Следовательно, 
yyy eCeeCp 2

1

222 4   . 

Заменяя 
22 )(yp  , получаем 

yy eCe
dx

dy 2

14   . 

Разделяем переменные и интегрируем 

dx
eCe

dy
yy





 2

14
, 
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dx
Ce

dye
y

y






14
, 

214
2

1
CxCe y  . 

Отсюда получаем общий интеграл исходного уравнения 

2

21 )(
~

CxCe y  , где 
4

~ 1
1

C
C  .     ▲ 

 
Задачи. 
Проинтегрировать уравнения. 

41. xy IV  . 

42. xxy cos . 

43. 1)2( 5  xy , 
12

1
)1( y , 

4

1
)1( y . 

44. 
xxey  , 0)0()0(  yy . 

45. yyx  . 

46. 0 yyx . 

47. yxyx  )21( 2
. 

48. 
2)(yy  . 

49. 
2)(1 yy  . 

50. yyy  3 , 1)0()0(  yy , 
2

3
)0( y . 

 
2.3. Линейные дифференциальные уравнения 

n-го порядка 
 
Уравнение, линейное относительно неизвестной и ее производ-

ных, называется линейным дифференциальным уравнением n-го поряд-
ка. Такое уравнение имеет вид 

)( )( )(... )( )( 1

)1(

1

)(

0 xfyxayxayxayxa nn

nn  


.   (2.3) 
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Если правая часть 0)( xf , то уравнение называется линей-

ным однородным. В противном случае уравнение является линейным 
неоднородным. 

Функции  )( ..., ),( ,)( 21 xyxyxy n  называются линейно за-

висимыми на отрезке ],[ ba , если существуют постоянные 

  ..., , , 21 n  такие, что выполняется равенство на ],[ ba  

0 )(... )()( 2211  xyxyxy nn ,              (2.4) 

причем хотя бы одно значение из   ..., , , 21 n  не равно нулю. Ес-

ли тождество (2.4) справедливо только при 0 ... 21  n , 

то функции  )( ..., ),( ,)( 21 xyxyxy n  называются линейно незави-

симыми на отрезке ],[ ba . 

Теорема. Общим решением на отрезке ],[ ba  линейного одно-

родного уравнения 

0 )( )(... )( )( 1

)1(

1

)(

0  

 yxayxayxayxa nn

nn
 (2.5) 

с непрерывными на ],[ ba  коэффициентами 

)( ..., ),(1 xaxa n , 0)(0 xa  является линейная комбинация 

)(...)( )()( 2211 xyCxyCxyCxy nn  

линейно независимых на ],[ ba  частных решений 

)( ..., ),( ),( 21 xyxyxy n  с произвольными постоянными коэффи-

циентами nССС  ..., , , 21 . 

Любые n линейно независимых частных решений линейного 
однородного уравнения n-го порядка называются его фундаменталь-
ной системой решений. 

Теорема. Общее решение на отрезке ],[ ba  линейного неодно-

родного уравнения (2.3) с непрерывными на ],[ ba  коэффициентами 

)( ..., ),(1 xaxa n , 0)(0 xa  и правой частью )(xf  равно сумме 

общего решения соответствующего однородного уравнения (2.5) и 
какого-нибудь частного решения неоднородного уравнения. 
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2.4. Линейные однородные уравнения 
с постоянными коэффициентами 

 
Частные решения линейного однородного уравнения n-го по-

рядка с постоянными коэффициентами 

0... 1

)1(

1

)(

0  

 yayayaya nn

nn
 

будем искать в виде 
kxey  , где k – некоторая постоянная. Вычисля-

ем производные 
kxkey  , 

kxeky 2 , …, 
kxnn eky )(

 

и после подстановки в исходное дифференциальное уравнение будем 

иметь 0)...( 1

1

10  

 kx

nn

nn eakaka ka . 

Сокращая на множитель 0kxe , получим характеристиче-

ское уравнение 0... 1

1

10  



nn

nn akaka ka . 

В зависимости от вида корней характеристического уравнения 
возможны четыре различных случая. 

1. Все корни nkkk  ..., , , 21  характеристического уравнения 

действительны и различны. Тогда фундаментальная система решений 
состоит из n линейно независимых частных решений 

xkxkxk neee  ..., , , 21 . Следовательно, общее решение исходного урав-

нения имеет вид 
xk

n

xkxk n eCeCeCy  ...21

21 . 

2. Среди корней характеристического уравнения есть пара ком-

плексных сопряженных корней ik   . Этой паре соответству-

ют два частных линейно независимых решения 

xe x  cos , xe x  sin . 

3. Среди действительных корней характеристического уравне-
ния имеются кратные. Пусть действительный корень k имеет кратность 
p. Тогда частными линейно независимыми решениями исходного 
уравнения, соответствующими этому корню, будут p функций 

kxpkxkxkx exexxee 12  ..., ,, , 
. 

4. Среди корней характеристического уравнения имеются крат-

ные комплексные корни. Пусть корни ik    имеют кратность 

p. Этим корням соответствуют p2  частных линейно независимых 

решений 



33 

 

xe x  cos , xxe x  cos , …, xex xp  cos1
, 

xe x  sin , xxe x  sin , …, xex xp  sin1
. 

Пример 1. Найти общее решение уравнения 

032  yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

032 23  kkk . 

Находим его корни: 01 k , 12 k , 33 k . Так как они 

действительные и различные, то общее решение имеет вид 
xx  eCeCCy 3

321  
.     ▲ 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 

02  yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

02 23  kkk . 

Находим его корни: 121  kk , 03 k . Они действи-

тельные, причем корень 1k  имеет кратность 2, поэтому общее 

решение имеет вид 321 CxeCeCy xx  
.     ▲ 

Пример 3. Найти общее решение уравнения 

0134  yyy . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

0134 23  kkk . 

Находим его корни: 01 k , ik 322  , ik 323  . 

Общее решение имеет вид 

xeCxeCCy xx 3sin3cos 2

3

2

21

  .     ▲ 

Пример 4. Найти общее решение уравнения 

02422  yyyyyy IVV
. 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

02422 2345  kkkkk , 

или 0)1)(2( 22  kk . 

Находим его корни: 2k  – однократный и ik   – пара 

двукратных мнимых корней. Общее решение имеет вид 
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xxCxxCxCxCeCy x sincossincos 5432

2

1  . ▲ 

Задачи. 
Проинтегрировать уравнения и, где указано, решить задачу Коши. 

51. 0 yy .                                    52. 0823  yyy . 

53. 033  yyyy , 1)0( y , 2)0( y , 3)0( y . 

54. 02  yyy . 

55. 034  yyy , 6)0( y , 10)0( y . 

56. 06116  yyyy .       57. 02  IVVVI yyy . 

58. 0584  yyy .                     59. 08  yy . 

60. 0 yy , 1)0( y , 0)0( y , 1)0( y . 

 
2.5. Линейные неоднородные уравнения 

с постоянными коэффициентами 
 
Общее решение неоднородного линейного уравнения с посто-

янными коэффициентами 

)(... 1

)1(

1

)(

0 xfyayayaya nn

nn  


                (2.6) 

равно сумме общего решения 0y  соответствующего однородного 

уравнения 0... 1

)1(

1

)(

0  

 yayayaya nn

nn
 и какого-

либо частного решения y~  неоднородного уравнения. 

Рассмотрим случаи, когда правая часть уравнения (2.6) записана 
в специальном виде. 

1. Правая часть уравнения (2.6) имеет специальный вид 

)()( xPexf m

px , 

где постоянная p называется контрольным числом правой части, 

)(xPm  – многочлен степени m.  

А) Если p не является корнем характеристического уравнения, 
то частное решение неоднородного уравнения имеет вид  

)(~ xRey m

px , 

где )(xRm  – многочлен степени m с неопределенными коэффициен-

тами. Такой случай называется нерезонансным. 
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Б) Если p является корнем характеристического уравнения, то 
частное решение неоднородного уравнения имеет вид 

)(~ xRexy m

pxr , 

где r – кратность корня, )(xRm  – многочлен степени m с неопреде-

лёнными коэффициентами. Такой случай называется резонансный. 
2. Правая часть уравнения (2.6) имеет специальный вид  

)sin)(cos)(()( qxxQqxxPexf lm

px  , 

где )(xPm  и )(xQl  – многочлены степени m и l соответственно, 

qip   называется контрольным числом правой части. 

А) Если qip   не является корнем характеристического 

уравнения, то частное решение неоднородного уравнения имеет вид 

)sin)(cos)((~ qxxTqxxRey ss

px  , 

где )(xRs  и )(xTs  – многочлены степени },max{ nms   с не-

определенными коэффициентами. Такой случай называется нерезо-
нансным. 

Б) Если qip   является корнем характеристического уравне-

ния, то частное решение неоднородного уравнения имеет вид 

)sin)(cos)((~ qxxTqxxRexy ss

pxr  , 

где r – кратность корня, где )(xRs  и )(xTs  – многочлены степени 

},max{ nms   с неопределёнными коэффициентами. Такой слу-

чай называется резонансный. 
Общее решение неоднородного линейного уравнения (2.6) мож-

но находить методом вариации постоянных. Для этого сначала опре-

деляется фундаментальная система  )( ..., ),( ,)( 21 xyxyxy n  ре-

шений соответствующего однородного линейного уравнения. Далее 
общее решение неоднородного уравнения ищем в виде 

)()(...)()( )()( 2211 xyxCxyxCxyxCy nn , 

где функции )( ..., ),( ),( 21 xCxCxC n  определяются из системы 

уравнений 
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


















 ),(
1

)()(...)()( )()(

...

,0)()(...)()( )()(

,0)()(...)()( )()(

0

)1()1(

22

)1(

11

2211

2211

xf
a

xyxCxyxCxyxC

xyxCxyxCxyxC

xyxCxyxCxyxC

n

nn

nn

nn

nn

 

которая является системой линейных неоднородных алгебраических 

уравнений относительно )( ..., ),( ),( 21 xCxCxC n
 . Так как опре-

делитель этой системы не равен нулю, то она имеет единственное ре-
шение 

)()( 11 xgxC  , )()( 22 xgxC  , …, )()( xgxC nn  . 

Отсюда находим 

111

~
)()( CdxxgxC   , 222

~
)()( CdxxgxC   , …, 

nnn CdxxgxC
~

)()(   . 

Пример 1. Найти общее решение уравнения 

xxyyyy  2
. 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

0123  kkk . 

Находим его корни: 11 k , ik 2 , ik 3 . Общее реше-

ние соответствующего однородного уравнения имеет вид 

xCxCeCy x sincos 3210  . 

Так как контрольное число правой части 0p  не является 

корнем характеристического уравнения (нерезонансный случай), то 
частное решение данного уравнения будем искать в виде 

32

2

1
~ AxAxAy  , 

где 1A , 2A , 3A  – неизвестные пока коэффициенты. Вычисляем про-

изводные 
212~ AxAy  ,  

12~ Ay  ,  0~ y  и подставляем в ис-

ходное уравнение xxAxAxAAxAA  2

32

2

1211 )()2(2 , 

или xxAAAxAAxA  2

21321

2

1 )2()2( . 
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Приравнивая слева и справа коэффициенты при одинаковых 
степенях x , получаем 















.02

,12

,1

213

21

1

AAA

AA

A

 

Решая эту систему, находим 11 A , 32 A , 13 A . 

Следовательно, частное решение будет 13~ 2  xxy . 

Тогда общее решение исходного уравнения имеет вид 

yyy ~
0  , 

то есть 13sincos 2

321  xxxCxCeCy x
.     ▲ 

Пример 2. Найти общее решение уравнения 

xxyy 612 2 . 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

023  kk . 

Находим его корни: 021  kk , 13 k . Общее решение со-

ответствующего однородного уравнения имеет вид 
xeCxCCy 3210  . 

Так как контрольное число правой части 0p  является дву-

кратным корнем характеристического уравнения (резонансный слу-
чай), то частное решение данного уравнения будем искать в виде 

2

3

3

2

4

132

2

1

2 )(~ xAxAxAAxAxAxy  , 

где 1A , 2A , 3A  – неизвестные пока коэффициенты. Вычисляем про-

изводные 

xAxAxAy 3

2

2

3

1 234~  , 32

2

1 2612~ AxAxAy  , 

21 624~ AxAy   

и подставляем в исходное уравнение 

xxAAxAAxA 612)26()624(12 2

3221

2

1  , 

откуда  
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













.026

,6624

,1212

32

21

1

AA

AA

A

 

Решая эту систему, находим 11 A , 52 A , 

153 A . Следовательно, частное решение будет 

234 155~ xxxy  . 

Общее решение исходного уравнения имеет вид 
234

321 155 xxxeCxCCy x  .     ▲ 

Пример 3. Найти частное решение уравнения 
xeyy 4 , 

удовлетворяющее начальным условиям 0)0( y , 1)0( y . 

Решение. Характеристическое уравнение 

012 k  

имеет корни 11 k , 12 k , поэтому общее решение соответству-

ющего однородного уравнения имеет вид 
xx eСeCy  210 . 

Так как контрольное число правой части 1p  является кор-

нем характеристического уравнения (резонансный случай), то частное 
решение данного уравнения будем искать в виде 

1
~ Axey x . 

Вычисляем производные  

11
~ AxeAey xx  , 112~ AxeAey xx  . 

Подставляем в исходное уравнение 
xx eAe 42 1  , 

откуда 21 A . Следовательно, частное решение будет 
xxey 2~  . 

Общее решение исходного уравнения имеет вид 
xxx xeeСeCy 221  

. 

Чтобы найти требуемое частное решение, используем началь-
ные условия 

0)0( 21  СCy , 
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xxxx xeeeСeCy 2221  
, 

12)0( 21  СCy . 

Для определения 1C , 2C  имеем систему 









,1

,0

21

21

СC

СC
 

решая которую, находим 
2

1
1 C , 

2

1
2 C . Подставляя найден-

ные значения в общее решение исходного уравнения, получаем реше-
ние задачи Коши 

xxx xeeey 2
2

1

2

1
 

 или xxey x sh2  .     ▲ 

Пример 4. Решить уравнение 
x

yy
cos

1
 . 

Решение. Характеристическое уравнение 012 k  

имеет мнимые корни ik 1 , ik 2 , поэтому общее решение со-

ответствующего однородного уравнения имеет вид 

xСxCy sincos 210  . 

Общее решение исходного уравнения, согласно методу вариа-
ции постоянных, ищем в виде 

xxСxxCy sin)(cos)( 21  ,                                      (2.7) 

где )(1 xC  и )(2 xС  – неизвестные функции от x . Для их нахожде-

ния составим систему 













.
cos

1
cos)( sin)(

,0sin)( cos)(

21

21

x
xxCxxC

xxCxxC

 

Решаем эту систему относительно )(1 xC  и )(2 xC : 

tgxxC  )(1 ,     1)(2  xC . 

Интегрированием находим 
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11

~
|cos|ln)( CxxC  ,     22

~
)( CxxC  . 

Подставляя выражения )(1 xC  и )(2 xС  в (2.7), получаем об-

щее решение исходного уравнения 

xxxxxxСxxCy sin|cos|lncossin)(
~

cos)(
~

21  . ▲ 

 
Задачи. 
Решить линейные неоднородные уравнения. 

61. 22  yyy .                         62. 022  yy . 

63. 099  yy .                              64. 1 yy . 

65. 
244 xyyy  .                       66. xyy 88  . 

67. 
xeyyy 3934  .                 68. 

xxeyy 333  . 

69. xyyy  122 .                 70. xxyy cos4 . 

Найти частные решения уравнений, удовлетворяющих задан-
ным начальным условиям. 

71. )1(2 xyy  , 2)0( y , 2)0( y . 

72. 212996 2  xxyyy , 1)0( y , 3)0( y . 

73. 
xeyy 3369  , 2)0( y , 6)0( y . 

74. 
xeyyy 2244  , 0)0()0(  yy . 

75. xyyy sin1096  , 0)0()0(  yy . 

Проинтегрировать методом вариации постоянных уравнения. 

76. 
x

yy
sin

1
 .                          77. 

1

1




xe
yy . 

78. 
x

yy
3cos

1
 .                         79. xyy ctg . 

80. 
12 


x

e
yyy

x

. 
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ОТВЕТЫ 
 

1. Cyx  arctgarctg , или )1( xyCyx  . 

2. Cyx  )1( 22
. 

3. xy sin .  

4. Cxy lntg . 

5. Cyx  22 11 . 

6. 111 22  yx , 1y .  

7. )1( yx eCe  . 

8. 1y . 

9. )1(1 2xСe y  . 

10.  )1ln(sin 2xCy  .  

11. xyCyy cos)ln1(  . 

12. 
xe

y sin2

2
tg  . 

13. Cx
x

y
lntg  . 

14. )ln( xCxy  .  

15. 
Cxxey  1

. 

16. xCxyx  ln)( . 

17. 
222 Cxxyy  , xy  , xy  . 

18. Cxyxx ln)(2  . 

19. )1(ln)1(1  xCxy . 

20. Cxyx  4)124( 2
. 

21. 
xx eСey   2

. 

22. 
2xxy  . 
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23. 
2

)( 2 xexCy  . 

24. 
x

x
y

cos

2

 . 

25.  2Cxy  

xx sin2 .  

26. xxCy ln)( 3 .  

27. 
2

2y
Cyx  .  

28. 
2

1

1
xCe

y


 .  

29.
xeCxy )(2  .  

30. yCex y 3
.  

31. 
xeCey 1 .  

32. 1sin)(2  xxCy .  

33. Cyyxx  4224
.  

34. Cyyxx  4223 3 .    

35. C
y

x
xyyx  ||ln22

.    

36. Cxyyxyx  223
. 

37. C
yx

y

x





2

sin 22

2

2

.  

38. Cyxyxyx  2233
.  

39.  xyyx cossin  Cxy  ||ln .  

40. xy  .  
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41. 43

2

2

3

1

5

120
CxCxCxС

x
y  .  

42.  x
x

y sin
24

4

 32

2

1 CxCxС  .  

43. 
3)2(12

1




x
y .  

44. 2)2(  xexy x
.  

45. 2

2

1 CxCy  .  

46. 21 ||ln CxCy  .  

47. 21

2

CeCy x  .  

48. ||ln 12 xCCy  .  

49.  2Cy  |)cos(|ln 1 xC  .    

50. 
2)2(

4




x
y .    

51. 
xx eCeСy  21 .    

52. 
3/4

2

2

1

xx eCeСy  . 

53. )1( xey x  .   

54. )( 21 xCCey x  
.   

55. 
xx eey 324  .   

56.   xx eCeСy 2

21  
xeC 3

3

 .  

57. )( 65

3

4

2

321 xCCexCxCxCСy x  
.  

58. 





2
cos1

x
Cey x

 





2
sin2

x
C .      

59. )3sin3cos( 32

2

1 xCxCeeСy xx  
.      
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60. 
xexy  . 

61. 2)( 21   xCCey x
.    

62. xeCCy x  2

21 .    

63. 13sin3cos 21  xCxCy . 

64. 
2

2

321

x
eCxCCy x  

.  

65. 
8

3

24
)(

2
2

21 
xx

exCCy x
.  

66.  1Cy  
82

2
8

2

xx
eC x  

.  

67. 
xxx xeeCeCy 3

2

3

1
2

9   .  

68. 
xx e

xx
eCCy 3

2
3

21
32











 .  

69. 
2

)sincos( 21

x
exCxCy x  

.    

70. xxxxxCxCy sincossincos 2

21  .  

71. )1(2 xy  .  

72. 
xexy 32  .  

73. 
xey 32 .  

74. 
xexy 22 .  

75. 







  xexy 3

5

3
 )cos3sin4(

5

1
xx  .  

76. xxCxxCy sin|)sin|ln(cos)( 21  .  



45 

 

77.  21 CeCy x
 )1ln()1( xx ee  .  

78. 
x

x
xCxCy

cos2

2cos
sincos 21  .  

79.  xCxCy sincos 21  |
2

tg|lnsin
x

x  .  

80. xxexeexCCy xxx arctg1ln)( 2

21  .  
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