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Статика твердого тела,Основные опредедения и понятия
1. Штериальная точка называется изолированной, если действие?* щ^нее 
других тел можно пренебречь.

Закон Кинерции).Изолированная материальная точка находится в покое 
или движется равномерно и прямолинейно.

Закон 2.Твердое тело (ТТ) находится в равновесии иод действием двух 
сил тогда и только тогда,когда эти силы равны по модулю и 
направлены в противоположные стороны по обще.'! линии действия.

2. Силы, описанные в закогте2, называются уравнсвешивакищгмися,
Закон 3. Не нарушая состояния ТТ, можно добавлять и отбрасывать урав­

новешивающие силы.(Следовательно, силу можно переносить по 
линии ее действия в тобузо точку ТТ).

3. Две системы сил называются эквивалентными если одну из них мо­
жно заменить другой, не нарушая состояния ТТ.

4. Сила, эквивалентная данной системе сил, называется равнодействую­
щей. _

Закон 4. Равнодей ствующая двух сил Ft и Fz , приложенных в одной 
точке, приложена и той же точке определяется по правилу 
параллелограмма:

Я'К+Ь , lb(*+lFxl* +2&НРгМГ,Ё).

Закон 5(равенства действия и противодействия).Силы, с которттми два 
тела дейстзуют друг на друга, равны по модулю и напр&̂леиы 
в противоположные стороны по одной прямой (они не уравнове­
шиваются, т.к. приложены к разным телам).

Закон б(отвердевания).Равновесие нетвердого тела не нарушится при
его затвердевании (пример; нерастяжимая нить может находится 
в равновесии под действием растягивавших сил).

5. ГГ называется свс годным, если его движение ничем не ограничено.
6. ТТ называется несвободным, если на него "наложены** связи, ограни­

чивающие его движение по некоторым направления(пример: книга на 
столе, стол-связь).

7. Реакцией связи называется сила, характеризующая действие связи 
на ТТ (эта с п. л приложена к ТТ).

8. Все силы, действующие на Г*1, делятся на реакции связей и активные.
Закон 7(освобождаемости от связей).Несвободное ГГ можно рассматривать

как свободное, если его мысленно освободить от свя зй, заме­
ни дейст. ле связей со гветствующими реакциями связей*



Некоторые характерные случаи определения направления реакции связи:
а) контакт”тело-поверхность 

без трения (нормальная 
реакция)

г)цил ндрический (сфер'и-

-ГТГ-гг

приложена в точке 
наложения и направ­
лена по касательной

ТА

т.к.точка касания 
известна, то ^  _

Kzt

не-

жень шарнирно 
соединен с дру­
гими .‘реакции - 
вдоль стержня

сжатие

растяжение

Последовательность решения задач на равновесие: выбрать систему коор­
динат, освободиться от связей, изобразить силы, записать условия 
равновесия (число неизвестных должно быть равно числу уравнений). 
Занятие I. Плоская сходящаяся система сил (линии действия сил пере - 
секаются в одной точке).
IЛ.Условие равновесия (необходимое и достаточное)-равенство нулю 
векторной суммы всех приложенных к телу сил (замкнутость силового 
многоугольника, рис. I.I) а

R - I F ^ O  i.U 
<-1

Теорема I (о трех непараллельных 
силах).Если ТТ находится в равнове­
сии под действием трех непараллель­
ных сил, лежаидех в одной плоскости, 
то линия действия этих сил пересека- 
каются в одной точке.

Условие (J.I) в проекциях на оси координат имеют вид

г2 п
X  Гк х - 0  , Г Fxu = 0  . (1.2)
К ri x-i '

1.2. Момент силы F относительно точки 0 есть вектор (рис.1.2)

Рис.1.1

(1.3)

\  Z , 
k - f

то

Рис.1.2.

Шо ( А ) - т * F  ,

Если • F  *  if*, Fj) ,

\ m j F H  -  *  ~ $
j/nc(f )I-- Ii'f *У)- ЦFI,lrtMJ- *]<■1 *5)

(1.4)



h аплечо силы f- .Если сила стреммтся повернуть тело вокруг точки 
О против часовой стрелки, то момент силы отрицателен.В противном слу­
чае - положителен.

Теорема & 1риньона.П,усть R -равнодействующая системы сходящихся сил 
Fi * i *§-* • тогда

—  л -  \
г/:, (£  ) = Ж (/>/. (1.6)

1.3,0прокндьшние ТТ. Задачи на опрокидывание If ртшотсн в предполо­
жении, что ТТ начинает отрываться от одной из сягар. Реакцию этой опоры 
не учитывают.Тогда яри равновесии реакция оставшейся опоры должна 
уравновешиваться с равнодействующей всех активных сил и, следователь­
но линия действия равнодейст: тощей должна проходить через эт., опору. 
Поэтому выполняется условие

2  т о ( К ) = 0 .  (1.7)
к-1

Задача IЛ. (2.21).Шарик В веса Р подвешан к неподвижной точке А по­
средством нити АВ и лежит на поверхности гладкой сферы радиуса 7 ; 
расстояние точки А от поверхности сферы АС= <=1 , длина нити А3= 
прямая АО вертикальна.Определить натяжение Т нити и реакцию б  сфе­
ры. Радиусом шарика пренебречь.

Решение (рис.1.3).Активные силы : Р f 
реакции связей Q ,Т. Из треуг тьников 
АСВ и ОСВ следует

z UJ' ol - 4  и п р

£  + Z т+А

Условия равнор̂сия системы сил:

j  Z F Kt-- Q cM W -*) -  T & f i  * 0  (1.9)

• \ j F ^ -  в- ш (зс-о1)-р* Тесьме
Из первого уравнения (1.8) и второго в (1.9) следует, что Т- .
Из оставпт:;;:ся дьуа: В *Р(г^)/г . Откуда 7 1-  ?P/(z+J) •
Задача 1.2. (2; 5ч /.Землянад насыпь подпирается вертикальной каменной 
стеной Анеобходимую f лщину стены Cl ,предполагал, что дав­
ление земли на стену направлено горизонтально, приложено на 1/3 ее 
: соты и равно 60 кН/м {на метр длпяы стены) ;удельный вес ладки 
20 KHVV.*’eHa должна быть рассчитана на опрокидывание вокруг реб- 

ра А.

1
I



Решение.Если /-длина стены, а а -ширина, то 
вес стены Р и давление земли d  соответственно 
равны

p s //* а  >20 со С

В силу (1.6) момент сил относительно точки А 
должен быть равен нулю, т.е.

2 ч 1 л ( г . ) =  - f p + j - b Q . c
Огкуда а*- 2 • #

Эацачи для самостоятельного решения :IBP I * I, I* 2,1.5’, 2*3,2.4.2. IS,2*2i, 
/2.‘ЗЬ,2.*54,2.55.
Занятие 2.Плоская система параллельных сил.Общий случаи плоской сис- 
мы сиХ"№внодействующая F  двух параллельных сил г, и Г, { )
равна векто|>ной сумме сил: ^ ^ * Г? .Ее линия действия делит внутрен­
нем ( f '-лГ %h>o ) или внешним , ,а?о ) образом расстояние
меаду линиями действия дашшх сил на части, обратно пропорциональные 
этим силам.

Определение.Система двух параллельных сил, равных по модулю и направ­
ленных в противоположные стороны, называется парой сил (рис.2.1).

-f

I,

Момент пары есть вектор

/и ■ А Л г //V / г / г  / h (2.D

к
Рис.2.I.

Для V точки 0:

/1 -плечо пары.Момент положителен, если пара 
направлена против часовой ст|«лки. Основные 
свойства пары сил:

т * (2. 2)
2*Пару можно переносить в плоскости ее действия без нарушения 
состояния тела.

3.Иарн сил, моменты которых рчвны, эквивалентны.
4.Результатом сложения пар (на плоскости) является f>aвнодействующая 
па{>а, момент которой равен сумме моментов слагаемых пар:

- 5-дГ xz.m/п
В случае произвол лой плоской системы сил вводится понятие главного 
вектора V всех сил F* , f приложенных к телу,

(2.«

главного момента
V = J  гк
относительно центра О

ч
Ч



тс = г  Шс ( К )  . (2.5)
^

Любая плоская система сил приводится к одной силе, равной V и 
приложенной в центре 0, и паре сил с моментом /*«. .Необходимые и 
достаточные условия равновесия: VT#9 tKc ~ 0 .Эти условия могут
быть записаны в следующих эквивалентных формах:

2  Fkx -  О X  -С1 ///* (FK) - С (2.6)
<=/ Ли /  У;1

... ,  f  Г Д. ( К ) ’  о ,  i . J . l ,  (2.7)
где вектор не должен быть перпендикулярен оси Ох.

I  »!А (F) = ° ,  * = * , * > 3 .
(?..8)

где точки А̂ не лежат на одной прямой.
Если все силы параллельны, то в (2.6)-(2.8) следует оста­

вить два уравнения, одно из которых -̂для суммы моментов.
2.1.Центр параллельных сил. Пусть } fL }LГ, -система параллельных 
сил, приложенных в точках A • В̂системе координат О У*,
£ила F± характеризуется вектором ^  =0А̂.Точка приложения равно - 
Действующей К '  I  ^ определяется концом вектора h ,b)*
причем —»■   ~*

' г . ъ ш  .  «.9,

• £ / £ /

Если /Д/ -интенсивность силы #т.е. (c/s -элемент меры:
длина, площадь,объем), то на элемент A действует сила л ру)А ŜCt 
( горт направления силы).Поэтому

к ~ J s *  ' *  i * * .  t2‘
Для системы тел, находяо̂ихся в поле тйжести, формулы (2.9) ,(2.10) 

определяют центр тяжести системы.
Задача 2.1 (3.19,.Горизонтальная балка АС, опертая в точках В и С, 
несет между опорами В и С ран-оперло распределенную нагрузку интен­
сивности / Н/м; на участке АВ интенсивность нагрузки уменьшается 
п° линейному закону до нуля.Найти реакции опор 13 и С, пренебрегая 

весом балк *.
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>2

/ 1

4 ‘
к ч ь

i -Ть ic
P,lPnc.

Согласно (2.10) f\

Решение (рис.2*2).На участке ВС дей­
ствует сила Р2 г £ f  ,  приложенная в 
точке ?, ,где 2‘й ?/= ё .На участке АВ 
действует сила

J. i w * - -  - V  
•'itо *
f (отсчет от точки А),где

V  *

приложена в рочке

т, J y W С*

Условие равновесия сил" /Рс, , 
сил относительно точек В и Cs

2  V O  = - | /

, J  |  & + / U A
Откуда

А!. = -7 (  и ' г- а ' )С С

р , запишем для моментов этих

к с / - £'■

■)- / а.; с/

.Г )

Задача 2.2 ( 3.33).В шарнирном четырехзвениом механизме звено ВС па­
раллельно неподвижному звену АД. Звено АВ=» А перпендикулярно АД.По­
средине А13 приложена горизонтальная сила Р.Какую горизонтальную силу 
Q следует приложить к звену СД в точке 3, если СЗ-СД/4, чтобы ме­
ханизм был в равновесии? Весом звеньев пренебречь.

Решение (рис.2.3).Реакции связи г точках 

А и Д разобьем на составляющие >д , ХА 
и / У - .Тогд̂ имеем систему шести сил,

\
пять из которых неизвестны: >д

а ' уц 
Рис.2.3

. ЛЛ.°-
Уравнении же равновесия - трк.Лоэточу 
разобъеа механизм на дне части I к II, 

заменив действие каздон из частей на другу» некоторыми силами * и 
- [ (си. рисунок).Поскольку каздая из частой находится в равновесии 
то для части I имеем из условии равновесия:

Р - F -- С

Ул-о

1  Г,„  « £

2  мя(р<) ^ Ь Р * п , - о  г
и, следовательно, направление X 
.Аналогично для части II:

7  - * R -

£
г

У.

г -
- О
I

нужно заменить на противополо;яное.

'A



V r.-P- А £  ’
и Ад направлена по оси х.

Задачи для самостоятельной работы:» 3'{,3<£, 3 Л 5-3.26, 3  *33,3.Зв| 
4.1-4.3,4.41. / 7
С н яти е 3 . Равновесие при наличии трения.
3.1. Сила трения скольжения К возникает мезду шероховатым телом 
и поверхностью.В этом случае равнодействующая активных сил Р не 
нормальна к поверхности (рис.3.I.).Если 5f -реакция поверхности,то

где f  -экспериментально определяемых коэффициент трения.Угол у? 
(рис.3.1) между нормалью к поверхности и £  в предельном положе­

нии ( ) есть угол трения, причем̂ £  f  ® / .Конус, опи­
санный предельной реакцией О S вокруг ОА\ ; называется конусом 
трения.Бели равнодействуюцая проходит внутри конуса, то тело оста­
ется в покое.

—щ

3.2. Сила трения качения F * возникает методу катком радиуса г и 
веса Р и плоскостью, на которой он находится,, в состоянии покоя, хо­
тя сила S стремится сдвинуть каток (рис.3.2).И опыта известно,̂ 
что равновесие не нарушится, если Se[o> 5 ^* J* TaK как «ИЛИ ?  и Г

для равновесия необходимо,чтобы 
,<Г=-Л .Каса зльная составляющая 5 
называется силой трения скольжения. 
Величина этой силы может меняться 
в некоторых пределах Рс 
однако равновесие при этом не нару­
шится.Предельное значение силы тре-Рис.З.I.

ния определяется законом Кулона

= f K 13.1)

реакции £ и есть сила трения качения.Итак, ч предельном поло-



жении равновесия каток находится под действием двух пар сил:

( Р] к7 ) 
а второй

и ( , , F ), причем момент первой пары равен г- S,t

(3.3)

где к  -коэффициент трения качения (единица измерения-длина).
Для реализации чистого качения (без скольжения) необходимо, 

чтобы трение качения FK было меньше трения скольжения, т.е.

F* (3.4)

3.3,Трение гибких тел возникает, например, при рассмотрении нити, 
навитой на цилиндр и удерживающей груз веса Р Для вычисления силы 
трения Т используется Формула Эйлера

\Т
(3.5)

где

Рис. 3.3

о( -угол охвата цилиндра нитью,
/- -коэффициент трения нити о 

цилиндр

Условия равновесия при наличии трения остаются такими же}как и 
в разделе 2. Однако, вместо равенств вида (2.о) могут, если силы 
трения не достигли предельных значений, возникнуть и неравенства. 
Задача 3.1 (5.28). Лестница АЗ веса Р упирается в гладкую стгчу и 
опирается на горизонтальный негладкий пол.Коэффициент трения лест­
ницы о пол равен /.Под каким углом с* к полу надо поставить 
лестницу, чтобы по ней мог подняться доверху человек, вес которого 
раве̂н р ?

Решение. Система сил: Хд,’Уд- реакции 
связи; Р, р -вас лестницы и вес че­
ловека; -трение скольжения (см. 
рис.3.4).Условия равновесия: (S-AS)

X  F„  = ХА - fr - О

= -/р - Р
4 т

* у6 = о

№ $ (FK) Z  ̂ t  ' XA£trUjJ~0
CO&cL



и, согласно (3.1),

F c  ̂ f  (З.б)

Из второго и третьего равенств в условиях равновесия выводим:

Ув = р/Р , £ Р *р *

Откуда, с учетом (З.б), окончательно получаем

I ? - ? .  / I f .Р ) ^  =#■

з̂адача 3.2. (5.39) .Определить силу Р, необходимую для равномерного 
качения цилиндрического катка диаметра J  =60см 
и веса б =300Н по горизонтальной плоскости,ес- 

■ Н] ли коэффициент трения качения ^=0,5 см, а угол
составляемый силой Р с горизонтальной плоскостью 
равен оС =̂30 .

5 Решение. Условия равновесия (см.рис.3.5):

Fkm - V F - 0  у " f r/ -Q+ Р ш и = 0

I  /И, ( г,) = 6 / -  p  j c c s a - - 0

Откуда

р _ ____ Q A - — _____ - 7 F  = Р  <и>4 а  } /\/-  С  -  fJ  $-</ы .

Задачи для самостс тельной работы И? 5.8;5. ?;5. II; 5.16; 5.28; 5.29;
5.31; 5.t39; 5.40.

Занятие 4 (4часа) .Равновесие пространственной системы сил

4Л.Система сходящихся'сил. Как и в плоском случае (см.Зонягив I), 
необходимым и достаточным условием равновесия системы схсдшцихся 
сил является ра̂нство нулю векторной суммы всех сил:

/Г = 2  F *  ~ о  , =*> Z  (4Л)
К--/

4.2. ’'омеьг силы относительно некоторой оси ./ есть проекция на эту 
ось момента силы относительно любой точки оси.



_ Рис.4.2
момент силы F относительно точки 0 есть

т . ( F ) = ? *  F  . (4.2)

Тогда момент относительно оси / (Рис.4Л):

М(  ( г )  -  (  р ) ‘ £  ' (4.у)

где £. -орт оси / .Если Р нормальная к оси -/ плоскость, а -
проекция F на Р, -расстояние от /у» до точки 0, то

/ Mt ( £ )1 = t  Fp hp }
где_знак берется в том случае, если при наблюдении с конца оси 

У вндно, что f  f стремится повернуть тело вокруг тот:ки 0 против 
часовой стрелки. J противном случае момент отрицателен (рис.4.2). 
Случаи равенства нулю момента силы F относительно_оси £ очеви­
дны: либо/̂  (т.е. Ff -С ), либо л а н ь я  д с т в и я  £  пересека­
ет ось £  (т.е. 1,^*0 ).

Пусть

Г  = X Г * jf J*+*■£ t F ~  (ff, Fh  Fe)

Тогда моменты относительно осей декартовой системы ? есть

- /  Fe - 1 Fp jPtp- *F , - tF£) rtit  - xFj t (4 . 5 )

W e {  f )  = >ч, 7  *• fl‘j  J  *■ >>' i  к  ■

4.3. Произвольная пространственная систем сил. Аналогично плоско*
му случаю для пространственной систеш с*:л f  * вводится понятие 
главного момента (г.м.) относите ъно точки О и p . m .  относи­
тельно оси J  как соответствующие суммы модентов всех сил:

Рис.4.1 
Согласно (1.3)
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fn c (F ) -  X  m-  ̂' 2-( > ^ L 7 . I )

nif ( F) ( F )'$- ^  (?*'?*:)'i . (4 . 7 ) —

Главные моменты относительно осей в системе (у м /
и м н

Ж * - J  ( FK ) = I h  i-** ~ F*t ) , p t f  - X  к ) -

= f  / *« ^  ) > /;'* ~~ м* ^ } = £ , /м* ГЧ  ' / *  **')•
**1 ■ ■ ■ ■ ^  _*

Если точка из (4.6) совпадаг • с началом координат, то вектор тс (^)  
имеет разложение вида

Г *- - r*g к

и, следовательно,

)= y,|f/ ><=i'2A  (4.8)

-** —►
Как и в плоском случае для равнодействующей £ ~ 2 N с 

справедлива теорема Вариньона:

AW,

и _______^
( к ) - 7 -  г» и (гк ) > W{  ( / ) '  2  »/f  ( F K ) (4>9)

и теория пар сил (см. Занятие 2).

Пространственная система сил f в:] приводится относительно 
некоторого центра (точка 0) к главному вектору сил V*- Z  , 
приложенного в точке О̂и паре сил, момент которой равен главному 
моменту (относительно этой же точки 0).Компоненты 7ТГ0 есть
определенные в (4.7) главные моменты относительно осей координат. 
При замене центра приведения на новый (точку А) главный момент ме­
няется: rnA- J n a + /пА( Ц )  , где |/в -главный вектор сил, приложен­
ный в точке 0. При этом остаются неизменными две величины: У
(первый статичес! i инвариант) и скалярное произведение Vя (вто­
рой статический инвариант).
4.4. Необходимые и достаточные условия равновесия системы.скл:

* - U , S .  (4.10)
*-* /С:/



а (4.10) шести скалярных уравнений дает решение задачи в 
более шестг, неизвестных. 

дача 4. .̂( 6• тх) Угловой столб составлен из двух одинаково накло- 
«нныу брусЖ* АВ н АС, скрепленных в вершине посредством шарнира.

Угол ВАС=30. Столб поддерживает два горизон­
тальных провода АД и АЕ, составляющих меаду 
собой прямой уго#.Натяжение каждого провода 
равно Т=1 кН.Определить усилия в брусьях, 
предполагая, что плоскость ВАС делит пополам

-Угг-У..;ру , ,---угол ДАЕ, пренебрегая весом брусьев.
Рис.1.3. Решение. Система сил St * ^ и Т сходится

в точке А.Оси координат направим̂как указано на рисунке. Тогда

Л '  si s* /Jit

Откуда

- -
Г

.? *:Г г̂5 /У

Задача 4.2.(8.9) Стол стоит на трех ножках, концы которых А,В,С
образуют равносторонний треугольник со стороной 
С{ . Вес стола равен Р, причем центр тяжести его 
расположен на вертикали 0 0 1 , проходящей через 
центр 0 t треугольника ABC.На столе помещен груз 
р в точке М, координаты которой У и у  \ ось 
0^ параллельна АВ.Определить давление каждой 
ножки на пол.
Ранение.Направление сил и оси координат указа­
ны на рисунке.Проекции сил на оси Ох и Оу рав­
ны нулю .Проекция ка 0 ? дает

(4.II)

1) Т.к. все силы параллельны 0 ? , то их моменты относительно этой 
оси равны нулю (проекции сил на плоскость Оху равны нулю)
2) Относительно оси Ох имеем (см. нижний рисунок)

Мж ( ? ) - № „  (Л'с)~-0, мг (f)--f} , t»K/Vb)z A 'A- f



Тем самым,

3)0тносительно оси Оу имеем:

М , С ? ) . -  £> , /и, ( V . )  = - № ) - - ^  - j :  ,

К  Ж
Тем самым,

р * ~  ■ *5з (4ЛЗ)(4.13)

4) Объединяя (4Л1)-(4.12), получим следующую систему для опреде­

ления Ыл> ^ и с :

Л 'а + Л'А ' Л'( = Г * Г

8Л0;8.4Ь}8Д1;8ДЭ. 

Занятие 5.Центр тяжести. Рассмотренный в разделе 2.1 занятия 2
центр параллельных сил для случая сил тяжести называется центром 
тяжести.Координаты этого центра определяются формулами (2.9).Если 
силы Ft заменить на массы /#/ , то (2.9) дает центр масс.Пусть

- силы тяжести.Для ТТ плотностью f  имеем, что ,
где - мера L~ части тьла ( /?* -дякча,площадь, объем).Тогда 
(2.9) принимает вид

И При /? — * сио

Решение последней есть

% * Л ' д  -Ph'c ~ р, 

-Л'а + Л'л ~ £  Р $ •



(5.2)

При вычислении центра тяжести линий и плоских фигур можно поль­
зоваться следующими двумя теоремами Гульдина

К
* *

& г : ( 9
1
♦

1
0 .*С J

Рис*;
е. • л
5,2Рис.5*I

ТЛ{Рис.5Л) Площадь боковой поверхности тела вращения, описанной 
плоской кривой АВ, вращающейся вокруг оси (у), расположенной а 
плоскости кривой и ее не пересекающей, равна произведению длины 
дуги L на длину окружности JffX c , описываемой центром тяжести С 
дуги: $ - M t X c .

Т.2(Рис.5.2)0бъем тала вращения, описанного плоско;: фигурой, враща­
ющейся вокруг оси (у), расположенной в плоскости 'этой фигуры " не 
пересекающей ее контура, равен произведению площади фигуры £ на 
длину окружности JfrXc , описанной ее центром тяжести С, У’ .

Если ТТ разбить на части, положение центров тяжестей которых

из: стно, то центр тяжести ТТ определяется с помощью (5.1). В 
некоторых случаях ТТ удобно представить в виде разности отдельных 
частей (см.пример 2).Задача отыскания центра тяжести упрощается, 
если использовать симметрию тела и соответствующим образом вы­
брать координаты (т.6.понизить размерность задачи).

Положение центров тяжести некоторых однородных ТТ простей­
шей Форш:

3)«)

4,
) ■ч

* \
V _ :К ____L

и ^
1

j>
*-7*

А -



а) дуга окружности: хс £

<2 3J
в) сегмент: Хс - у £

б)сектор: Хс z. ~г

г)призма: С - Сл С

д), е) пирамида и конус: с ̂ С ~ -- С̂  Сf

где С i -центры тяжести оснований.
Пример [. Найдем центр тяжести *уги однородной окружности.Имеем 
согласно (5.2):

V . i  I; J s i  , X -- ? , jл с - n J '
(11)

В j 7 J j  ~-2г
£UlJ

Пример 2 (9.8). Найти координаты центра тяжести поперечного сече- 
jл ^ ния неравнобокого уголка, полки которого имеют

ширину 0А= а, ОВ=б и толщину АС=ВД= J 
Решение. Дополним уголок до прямоугольника ОВВ'А. 
Центр тяжести этого прямоугольника есть

*<' z i  *
Sf ~ a / .

‘Ьб
J ♦--

г-д-
I
А

/ . J а
1

V 1
£|

м
О A , а пдоцадь;

Аналогично для Д'ДЗ̂С:

t-OLt-sl if — d A*~ z > j -л -   ̂ >
а площадь: - (a - J)/V* 7) возьмем со знаком "минус".Тогда центр
тяжести уголка есть:

%(- г, Г  . J п  * 2 [ а  f - J 3



, самостоятельной рабоТь,:̂  9.8,9.9,9^5,9.26; прове- 
улы а)-в).

* -̂намика материальной точки 
снятие G.Прямая и обратная задачи механики
Л̂ТДифйеренциальное уравнение движения. Основное уравнение дина­
мики материальной точки представляет собой математическое выраже­

ние второго закона Ньютона?

М = М ^  *  ?  (6.1)
т  Л *  Л  

или, в проекциях на оси Ох  ̂ , «*=1*2,3, декартовой системы коор­
динат ^

и /* X ж d
"  1 ?  "  I t r f *  ■ <6 -21

При естественном описании движения уравнения (6.2) имеют вид

" i r '  * Ч .  * f  - f r ,  ,

В динамике точки возникают две̂о̂човные задачи: 
прямая - по известным силам F  определить кинематические харак­

теристики движения, т.е. Я , Т , 5Г.
обушная - но известным кинематическ. i характеристикам определить 
силы, вызывающие данное движение.
б.̂.Скюы, встречающиеся в механике» являются в конечном итоге ре­
зультатом проявления двух фундаментальных сил - гравитационной и

е лгхтрэчагнитной.
а) закон Ньютона для точечных масс Ж, и Ш̂  , находящихся

на расстоянии t  др̂т от друга

| № j №д (6.3)
* Г  7Т~~ Т  } у

\ - гравитационная постоянная( j ~ С, 6 73< 10 '***< У** *ел /.
б) закон Кулона для гЛвух точечных зарядов р, f и , находя­
щихся на расстоянии £ друг от друга

Г* * ? Г
* ' р *  * ^-4)



-ft-

где К - коэффициент пропорциональности, зависящий от выг 
yfd системы единиц,

Часто встречаются следующие силы:
1) Однородная f - c c a i t (одинаковая во всех точках пространства).
2) Квазиупругая [ - -л  ? , действующая на материальную точку, нахо­
дящуюся вблизи устойчивого равновесия.
3) Силы трения:
а) скольжения, качения (см. Занятие 3), _
б) сопротивления среды, например, сила Стокса F - ' o ' T r .

Задача 6.I.(27.15). Самолет начинает пикировать без начальной вер­
тикальной скорости.Сила сопротивления воздуха пропор­
циональна квадрату скорости.Найти зависимость между 
вертикальной скоростью в данный момент, пройденным пу­
тем и макс гмальной скоростью пикирования.

Решение.Движение происходит вдоль оси Оу.Уравнение 
движеНнях'̂5огласно (6.2),имев! вид

П1 7- - П*Ц ~ Ш f  - J  f Jj  г- (6.5)

Считаем, что в начальный момент времени / =0 самолет находился 
в точке 0, т.е.

О (6.6 )

При интегрировании задачи (6.5),(6.6) сначала определяем скорость 
Ъ ' у //) »-а затем пройденный путь Исключая время, находим

искомую зависимость Ъ($) . Однако, решение мошо упростить.
Заметим, что

y J r
Умножая уравнение (6.5) на f получим

r £ p ~ iJJ *  J[  4 l * t >J- >и J
и, следовательно,

где постоянная С определяется из начальных условий: С= ^ .

Кроме того, в точке максимума скорости 2^-0 и, с учетом (6.5):
7* = Ж *Vгилк ^



Ь -

с представлении для скорости Си через — зГ̂*»
w'Xibtt? получав *

^  _ -?/ £
Ъ / t )  ~  2г мах ( ^ ~ £  2гмая^'

Задача 6.2«(27.54).Точка массы № движется под действием силы 
отталкивайия от неподвижного центра 0, изменяющейся по закону 

F ~ $ * h i  7  » где Т  -радиус-вектор точки .В начальный момент
точка находилась в (OL, 0) й имела скорость 7г0 , направленную 
параллельно оси у.Определить траекторию точки.
Рзшение. Уравнения движения (в.2) в данном случае имеют вид

т  к - f f n x  , м  j f  -  &***$■ (6<7)

причем, при / 4)

* •  а > * s 0 > J = c  h (6 .8 )

Так как характеравтичвйКОй уравнение для каждого иг уравнений в 
(6.7) есть р * -  k * 0 , то

** ? , е лг+ с г е ~ * { > ca £ 4t4 c t e - 4-*
Постоянные С ̂ определяются из (6.6): 

с 1 + с* * л  ^ п а
ч> V f/ 7

№ ,-# сл = 0

[ сл * е * * о  С : Ц -

с fг - с л
Тем самым,

Исключая время, ползаем траекторию точки

которая является гиперболой.
Задачи для самостолтг̂ьной работы: № 27.11-27.20; 27,57.

Занятие.7. Общие теоремы динамики точки,.
7.1. К> стул ьс, момент импульса кинетическая энергия материаль­
ной точки массы т . движущейся со скоростью р зпределяю я

сл едуюцим обt лз ом:



гДе радиус-вектор материальной̂точки относительно центра 0. 
Если Т. =(х,у, ё  ), ТО компоненты X *  естьо

с £<-*' т ( $  , £ , j -  m ( z i - x i - )  % J l ^ ' * ( x / - f x ) .  (v- 2)

7.2. Теоремы об изменении импульса, момента импульса и кинети­
ческой энергии имеют вид

J J L  - г  J  с j /  /  г  ) d  ^ Г  Т*
> . J  t ~ h  > J T  ^ ^ o ( F )  > J f  =*г\У (7.3)

Здесь F  - сила> действующая на точку, момент силы от­
носительно точки О, F  Z ?А/ -мощность. Соотношения (7.3) явля­
ются следствием второго эакон̂ Ньютона.

Определение. Импульсом силы F , действующей в течении проме­
жутка впереди t y t ,  , называется величина

$ ~~ / F  И  (7.4)

ti
Интегрируя первое равенство в (7.3) по времени, получим

Т */<,)- П  (7.5)

7.3. Работа.При бесконечно малом г-ремещении J  f  материальной

точки под действием силы А последняя совершает элементарную 
работу

<7.6)

При перемещении точки из положения ”1" в положение "2” по неко­
торому пути Lt силой F совершается работа

А ~ /  F  j  г ; (7.7)
L*

где интеграл берется вдоль пути L$ #



Задачи для самостоятельной работы: Ш 28.7-28.9, 29.12-29.14 ,
30.7-30.12.

Занятие 8. Движение под действием центральной силы _
* 8 .1 . Интеграл площадей. Ест линия действия силы F  проходит 
через центр 0, то сила называется центральной.Ее момент относи­
тельно этого центра равен нулю.Согласно же (7.3), в этом случае 
производная по времени от равна нулю и, следовательно,
момент импульса является постоянным вектором

i f  = ( Съ  С , .  C . J .  (8.Х)

Пусть 7 =0Р - радиус-вектор точки Р(х,у, ш ).Очевидно, что

С** ?  - ^ О (8#2)

Но левая часть этого равенства определяет плоскость

с  f х * c s z  *  Q  ,

и, следовательно, точка Р лежит в этой плоскости( последняя, в 
свою очередь, нормальна вектору 3 ^  ). ограничения общнос­
ти примем, что точка Р движется в плоскости Ж «О и 
Вводя полярную систему координат j f  - t / f )  s i r f / t )  }
третью компоненту вектора (т.е. -jrx)~ cj )
можно привести к виду

r * f r - C = -  %  (8.3)

Это соотношение носит название интеграла площадей.Пусть Р и Р0-
начальное и текущее положение 
точки Р на траектории.Точки р и р0 
с координатами !ь ^) и (* Ых ,
f  t J j :  ) -̂уть проекции PQ и Р на

У плоскость Оху.Площадь треугольника 
Орр0 есть (рис. 8.1)

7% |
Откуда

с = -  —( X * -  Y i )  ~ 4- с.
дал)



Т.о., площадь S "заметается” с достоянной скоростью (закон пло­
щадей). Заметим, что ьаличие закон'' площадей свидетельствует о дви­
жении под действием центральной силы.
,6.2. Секторная скорость водится как "быстрота" изменения площади

и, следовательно, секторная скорость постоянна.Это эквивалентно
(8.4) (т.к. $ ).

Формула Кине . Уравнение движения точки в полярной системе 
координат мэет вид

Соотношение (<■>. ) позволяет определять траекторию точки по за­
данно.'! силе h с и наоборот.

П-Iff‘JgP I >.28,16). Точка ьассы т , и од верченная действию централь­
ной силы F , описывает лемнискату a  9 где #-
величина постоянная, *1 - расстояние точки от силового центра; 
в начальный момент г - тс , скорость точки равна 7га и оое- 
тазляет угол и с прямой» соединяются точку с силовым центром. 
Определить величину силы F , зная, что она зависит только 
расстояния z

плоского элемента ОР/У , образованного 
радиус-вектором F  и концом А/ 
вектора скорости 2-

о 
2 т (8.6 )

/11 ( г - г f J) .= (8.7)

Но с учетом (8.3)

(8.8)



Сила F  называется консервативной, если работа не зависит от 
пути, а определяется лишь начальным и конечным положением пере­
мещаемой точки. В этом случае можно ввести скалярную̂функцию коор 
динат T J l r ) такую, что F - - V О ( тогда *zot F и <ГА 
есть полный дифференциал). Функция U называется потенциальной 
энергией и определена с точностью до аддитивной постоянной.
Итак, в консервативном силовом поле

/) = V ( t ,  ) - ) (7.8)

Величина

д  - Е  + Г/ (?.«)

называется полной энергией материальной точки.
Из третьего уравнения в (7.3) следует, что

J  £  _ /Г. J  Г = (7.10)

Е -  Е1 - - А
Л (7.1’"'L

С учетом (7.8) из (7.II) следует

E ^ U , - E ^ V t >  Р .®

т.е. в консервативном силовом поле полная энергия сохраняется.
7,4. Мощность определяется работой, совершаемой силой в единицу 
времени

/,г -  и  = г .  v : <7ЛЗ)
j t

Пример I (26.8). Точка М движется вокруг неподвижного центра под 
действием силы притяжения к этому центру.Найти скорость 2̂  в 
наиболее удаленной от центра точке траектории, есл скорость "оч­

ки в к&!*бэлес близком к нему положении 7г1 =30 см/с, а



Рис. 7. I 
между и V  
импульса получаем

Ре [.тони о. Поскольку Л /с/р) =0, то 
в силу (7.3)

^ г °> -  ?*?• = С
Учитывая, что в предельных положе­
ниях, указанных на рисунке, угли 

известны и равны 90°, из постоянства момента

- г, z- z - ■ л

Призер 2 (21/. 12) .К концу упругой пружины под вешан груз массы М. 
Для растяженил пружины на 1 м надо приложить силу в с Н.Соста­
вить выражение полной механической энергии груза на пружине. 
Движение отнести к оси Ох, проведенной вертикально внии из поло­
жения равновесия груза на пру: не.

.//■/./ Решение.Груз находится под действием си-
f лы тяжести Му и силы Гука: - О х ,

так что результирующая сила равна

Ф
h  

Рис .7.2

F  : / У /  -  ,
и, очевидно, является консервативной, т.е. 

Г -• 7 . {- =? f  X*-Mjx>C.

где Сj- некоторая произвольная постоянная. Согласно же (7.9)

С - I п Л Г С 2

Другой способ: уравнение движения груза

A/f

А/
,4 Ъ-

у .множим на % - Тг . Тогда получим

2

Но выражение в прямых скобках и есть полная механическая энергия, 
которая есть величина постоянная.

Л  L м  у  -  м  р h o .
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Задачи для самостоятельной работы: Ш 28.7-28.9, 29.12-29.14 ,
30.7-30.12.

Занятие 8. Движение под действием центральной силы _
~8Л. Ытеграл площадей. Если линия действия силы F  проходит 
через центр 0, то сила называется центральной.Ее момент относи­
тельно этого центра равен нулю.Согласно же (7.3), в этом случае 
производная по времени от ^  равна нулю и, следовательно, 
момент импульса является постоянным вектором

<г. * <? ( с <, < v c J (8. 1)

Пусть 7  =0Р - радиус-вектор точки Р(х,у, г ).Очевидно, что

С*- *» (  *?* Ъ- )• = °  (8.2)

Но левая часть этого равенства определяет плоскость

с, х ♦ г * о  ,

и, следовательно, точка Р лежит Щ этой плоскости( последняя, в 
свою очередь, нормальна вектору ). Беъ ограничения общнос­
ти примем, что точка Р движется в плоскости F  =0 и 0.
Вводя полярную систему координат J f  - V/) ***# //) >
третью компоненту вектора (т.е. м  ( y j  ~jrx)~ )
можно привести к веду

С S
/II (8.3)

Это соотношение носит название интеграла площадей.Пусть Р и PQ-
нэчальное и текущее положение 
точки Р на траектории.Точки р и р0 
с координатами ( х ) и (* ы *  9 
g t J g  ) -чуть проекции PQ и Р на 
плоскость Оху.Площадь треугольника 
Орр0 есть (рис. 8.1)

i ±  \ *  *
'х+Лж- p J i f

Откуда

с.
4 С .(8.4)



Т.о,, площадь S "заметается" с постоянной скоростью (закон пло­
щадей). Заметим, что наличие закон- площадей свидетельствует о дви­
жении под действием центральной силы.

<3.2. Секторная скорость водится как "быстрота" изменения площади

плоского элемента GP А/ , образованного 
раднус-вектораи F  и концом V  
вектора скорости Ъ*

4г ? Г,. (8.5)

Рис.8,2 В случае центральной силы

S, - 2 т (8.6)

и, следовательно, секторная скорость постоянна.Это эквивалентно
(8.4) (т.к. .?»- i ).

8.3. Формула Г-ине . Уравнс-нив движения точки в полярной системе 
координат мает вид

I'll (( Г - г f  * )  - F  -. (8.7)

Но с учетом (8.3)

А-с

поэтому для

•у' =
74 Л 
/

<///)

имеем из (Р 7) искомую форм) у Вине

- ' " ' Г -  S ^ J . (8.8)

Соотношение (о.;) позволяет определять траекторию точки по за­
данно.’! силе f-'i и наоборот.

Hpivjqp I <'28.16). Точка массы ы  ,и одверченная действию централь­
ной силы f  , описывает лемнискату Т 4= a  , где
величина постоянная, ? - расстояние точки от силового центра; 
в начальный момент z - гс , скорость точки равна 7га и сос­
тавляет угол и с прямой, соединяющей точку с силовым центром. 
Определить величину силы F ( зная, что она зависит только т̂ 
расстояния z
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Решшше. Поскольку траектория задана, то сила определяется фор-
1 купой Бине. Согласно (8Л)

с - Го Ire Sim <А . V*a5

Кроче того, имеем

U - ~= [  3 есЛ * <? ^ ] -

Тем самым

•3(“Гс Ъс Stttи) _ 3  ( С(То Дь
а 1/г co\ijf~ 3/i /‘<л£J'P у  7

Пример 2 (28ЛЭ). Частица М массы I кг притягивается к неподвижно­
му центру 0 силой, обратно пропорциональной пятой степени расстоя­
ния. Эта сила равна 8 Н на расстоянии I м.В начальный момент час­
тица находится на расстоянии 0Мо=2м и имеет скорость, перпендику­
лярную к 0Мо и равную 0,5 м/с•Определить траекторию частицы. 
Решение.Согласно условию задачи : F с=1.Тогда

и" + и- $ и3 ,  1(’~. ^  . ;8 -9 )

В начальный момент t =0 считаем, что =0 и, кроме того, с 
учетом интеграла плопедей = с U2 : 0 ~ ^  *̂лев имеем

Ь  i  ^  го = й о = 0 .

Введением функции р(и)-а' понизим порядок уравнения (8.9)

р р * =  S и 3 -  и

Тогда

р2- ( ёЛ\* =. 4  и и*
' 1 Jsf

}io постоянная Cj равна, в силу начальных условий, двум.Если перейти 

к функции Z-u~7f то получим

^ ± J  f
\ГТГР V:



Откуда

алсш
j r
2 -  *  f

Окончательно

7  -  t  2  сел f  

Перейдем в декартову систему координат

X = Т f z t j ?  > £  ~ f  ~ + J  £<4/ f  со) f

Исключая угол , получим уравнение траектории вида

Г X 7 i Y+ = 1 .
Задачи для самостоятел ьной работы: 28.16-28.20; 51.1051.20.
Занятие 9‘.~ Смешанные задачи.

В этом разделе предлагаются задачи, при решении которых ис­
пользуются вспомогательные сведения трех предыдущих параграфов. 
Пример I .31 .Ф Дуть, по которому движется ваганетка, скатываясь 
из точки А, образует разомкнутую петлю радиуса £ , как показано

на рисунке: / ВОС « z ВО & - и . 
Найти, с какой высоты h должна 
скатываться вагонетка без на­
чальной скорости, чтобы она мо­
гла пройти всю петлю, а также то 
значение угла ,при котором 
эта высота I, наименьшая.Принять, 
чг э на участке С ;,знтр тяжести 
вагонетки совершает параболичес­
кое движение.

Решение.Чтобы из точки J0 попасть в точку С, вагонетка как тело, 
движущееся в поле тяжести, должна иметь в точке С скорость, рав- 

f \. ную (af.'cbv)** .Но из закона сохранения энергии имеем для 
. этой TCViKff:

hi £  h ~ м у а  I i+  <**■*) + j  >п Ь*

Откуда
/, = а  ( i * Сочи *■ Z - J

Причем ми.шдольное значение достигается при X =45



Пример 2 (31.22). Камень М, находящейся на вершине А гладкого по­
лусферического купола радиуса R 9 получает начальную горизон­
тальную скорость 1г0 • 3 каком месте камень покинет купол?При 
каких значениях Ъс камень сойдет с купола в начальный момент? 
Сопротивлением движению каши т  куподу пренебречь.
Решение. Воспользуемся естественным описанием движения.Тогда

уравнение движения в направлении 
нормали к сферической поверхности 
имеет вщ

Щ Ъ& г &  g -  А/ ,

где ^  - реакция сферы.Условие схода камня со сферы есть А/ ̂ 0. 
Откуда $  & со* f *Иэ закона сохранения

;>i + м h> -  m f  К + т о
определяем искомую величину угла у?

m  у  =  4  +
7 5

Если же в начальный момент f  =0 и Л/ =0, то

ъ \  = г-о '■ /  *  ,

и, следовательно, 2̂р ?>.i£  Ц .
Задачи для самостоятельной работы: №<- 31.3-31Л5;31.22-31.25. 
Номера задач указаны по сборнику /I/.

Теоретические вопросы 
Введение.Предмет механики и ее место среди естественных науте.Ме­
тод о логические принципе; механики, механика как одна из основ науч­
но-технического прогресса.Основные этапы развития механики.Роль 
отечественных ученых в ее развитии.Математический аппарат класси­
ческой механики.Роль конкретных проблем в развитии механики. 
Кинематика.Пространство и время в классической механике.Группа 
преобразований Галилея,Механические модели материальных объектов: 
материальная точка, *зердое тело, сплошная среда.

Способы задания движения точки и твердого тела.Скорость и ус­
корение точки и способы их разложений.Углы Эйлера.У.’дорая скорость 
и угловое ускорение твердого тела,Распределение с, ростей и * вко­
ренил в твердом теле.



Сложное движение точки и твердого тела.Формулы сложения ско­
ростей и ускорений.Сложение угловых скоростей.

Способы кинематического описания сплошной среды.Уравнение не­
разрывности.
Динамика механической системы.Основные понятия, определения и ак­
сиомы классической механики.Трактовка понятий массы и силы..Диффе­
ренциальные уравнения движения точки.Соображения подобия и размер­
ностей в механике.

Свободная и несвободная механические системы.Связи и их клас­
сификация. Пространство положений и пространство состояний.Степени 
свободы.Лагранжевы координаты.

Основные динамические характеристики:количество движения,момент 
количества движения (кинетический момент),кинетическая энергия, 
работа силы, силовая г нкция, потенциальная энергия.Осевые и 
центробежные моменты инерции, тензор инерции.Формула Гюйгенса - 
Штейнера.Формулы Кенига для bl зеленил момента количества движения 
и кинетической энергии.

Принцип Даламбера-Лагранжа.Принцип возможных перемещений.Усло­
вил равновесия твердого тела.Приведение системы сил, приложенных 
к твердому телу.

Теоремы об изменении количества движения, момента количества 
движения, кинетической энергии.Первые интегралы движения механи­
ческих систем.

Уравнения Лагранжа.Их первые интегралы.Реакция связей и их 
определение.Уравнение Лагранжа с множителями.Группа симметрий и 
тт'лклические интегралы.Законы сохранения количества движения,мо­
мента количеств движения и энергии как следетвие ин ариантности 
уравнений движения относительно группы преобразований Галилея. 
Теорема Нетер.

Движение точки в центральном поле сил.Задача двух тел.При­
менение общих теорем динамики системы к задаче многих тел.

Движение физического мая?1Ш«иД?шащ!ческие уравнения Эйлера 
движщия тяжелого твердого тела вокруг неподвижной точки.Кине­
матические уравнения Зйяера и Пуассона.Случай Эйлера вращения 
вокруг центра масс твердого тела:изометрическое решение Пуансо, 
исследование фазовых траекторий, першнеьтныо вращения.Волчок 
Лагранжа.Уравнения движения саобг чого твердого тела.Вращение 
твердого тела вокруг Цеп ’вижной оси,Онределение реакций опор.

Диффире чциалыад уравнения относительного движения точки.



Сплн инерции.Случай равномерно вращающейся системы координат.Ин­
теграл Якоби.Вес тела.Маятник Фуко.Ограниченная круговая задача 
трех тел (области возможности, точки либрации). 
фрикционные принципы механики. Принцип Гамильтона.Экстремальность 
действия по Гамильтону в фазовом пространстве.Принцип Якоби.Траек­
тории движения консервативной систеш как геодезические метрики 
Якоби.

Дуальное преобразование Лежандра и его свойство.Канонические 
уравнения Гамильтона.Функция Гамильтона.Интеграл Якоби.

Оггтико-механическая аналогия.
Применение принципа Гамильтона в теории колебаний упругих сис­

тем. Вывод уравнений колебания струны и мембраны.Применение принци­
па Гамильтона в динамг̂е идеальной жидкости.Гидродинамические 
уравнения Эйлера.Случай несжимаемой жидкости.Интеграл Бернулли. 
Гамильтоновы системы. Интегральный инвариант Пуанкаре-Картана. 
Теорема Лиувилл# о сохранении фазового объема.

Гидродинамическая аналогия. Теорема Томсона о сохранении цир­
куляции скорости.Теорема Гальмгольца. о вихрях.

Канонические преобразования.Производящая функция.Метод Якоби 
интегрировалия уравнений Гамильтона.Скобки Пуассона и их свойства. 
Теорема Пуассона о первых интегралах. ШазоЕЫЙ поток гамильтоновой 
систеш-семейство канонических преобразований.Гамильтоновы вектор­
ные поля и их коммутаторы.Условие коммутируемости разовых пот ков.

Интегрируемые гамильтоновы системы.Теорема Лчувилля об инволго- 
тивной системе первых интегралов.Гоанок ческие переменные действие- 
угол. Условно-периодические движения.Элементы теории возмущений. 
Метод усреднения.
Теория колебаний. Движение механической систеш с одной степенью 
свободы в консервативно*' поле при наличии диссипативных сил.Фазо­
вый портрет.Затухающие колебания.Вынужденные колебания при наличии 
периодического возбуждения.Резонанс.Параметрический резонанс.

Равновесие консервативной механическое системы.Теорема Лагран­
жа об устойчивости равновесия.Устойчивость движения.Основные тео- 
рт.ты второго метода Ляпунова.Линеаризация уравнений движения ко­
лебательной системы.Hr ̂малыше координаты и собственные колеба­
ния. Влияние гироскопических сил на устойчивость равновесия.

Задача Эйлера о равновесии упрувого стержня.Колебания упругих 
гт^ржней и мембран.Уравнения л*лейной теории упругости.

Поведение собственных частот колебаний при изменении жесткости 
■’ пт•* изложении новых связей.Экстремальные свойства собственных


