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Введение

Актуальность теоретического исследования задач
фильтрации в пористых средах связана с их широким
применением в решении важных практических задач.
Примерами являются: фильтрация вблизи речных пло-
тин, водохранилищ и других гидротехнических сооруже-
ний [17]; ирригация и дренаж сельскохозяйственных по-
лей [45]; нефтегазодобыча [33], [34], [36], [71], в частности,
динамика трещины гидроразрыва пласта [12], проблемы
дегазации угольных и сланцевых месторождений с целью
извлечения метана [13]; движение магмы в земной коре
[81], [90], геотектоника при исследовании проседания зем-
ной коры, процессы, происходящие в осадочных бассей-
нах [82], [84], и т.д. Построение математических моделей
таких процессов затруднено тем, что течение жидкости
часто рассматривается в подвижной неоднородной сре-
де, которая характеризуется наличием переменной пори-
стости. Особенностью рассматриваемой в данной работе
модели фильтрации жидкости в пористой среде являет-
ся учет подвижности твердого скелета и его пороупру-
гих свойств. Интерес к этой задаче возникает также в
связи с широким применением поверхностных волн, ко-
торые возникают в вязкоупругих средах, при взаимодей-
ствии трех распространяющихся независимо друг от дру-
га волн: быстрой и медленной продольных, а также попе-
речной [71]. Поверхностные волны подробно исследуются
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применительно к задачам сейсмологии, неразрушающего
контроля, акустоэлектроники и ряда других направлений
[66].

Процессам фильтрации жидкости в пористых средах
посвящена обширная литература (см. [101], [102] и при-
веденные там ссылки). При этом в рассматриваемых за-
дачах, как правило, возникают отличительные харак-
теристики, которые делают невозможным единый под-
ход к моделированию этих процессов. Параметры, входя-
щие в эти уравнения, существенным образом зависят от
свойств, как флюидов, так и вмещающей среды. Поэтому
в настоящее время существует множество различных мо-
делей пористых сред [14], [118], [119]. Однако в большин-
стве из них принимается, что твердый пористый скелет
неподвижен, т.е. пористость является заданной функци-
ей. Тем самым они могут быть отнесены к теории филь-
трации Маскета-Леверетта [5] или теории гомогенизации
[92]. В случае двухфазного движения несмешивающихся
несжимаемых жидкостей в недеформируемой пористой
среде математическая теория процесса построена в ра-
ботах С.Н. Антонцева, В.Н. Монахова [5], численные ре-
шения построены в [26].Вопросам обоснования начально-
краевых задач двухфазной фильтрации в недеформиру-
емой пористой среде также посвящены работы [1], [21],
[27].

Концепция Терцаги эффективного напряжения для
одномерной модели деформации пористой среды явля-
ется одним из первых инструментов построения моде-
лей пороупругих сред, в которых учитывается подвиж-
ность скелета и его пороупругие свойства. В данном под-
ходе эффективное напряжение определяется как разни-
ца между общим напряжением и давлением жидкой фа-
зы [111], [112]. Это положение отражает тот факт, что
жидкость несет на себе часть нагрузки. В этом подхо-
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де основополагающей является связь между деформаци-
ей скелета твердой матрицы и процессами течения жид-
кости. В дальнейшем теория Терцаги была развита Био
[65], который представил совместную модель деформи-
рования насыщенной флюидом пористой среды и явился
основоположником теории пороупругости. Практически
одновременно и независимо близкая теория была развита
Френкелем [57]. Позднее аналогичные модели были пред-
ложены в работах В.Н. Николаевского, П.П. Золотарева,
и Х.А. Рахматуллина [23], [35], [46].

В работе [15] пористость зависела от давления (но де-
формация пористого скелета не рассматривалась). В ра-
боте [119] предложена модель двухфазной фильтрации
в деформируемой пористой среде, в которой движение
твердого скелета описывалось на основе аналога принци-
па Терцаги и модифицированного линейного закона Гука.
Вопросы обоснования в этой работе не рассматривались.
Это было сделано в работах [16], [104], где были построе-
ны частные решения.

Все эти модели являются весьма сложными как с тео-
ретической точки зрения, так и в отношении их исполь-
зования для решения конкретных прикладных задач. На
сегодняшний день существуют единичные работы, посвя-
щенные обоснованию моделей фильтрации в деформиру-
емых пористых средах. Выполненные в этом направлении
математические работы основаны, как правило, на клас-
сической теории фильтрации, а вопросы обоснования ис-
следованы только в отдельных модельных случаях. Стро-
гие математические результаты в области фильтрации в
деформируемых пористых средах представлены только в
нескольких работах, посвященных проблемам существо-
вания и единственности решений таких задач. Так, на-
пример, в работах [60], [85], [109] на основе ряда упроща-
ющих предположений исходные системы сводились к од-
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ному уравнению высокого порядка. В [109] установлена
локальная разрешимость задачи Коши в пространствах
С.Л.Соболева. В работах [60], [85] исследованы решения
типа "простой волны". Численные исследования такого
рода задач проведены, например, в работе [105].

В первой главе приведены определяющие уравнения,
обозначения и вспомогательные утверждения из гидро-
динамики, теории функций, функционального анализа
и теории дифференциальных уравнений, которые будут
необходимы в дальнейшем.

Вторая глава учебного пособия посвящена исследова-
нию разрешимости начально-краевых задач фильтрации
жидкости в вязкой деформируемой пористой среде. В па-
раграфе 2.1 сформулирована постановка задачи и дока-
зана локальная по времени однозначная разрешимость в
классе гладких функций задачи о нестационарном изо-
термическом одномерном движении вязкой сжимаемой
жидкости в вязкой пористой среде в отсутствие плотно-
сти массовых сил. Для простоты и наглядности изложе-
ния в параграфе 2.1 в уравнениях отсутствует сила тяже-
сти и тензор скоростей деформации в уравнении балан-
са сил. В параграфе 2.2 доказана аналогичная теорема в
присутствии силы тяжести. В случае полного уравнения
импульса системы в целом доказана теорема существова-
ния и единственности задачи в гельдеровских классах в
параграфе 2.3. В параграфе 2.4 доказана глобальная тео-
рема существования и единственности решения в гладких
классах задачи фильтрации несжимаемой жидкости в де-
формируемой вязкой среде.

В третьей главе описана модель фильтрации вязкой
жидкости в деформируемой пористой среде, обладающей
преимущественно упругими свойствами. Система уравне-
ний после перехода к переменным Лагранжа сводится к
вырождающемуся на решении параболическому уравне-
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нию для пористости. Методом интегральных энергетиче-
ских оценок в параграфе 3.1 установлено свойство конеч-
ной скорости распространения возмущений. В парагра-
фе 3.2 установлено свойство метостабильной локализа-
ции. Конечное время стабилизации решения получено в
параграфе 3.3.

В главе 4 исследуется система уравнений фильтрации
вязкой жидкости в вязкоупругой деформируемой пори-
стой среде. В параграфе 4.1 доказана глобальная по вре-
мени теорема существования и единственности автомо-
дельного решения задачи. В параграфе 4.2 рассмотрена
задача фильтрации в тонком пороупругом слое. В процес-
се обезразмеривания исходной системы уравнений вво-
дится малый параметр. После предельного перехода по
параметру (рассмотрен случай медленных процессов) си-
стема уравнений характеризует твердый скелет как сре-
ду, обладающую больше упругими свойствами, чем вяз-
кими. Для полученной системы уравнений построены ре-
шения в квадратурах.

В пятой главе исследуются системы уравнений неизо-
термической фильтрации жидкостей в пороупругих сре-
дах. В параграфе 5.1 доказана локальная по времени раз-
решимость задачи неизотермической фильтрации сжима-
емой жидкости в вязкой пористой среде, для несжимае-
мой жидкости доказана глобальная по времени теорема
существования и единственности классического решения
задачи. В параграфе 5.2 для задачи фильтрации воды и
воздуха в тонком пороупругом слое льда построены ре-
шения в квадратурах. А также рассмотрена задача филь-
трации воды в деформируемом льду в автомодельных пе-
ременных.

Работа выполнена в лаборатории математического и
компьютерного моделирования в природных и индустри-
альных системах в рамках государственного задания Ми-
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нистерства науки и высшего образования РФ по теме
”Современные методы гидродинамики для задач при-
родопользования, индустриальных систем и полярной
механики” (номер темы: FZMW-2020-0008), а также под-
держана грантом РФФИ и ТУБИТАК по НИР № 20-58-
46009. Работа первого соавтора также поддержана гран-
том РНФ №19-11-00069 ”Анализ краевых задач для воз-
никающих в биологии и медицине математических моде-
лей реологически сложных жидкостей и систем” и гран-
том президента ”Начально-краевые задачи для уравне-
ний движения жидкостей в пороупругих средах и их при-
ложения в динамике снежно-ледового покрова”.



Глава 1

Вспомогательные
сведения

В главе приведены определяющие уравнения, обозна-
чения и вспомогательные утверждения из гидродинами-
ки, теории функций, функционального анализа и теории
дифференциальных уравнений, которые будут необходи-
мы в дальнейшем.

1 Определяющие уравнения

Для каждой составляющей двухфазной среды (скеле-
та s и содержащейся в ней жидкой фазы f) вводятся по-
нятия объемов твердого скелета Vs и пор Vp. Тогда удель-
ный объем пор (пористость, доля объема среды, приходя-
щаяся на пустоты) φ = Vp

Vt
, где общий объем Vt = Vp + Vs.

Скорость Дарси (удельный расход на единицу площа-
ди поверхности) определяется следующей формулой [17]

~qD = φ(~vf − ~vs),

где ~vf , ~vs – скорости жидкости и скелета соответственно.
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Закон сохранения массы для жидкости и твердой фа-
зы в отсутствие фазовых переходов выглядит следующим
образом [73]

∂(ρfφ)

∂t
+5 · (ρfφ~vf ) = 0,

∂(1− φ)ρs
∂t

+5 · ((1− φ)ρs~vs) = 0,

(1.1)

где t – время, ρf – плотность жидкости, ρs – плотность
твердой фазы, 5 = ( ∂

∂x1
, ∂
∂x2
, ∂
∂x3

) – оператор градиента,
(x1, x2, x3) – переменные Эйлера.

Закон сохранения массы можно записать в терминах
материальной производной ( d

dt
= ∂

∂t
+ ~vs · 5). Откуда для

жидкости получим

dρfφ

dt
= −5 ·(ρf (~qD + φ~vs)). (1.2)

Для несжимаемой твердой фазы (ρs = const) уравне-
ние (1.1) можно представить в виде

∂(1− φ)

∂t
= −(1− φ)(5 · ~vs)− ~vs · 5((1− φ)),

и, следовательно,

5 · ~vs =
1

1− φ
dφ

dt
.

При движении жидкости в деформируемой среде по-
стулируется [73], [93]:

1. общий тензор напряжения σ определяется через тен-
зор напряжения твердой фазы σs и жидкой σf по прави-
лу:

σ = (1− φ)σs + φσf = (1− φ)(Ss − psI)− φpfI,

а полное (общее) давление есть ptot = (1 − φ)ps + φpf ,
где σs, ps – соответственно тензор напряжения и давление
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твердой фазы, Ss = 2ηε̇D – девиатор тензора напряжений,
ε̇D = 1

2

(
∂vs
∂~x

+
(
∂vs
∂~x

)∗) – тензор скоростей деформации, η
– динамическая вязкость твердой фазы, σf , pf – тензор
напряжения и давление жидкой фазы;

2. девиатором тензора напряжения в жидкой фазе пре-
небрегают (Sf = 0), потому что вязкость жидкости много
меньше, чем сдвиговая вязкость скелета.

В соответствии с принципом Терцаги [111] деформа-
ция двухфазной среды определяется через эффектив-
ное напряжение σe = σ + pfI. Тогда в случае полного
насыщения среды динамическое эффективное давление
pe = ptot − pf [106].

Заметим, что

dφ =
dVp
Vt
− Vp

dVt
V 2
t

=
dVp
Vt
− φdVt

Vt
. (1.3)

Если плотность ρs твердой фазы постоянна, то dVs = 0 и
dVt = dVp. Из уравнения (1.3) получим

dφ = (1− φ)
dVt
Vt
. (1.4)

В работе [62] было выдвинуто предположение, что
пористость является функцией эффективного давления
φ = φ(pe), в частности: φ = φ0 exp{−bpe}. В подходе,
используемом в данном исследовании, объемная сжимае-
мость двухфазной среды βt определяется как относитель-
ное суммарное изменение объема, реагирующее на изме-
нение приложенного эффективного динамического дав-
ления: βt = − 1

Vt
(∂Vt
∂pe

).
Уравнение (1.4) примет вид

dφ = −(1− φ)βtdpe.

Объемная сжимаемость также является функцией по-
ристости, например: βt(φ) = φbβφ, где βφ – коэффициент
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сжимаемости, b – положительная постоянная:

βφ = −1/Vp(∂Vp/∂pe).

Тогда изменение пористости в случае упругого сжатия
может быть записано следующим образом [63], [75]:

1

1− φ
dφ

dt
= −βt(φ)

dpe
dt
.

При этом закон вязкой деформации может быть запи-
сан как [75], [72], [83], [107]

1

1− φ
dφ

dt
= −pe

ξ
,

где ξ – объемная вязкость. Аналогичное соотношение ис-
пользуется при изучении переноса магмы в мантии Земли
[81], [90].

Объемная вязкость зависит от φ, например: ξ(φ) = η
φm
,

где m – положительная постоянная [67], [70], [81], [90].
Таким образом постулируется реологический закон,

объединяющий упругую и вязкую сжимаемость [71], [83]

1

1− φ
dφ

dt
= −βt(φ)

dpe
dt
− pe
ξ(φ)

.

Уравнение сохранения импульса для жидкости берет-
ся в форме закона Дарси [64], [91]

~qD = −K 5
(
Pex
ρfg

)
,

где K – гидравлическая проводимость (тензор фильтра-
ции), K = (k′ρfg)/µ, k′, µ – проницаемость и динамиче-
ская вязкость жидкости, g – ускорение силы тяжести
(~g = (0, 0,−g)), Pex – избыточное давление жидкости,
определяемое как разность между давлением жидкости
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и гидростатическим давлением:Pex = pf − ph. Отсюда по-
лучаем, что

~qD = −k
′

µ
(5pf + ρf~g).

В некоторых случаях коэффициенты k′, βt, ξ могут
быть опытным путем определены несколько иначе. В
частности они могут иметь следующий вид: βt = φbβφ, ξ =
η/φm, k′ = kφn, где k – проницаемость, b = 1/2,m ∈
[0, 2], n = 3 [71].

Законы сохранения импульсов для каждой из фаз име-
ют вид [82]

∇ · (φσf ) + ρfφ~g +M = 0,

∇ · ((1− φ)σs) + ρs(1− φ)~g −M = 0,

где M – межфазный обмен импульсом.
Складывая эти уравнения, получим уравнение сохра-

нения импульса системы ”твердая матрица - поровая
жидкость”, а именно: уравнение несжимаемой деформа-
ции твердого скелета с учетом влияния порового давле-
ния жидкости [63], [73], [93]:

∇ · σ + ρtot~g = 0,

где ρtot = (1− φ)ρs + φρf - средняя плотность среды.
В развернутой форме предыдущее уравнение прини-

мает вид [82]

ρtot~g + div

(
(1− φ)η

(
∂~vs
∂~x

+ (
∂~vs
∂~x

)∗
))
−∇ptot = 0.

В некоторых прикладных задачах уравнение баланса
сил используется в виде [73], [82], [90]

−∇ptot + ρ~g = 0.

Таким образом, уравнения модели при отсутствии фа-
зовых переходов имеют вид [71], [73], [82], [93]:



14 Глава 1

∂(1− φ)ρs
∂t

+ div((1− φ)ρs~vs) = 0,

∂(ρfφ)

∂t
+ div(ρfφ~vf ) = 0,

(1.5)

φ(~vf − ~vs) = −kφ
n

µ
(∇pf + ρf~g), (1.6)

∇ · ~vs = −a1(φ)pe − a2(φ)(
∂pe
∂t

+ ~vs · ∇pe), (1.7)

∇ · σ + ρtot~g = 0, ρtot = φρf + (1− φ)ρs, (1.8)

ptot = φpf + (1− φ)ps, pe = (1− φ)(ps − pf ). (1.9)
Данная квазилинейная система составного типа опи-

сывает пространственное нестационарное изотермиче-
ское движение сжимаемой жидкости в вязкоупругой сре-
де. Здесь ρf , ρs, ~vs, ~vf – соответственно истинные плотно-
сти и скорости фаз; φ – пористость; ~g = (0, 0,−g) – плот-
ность массовых сил; k – проницаемость, µ – динамическая
вязкость жидкости; a1(φ), a2(φ) – параметры пороупру-
гой среды; ptot – общее давление, ρtot – общая плотность.
Задача записана в эйлеровых координатах (x1, x2, x3), t.
Истинная плотность твердой фазы ρs принимается по-
стоянной. Система (1.5)–(1.9) является замкнутой, если
pf = p(ρf ) или ρf = const. В общем случае искомыми
являются величины φ, ρf , ~vs, ~vf , pf , ps.

Численные исследования различных начально-
краевых задач для системы уравнений (1.5)–(1.9)
проводились в работах [71], [93], [120], [121]. Вопросы
обоснования в данных работах не рассматривались.

2 Функциональные пространства

Пусть Ω – ограниченная область с кусочно-гладкой
границей S = ∂Ω в евклидовом пространстве Rn, n ≥ 1.
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Как правило, используем обозначение x = (x1, . . . , xn) ∈
Rn, где xi, i = 1, . . . , n – декартовы координаты в Rn.
Кроме того, для каждого числа t ∈ (0, T ), T = const > 0
полагаем Qt = Ω × (0, t), Q = QT . Также используются
обозначения Qt = Ω × [0, t], Q = QT , где Ω – замыкание
множества Ω, Ω = Ω ∪ S.

Приведем ряд функциональных пространств на Ω, Ω,
Q и Q, которые используются в дальнейшем.

Пространство Лебега Lq(Ω), 1 ≤ q ≤ ∞ – множе-
ство вещественных измеримых функций, суммируемых с
показателем q. Норма в Lq(Ω) определяется следующей
формулой:

||u||Lq(Ω) = (

∫
Ω

|u(x)|qdΩ)
1
q , 1 ≤ q <∞,

||u||L∞(Ω) = esssupx∈Ω |u(x)|, q =∞.

Пространство Lp,q(Q), 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞ – анизо-
тропное пространство Лебега вещественных измеримых
функций с нормой

||u||Lp,q(Q) =

( T∫
0

(∫
Ω

|u(x, t)|pdΩ
) q
pdt

) 1
q

, 1 ≤ p, q <∞,

||u||L∞,q(Q) =

( T∫
0

(
esssupx∈Ω |u(x, t)|

)q
dt

) 1
q

, p =∞,

||u||Lp,∞(Q) = esssupt∈(0,T ) ||u(t)||Lp(Ω), q =∞.

Иногда, для краткости записи, будем использовать
обозначения

||u||Lq(Ω) = ||u||q,Ω, ||u||Lp,q(Q) = ||u||p,q,Q,(∫
Ω

|u(x, t)|2dΩ
) 1

2 = ||u(t)||.
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Часто функции, зависящие от переменных x ∈ Ω и
t ∈ (0, T ), рассматриваются как функции аргумента t со
значениями в банаховом пространстве функций, опреде-
ленных на множестве Ω [19], [89].

Пространство Lq(0, T ;E), 1 ≤ q ≤ ∞ – это множество
функций u(t), заданных на (0, T ) и действующих в E,
измеримых по Бохнеру на (0, T ) и обладающих конечной
нормой

||u||Lq(0,T ;E) =

( T∫
0

||u(t)||qEdt
) 1

q

, 1 ≤ q <∞,

||u||L∞(0,T ;E) = esssupt∈(0,T ) ||u(t)||E, q =∞.

Пространство W l
p(Ω), l – натуральное, 1 ≤ p ≤ ∞ –

множество вещественных функций u(x) из пространства
Lp(Ω), имеющих обобщенные производные в смысле С.Л.
Соболева [48], [49] всех видов Dα

xu до порядка l включи-
тельно, суммируемые по Ω со степенью p. Норма в W l

p(Ω)
определяется равенством

||u||W l
p(Ω) = ||u||(l)p,Ω =

l∑
|α|=0

∑
(α)

||Dα
xu||Lp(Ω),

где знак
∑
(α)

означает суммирование по всевозможным

производным u(x) порядка α. Определение пространств
W l
p(Ω) при l положительных и нецелых дано, например,

в работах [28], [29], [48], [56].
Теперь определим функциональные пространства, в

определении которых отсутствуют условия суммируемо-
сти.

Пространство C(Ω) – множество непрерывных функ-
ций, определенных на множестве Ω, с нормой

||u||C(Ω) = max
x∈Ω
|u(x)|.
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Пространство C(Ω) – множество непрерывных функ-
ций, определенных на множестве Ω, с конечной нормой

||u||C(Ω) = sup
x∈Ω
|u(x)|.

Аналогично определяются функциональные простран-
ства C(Q), C(Q).

Для областей с кусочно-гладкой границей без двойных
точек пространства Гельдера могут быть определены сле-
дующим образом.

Пространство Cα(Ω), α ∈ (0, 1] – множество веще-
ственных функций, определенных на Ω и удовлетворя-
ющих условию Гельдера с показателем α. Норма в Cα(Ω)
определяется формулой

||u||Cα(Ω) = max
x∈Ω
|u(x)|+ sup

x1,x2∈Ω

|u(x1)− u(x2)|
|x1 − x2|α

.

Пространство Ck(Ω), k – натуральное число – мно-
жество вещественных непрерывных функций, определен-
ных на Ω, имеющих в Ω непрерывные производные до
порядка k включительно. Норма в Ck(Ω) задается фор-
мулой

||u||Ck(Ω) =
k∑

|m|=0

∑
(m)

||Dm
x ||C(Ω).

Аналогично определяется функциональное простран-
ство Ck(Q).

Введем обозначение (константа Гельдера)

Hα(u) = sup
x1,x2∈Ω

|u(x1)− u(x2)|
|x1 − x2|α

.

Пространство Ck+α(Ω), k – натуральное число, α ∈
(0, 1] – множество вещественных непрерывных функций,
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определенных на Ω, имеющих в Ω производные до поряд-
ка k включительно, непрерывные по Гельдеру с показа-
телем α. Норма в Ck+α(Ω) определяется формулой

||u||Ck+α(Ω) =
k∑

|m|=0

∑
(m)

||Dm
x ||C(Ω) +

∑
(k)

Hα(Dk
xu).

Пространство Ck+α,m+β(Q), 0 < α ≤ 1, 0 < β ≤ 1,
k,m – целые неотрицательные числа – множество веще-
ственных непрерывных функций вQ, имеющих вQ по пе-
ременным x производные до порядка k, а по переменной
t – до порядка m, причем эти производные непрерывны
по Гельдеру по x с показателем α, а по t – с показателем
β. Норма в этом пространстве определяется по формуле

||u||Ck+α,m+β(Q) =
k∑
|i|=0

∑
(i)

||Di
xu||C(Q) +

m∑
j=1

||Dj
tu||C(Q)+

+Hα
x (Dk

xu) +Hβ
t (Dk

xu) +Hα
x (Dm

t u) +Hβ
t (Dm

t u).

Здесь Di
xu – производные порядка |i| = i1 + . . . + in

по переменной x, Dj
t – производная по t порядка j, сим-

волами Hα
x и Hβ

t обозначаются константы гельдеровской
непрерывности по x и t, т.е.

Hα
x (u(x, t)) = sup

x1,x2∈Ω, t∈[0,T ]

(
|u(x1, t)− u(x2, t)|
|x1 − x2|α

)
,

Hβ
t (u(x, t)) = sup

x∈Ω, t1,t2∈[0,T ]

(
|u(x, t1)− u(x, t2)|

|t1 − t2|β

)
,

а величина Hα
x (Dk

xu) – сумма констант Гельдера по все-
возможным производным порядка |k| по переменной x,
величина Hβ

t (Dk
xu) – сумма констант Гельдера по пере-

менной t.
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Отметим, что все перечисленные пространства функ-
ций являются полными нормированными, т.е. банаховы-
ми.

Нуль сверху над обозначением соответствующего про-
странства означает, что берется лишь подпространство
указанного пространства, полученное замыканием в дан-
ной норме множества бесконечно дифференцируемых
функций, обращающихся в нуль на границе множества.

3 Специальные неравенства и теоремы
вложения

При получении априорных оценок в рассматриваемых
задачах часто будут использоваться неравенства, кото-
рые мы приведем в этом пункте.

Лемма 1.1. (неравенство Юнга [24], [48], [55]) Для лю-
бых чисел a ≥ 0, b ≥ 0, ε > 0, p > 1 справедливо неравен-
ство

ab ≤ εpap

p
+

1

q

(
b

ε

)q
, q =

p

p− 1
.

Иногда будет использоваться неравенство Коши с па-
раметром ε > 0, которое является частным случаем
предыдущей оценки при p = q = 2.

Лемма 1.2. (неравенство Гельдера [24], [48], [55]). Для
любых положительных чисел p и q с условием 1

p
+ 1

q
= 1

и для любых функций u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω) справедливо
неравенство

||uv||L1(Ω) ≤ ||u||Lp(Ω) · ||v||Lq(Ω).

Теперь приведем различные аналоги известного нера-
венства Гронуолла [79], которые будут часто использо-
ваться в дальнейшем.
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Лемма 1.3. [29], [79] Пусть неотрицательная абсолют-
но непрерывная на [0, T ] функция y(t) удовлетворяет для
почти всех t ∈ (0, T ) неравенству

dy(t)

dt
≤ a(t)y(t) + b(t)

с неотрицательными и суммируемыми на (0, T ) функ-
циями a(t) и b(t). Тогда для всех t ∈ (0, T ) справедливо
неравенство

y(t) ≤
(
y(0)+

t∫
0

b(s) exp

(
−

s∫
0

a(τ)dτ

)
ds

)
exp

( t∫
0

a(s)ds

)
.

Лемма 1.4. [29], [79] Пусть неотрицательная функция
y(t) ∈ L∞(0, T ) удовлетворяет для почти всех значений
t ∈ (0, T ) неравенству

y(t) ≤ c+

t∫
0

(a(s)y(s) + b(s))ds,

где c = const ≥ 0, a(t) ∈ L1(0, T ), b(t) ∈ L1(0, T ), b(t) ≥ 0.
Тогда для почти всех значений t ∈ (0, T ) справедливо

неравенство

y(t) ≤
(
c+

t∫
0

b(s) exp

(
−

s∫
0

a(τ)dτ

)
ds

)
exp

( t∫
0

a(s)ds

)
.

Кроме приведенных выше специальных неравенств
нам понадобятся и специальные мультипликативные
неравенства.

Лемма 1.5. [28], [29] Пусть ограничен-
ная область Ω ⊂ Rn удовлетворят усло-
вию конуса. Тогда для произвольной функции
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u(x) ∈
o

W 1
m(Ω) или u(x) ∈ W 1

m(Ω),
∫

Ω

u dΩ = 0, m ≥ 1 и

числа r ≥ 1 справедливо неравенство

‖u‖q,Ω ≤ β‖∇u‖αm,Ω‖u‖1−α
r,Ω , (1.10)

где α =
(

1
r
− 1

q

) (
1
r
− 1

m
+ 1

n

)−1, причем если m ≥ n = 1,

то q ∈ [r,∞], а β =
(
1 + m−1

m
r
)α, и при изменении q от

r до ∞ число α меняется от нуля до m
m+r(m−1)

, включая
оба конца.

Если n > 1 и m < n, то q ∈
[
r, mn

n−m

]
при r ≤ mn

n−m , при

r ≥ mn
n−m можно взять q ∈

[
mn
n−m , r

]
, а β =

(
m(n−1)
n−m

)α
,

и при изменении q между r и mn
n−m число α меняется

между 0 и 1, включая оба конца.
Если n > 1 и m ≥ n, то q ∈ [r,∞), а β =

max
{
q (n−1)

n
, 1 + r (m−1)

m

}α
, и при изменении q от r до ∞

число α меняется от нуля до nm
nm+r(m−n)

, причем правый
конец исключается. Если n > 1 и m > n, то неравенство
(1.10) справедливо и для q =∞.

Неравенство (1.10) при m < n является частным слу-
чаем более общих мультипликативных неравенств, дока-
занных в [20], [68].

Отметим, что неравенство вида (1.10), с небольшим
добавлением, справедливо для функций класса W 1

m(Ω).
Для этого осуществляется замена v(x) = u(x)−M , M =

(mes Ω)−1 ·
∫

Ω

udΩ и для функции v(x) применяется нера-

венство (1.10). После преобразований получается нера-
венство

‖u‖q,Ω ≤ C ·
(
‖u‖1,Ω + ‖∇u‖αm,Ω · ‖u‖1−α

r,Ω

)
,

где C — положительная постоянная, не зависящая от
функции u(x).



Глава 2

Классическая
разрешимость
одномерных задач
фильтрации жидкости в
вязкой деформируемой
среде

В главе доказывается существование локального реше-
ния в случае сжимаемой жидкости и глобального реше-
ния в случае одномерного движения несжимаемой жид-
кости в вязкой пористой среде при постоянной темпера-
туре и в отсутствие фазовых переходов.
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1 Локальная разрешимость по времени

1.1 Постановка задачи и формулировка основ-
ного результата

Изучается следующая квазилинейная система уравне-
ний составного типа:

∂(1− φ)ρs
∂t

+
∂

∂x
((1− φ)ρsvs) = 0,

∂(ρfφ)

∂t
+

∂

∂x
(ρfφvf ) = 0,

(2.1)

φ(vf − vs) = −k(φ)(
∂pf
∂x
− ρfg), (2.2)

∂vs
∂x

= − 1

ξ(φ)
pe, pe = ptot − pf , (2.3)

∂ptot
∂x

= −ρtotg, ptot = φpf + (1− φ)ps,

ρtot = φρf + (1− φ)ρs,
(2.4)

решаемая в области (x, t) ∈ QT = Ω × (0, T ), Ω = (0, 1),
при краевых и начальных условиях

vs |x=0,x=1= vf |x=0,x=1= 0,

φ |t=0= φ0(x), ρf |t=0= ρ0(x).
(2.5)

Данная начально-краевая задача описывает одномер-
ное нестационарное движение сжимаемой жидкости в по-
роупругой среде. Для описания процесса используются
законы сохранения масс для каждой из фаз, закон Дарси
для жидкой фазы, учитывающий движение твердого ске-
лета, реологическое соотношение типа Максвелла, закон
сохранения импульса системы в целом. Здесь ρf , ρs, vf ,
vs – соответственно истинные плотности и скорости жид-
кой и твердой фаз, φ – пористость, pf , ps – соответственно
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давления жидкой и твердой фаз, pe – эффективное дав-
ление, ptot – общее давление, ρtot – плотность двухфазной
среды, g – плотность массовых сил; кроме того, k(φ) –
коэффициент фильтрации, ξ(φ) – коэффициент объем-
ной вязкости (заданные функции). Задача записана в эй-
леровых координатах x, t. Истинная плотность твердых
частиц ρs принимается постоянной. Искомыми являются
величины φ, ρf , vf , vs pf , ps. Система уравнений (2.1) –
(2.4) замыкается заданием уравнения состояния жидкой
фазы pf = pf (ρf ) (в частности, допускается часто исполь-
зуемая в прикладных задачах зависимость dpf

dρf
= 1

βfρf
, где

βf – коэффициент сжимаемости жидкой фазы [93]).
В настоящем параграфе доказана однозначная локаль-

ная разрешимость задачи (2.1)–(2.5) в случае, когда g = 0
и ρf – функция давления.

Здесь и далее будем придерживаться следующих обо-
значений. Рассмотрим на Ω и QT ряд функциональных
пространств, придерживаясь обозначений, принятых в
[28; Гл. 1]. Пусть || · ||q,Ω норма в пространстве Лебега
Lq(Ω), q ∈ [1,∞]. Для краткости положим || · ||q = || · ||q,Ω,
||·|| = ||·||2,Ω . Также используется пространство Гельдера
Cα(Ω), Ck+α(Ω), k – натуральное, α ∈ (0, 1] с нормами:
||f ||Cα(Ω) ≡ |f |α,Ω = |f |0,Ω +Hα

x (f), |f |0,Ω = max
x∈Ω
|f(x)|,

Hα
x (f) = sup

x1,x2∈Ω
|f(x1)− f(x2)||x1 − x2|−α,

||f ||Ck+α(Ω) ≡ |f |k+α,Ω =
k∑

m=0

||Dm
x f ||0,Ω +Hα(Dk

xf).

Для функций, определенных на QT , нам потребует-
ся пространство Ck+α,m+β(QT ), где k,m – натуральные,
(α, β) ∈ (0, 1], с нормой

||f ||Ck+α,m+β(QT ) ≡ |f |k+α,m+β,QT =
k∑
l=0

||Dl
xf ||0,QT+
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+
m∑
j=1

||Dj
tf ||0,QT+Hα

x (Dk
xf)+Hβ

t (Dk
xf)+Hα

x (Dm
t f)+Hβ

t (Dm
t f),

где

Hα
x (f(x, t)) = sup

x1,x2∈Ω,t∈(0,T )

|f(x1, t)− f(x2, t)||x1 − x2|−α,

Hβ
t (f(x, t)) = sup

t1,t2∈(0,T ),x∈Ω

|f(x, t1)− f(x, t2)||t1 − t2|−β.

В случае k = m и α = β используется обозначение
Ck+α(QT ).

В данной работе под решением задачи (2.1)–(2.5) бу-
дем понимать совокупность функций vs ∈ C3+α,1+α/2(QT )
(φ, ρf , pf , ps) ∈ C2+α,1+α/2(QT ), vf ∈ C1+α,1+α/2(QT ) таких,
что 0 < φ < 1, ρf > 0, pf > 0. Эти функции удовлетво-
ряют уравнениям (2.1)–(2.4) и начальным и граничным
условиям (2.5) как непрерывные в QT функции.

Сформулируем основной результат.

Теорема 2.1. Пусть g = 0 и данные задачи (2.1)–(2.5)
подчиняются следующим условиям:
1) функции k(φ), ξ(φ), pf (ρf ) и их производные до второго
порядка непрерывны для φ ∈ (0, 1), ρf > 0, и удовлетво-
ряют условиям

k−1
0 φq1(1− φ)q2 ≤ k(φ) ≤ k0φ

q3(1− φ)q4 ,

1/ξ(φ) = a0(φ)φα1(1− φ)α2−1,

0 < R1 ≤ a0(φ) ≤ R2, k−1
0 ρq5f ≤ pf (ρf ) ≤ k0ρ

q6
f ,

k−1
0 ρq7f ≤

∂pf (ρf )

∂ρf
≤ k0ρ

q8
f ,

где k0, αi, Ri, i = 1, 2 – положительные постоянные,
q1, ..., q8 – фиксированные вещественные числа,
2) начальные условия φ0, ρ0 удовлетворяют следующим
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условиям гладкости: φ0 ∈ C2+α(Ω), ρ0 ∈ C2+α(Ω) и усло-
виям согласования

dpf (ρ
0)

dx
|x=0,x=1= 0,

а также удовлетворяют неравенствам

0 < m0 ≤ φ0(x) ≤M0 < 1, 0 < m1 ≤ ρ0(x) ≤M1 <∞,

x ∈ Ω,

где m0,M0,m1,M1 – известные положительные посто-
янные.
Тогда задача (2.1)–(2.5) имеет единственное локальное
классическое решение, т.е. существует значение t0 ∈
(0, T ) такое, что

vs(x, t) ∈ C3+α,1+α/2(Qt0), vf (x, t) ∈ C
1+α,1+α/2(Qt0),

(φ(x, t), ps(x, t), pf (x, t), ρf (x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0).

Более того 0 < φ(x, t) < 1, ρf (x, t) > 0 в Qt0.

1.2 Локальная разрешимость

В условиях теоремы в силу (2.4) имеем ptot = p0(t).
Следуя [5], [95] преобразуем систему (2.1)–(2.3). Пусть
x̄ = x̄(τ, x, t) – решение задачи Коши

∂x̄

∂τ
= vs(x̄, τ), x̄ |τ=t= x.

Положим x̂ = x̄(0, x, t) и возьмем за новые переменные
x̂ и t. Тогда 1 − φ(x̂, t) = (1 − φ0(x̂))Ĵ(x̂, t), где Ĵ(x̂, t) =
∂x̂
∂x

(x̂, t) – якобиан перехода. Вместо (2.1)–(2.3) имеем

∂(1− φ̂)

∂t
+

(1− φ̂)2

1− φ0

∂v̂s
∂x̂

= 0,
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∂

∂t
(ρ̂f φ̂) +

(1− φ̂)

1− φ0

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂v̂f ) = v̂s

(1− φ̂)

1− φ0

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂),

φ̂(v̂s − v̂f ) = k(φ̂)
(1− φ̂)

1− φ0

∂p̂f
∂x̂

,
(1− φ̂)

1− φ0

∂v̂s
∂x̂

= −a1(φ̂)p̂e,

где a1(φ̂) = 1/ξ(φ̂).
Поскольку

v̂s
∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂) =

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂v̂s)− ρ̂f φ̂

∂v̂s
∂x̂

,

то уравнение неразрывности для жидкой фазы можно
привести к виду

1

(1− φ̂)

∂

∂t
(ρ̂f φ̂)+

1

1− φ0

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂(v̂f−v̂s))+

1

1− φ0
ρ̂f φ̂

∂v̂s
∂x̂

= 0.

Используя уравнение неразрывности для твердой фазы,
получим

∂

∂t
(ρ̂f

φ̂

1− φ̂
) +

1

(1− φ0)

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂(v̂f − v̂s)) = 0.

Переходя от (x̂, t) к массовым переменным Лагранжа
(y, t) по правилу

(1− φ0(x̂))dx̂ = dy, y(x̂) =

x̂∫
0

(1− φ0(η))dη ∈ [0, 1],

опуская крышки и формально заменяя y на x, приходим
к следующей системе

∂(1−φ)
∂t

+ (1− φ)2 ∂vs
∂x

= 0,

∂
∂t

(
ρf

φ
1−φ

)
+ ∂

∂x
(ρfφ(vf − vs)) = 0,

(2.6)
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φ(vs − vf ) = k(φ)(1− φ)
∂pf
∂x

, (2.7)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −a1(φ)pe, pe = p0(t)− pf . (2.8)

Перейдем к безразмерным переменным

t′ =
t

t1
, x′ =

x

L
, v′s =

vs
v1

, v′f =
vf
v1

, ρ′f =
ρf
ρs
,

p′f =
pf
p1

, p′s =
ps
p1

, p′e =
pe
p1

, p′tot =
ptot
p1

,

a′1(φ) =
a1(φ)

a0
, k′(φ) =

k(φ)

k1

,

где

L =

1∫
0

(1− φ0(η))dη, t1 =
L

v1

, a0 =
v1

Lp1

, k1 =
v1L

p1

,

v1, p1 – заданные положительные величины, имеющие
размерность скорости и давления соответственно.

Тогда область изменения x′ есть единичный отрезок
[0, 1], а система уравнений сохранит свою форму (штрихи
опускаются).

Используя последнее уравнение системы (2.6)–(2.8) и
условия vs|x=0,1 = 0, находим

p0(t) =

1∫
0

a1(φ)

1− φ
pfdx

 1∫
0

a1(φ)

1− φ
dx

−1

≡ P 0(φ, ρf ).

Второе уравнение (2.6) с учетом закона Дарси (2.7)
принимает вид

∂

∂t
(ρf

φ

1− φ
)− ∂

∂x
(ρfk(φ)(1− φ)

∂pf
∂x

) = 0.
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Из первого уравнения (2.6) и уравнения (2.8) следует:

1

1− φ
∂φ

∂t
= a1(φ)(pf − p0).

Это уравнение можно представить в виде

∂G(φ)

∂t
= pf − p0,

где функция G(φ) определяется равенством

∂G(φ)

∂φ
=

1

(1− φ)a1(φ)
.

Положим

a(φ) =
φ

1− φ
, K(φ) = k(φ)(1− φ), b(ρf ) = ρf

∂pf (ρf )

∂ρf
.

Учитывая условия (2.5), приходим к следующей задаче
для отыскания функций ρf , φ:

∂

∂t
(a(φ)ρf )−

∂

∂x
(K(φ)b(ρf )

∂ρf
∂x

) = 0, (2.9)

∂G(φ)

∂t
= pf (ρf )− p0(t), (2.10)

∂ρf
∂x
|x=0,x=1= 0, ρf |t=0= ρ0(x), φ |t=0= φ0(x). (2.11)

Лемма 2.1. Пусть данные задачи (2.9)–(2.11) удовле-
творяют условиям теоремы 2.1 Тогда задача (2.9)–
(2.11) имеет единственное локальное решение, т.е. су-
ществует значение t0 такое, что

(φ(x, t), ρf (x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0).

Более того, 0 < φ(x, t) < 1, ρf (x, t) > 0 в Qt0.
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Разрешимость задачи (2.9)–(2.11) устанавливается с
помощью теоремы Тихонова–Шаудера о неподвижной
точке: если V – компактное выпуклое множество бана-
хова пространства B и оператор Λ отображает V в себя
непрерывно в норме B, то на V имеется неподвижная
точка [59; с.227].

Поскольку функция ψ = G(φ) при φ ∈ (0, 1) строго мо-
нотонна, то существует обратная функция φ = G−1(ψ).
Положим ρ(x, t) = ρf (x, t) − ρ0(x), ω(x, t) = G(φ) −
G(φ0). Представим уравнения (2.9),(2.10) в виде

∂

∂t

(
a(ω)(ρ+ ρ0)

)
=

∂

∂x

(
K(ω)b(ρ+ ρ0)

∂(ρ+ ρ0)

∂x

)
,

(2.12)
∂ω

∂t
= pf (ρ+ ρ0)− p0(t). (2.13)

Здесь a(ω) = φ(ω)
1−φ(ω)

, K(ω) = k(φ(ω))(1 − φ(ω)), φ(ω) =

G−1(ω +G(φ0)). Причем

ρ |t=0= ω |t=0=
∂(ρ+ ρ0)

∂x
|x=0,x=1= 0. (2.14)

В качестве банахова пространства выберем простран-
ство C2+β,1+β/2(Qt0), где β – любое число из отрезка (0, α),
α ∈ [0, 1). Положим

V = {ρ̄(x, t), ω̄(x, t) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0)|

ρ̄ |t=0= ω̄ |t=0=
∂ρ̄

∂x
|x=0,x=1= 0,

G
(m0

2

)
−G(φ0) ≤ ω̄(x, t) ≤ G

(
M0 + 1

2

)
−G(φ0) <∞,

m1

2
− ρ0(x) ≤ ρ̄(x, t) ≤ 2M1 − ρ0(x) <∞, (x, t) ∈ Qt0 ,

(|ω̄|1+α,(1+α)/2,Qt0
, |ρ̄|1+α,(1+α)/2,Qt0

) ≤ K1,
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(|ω̄|2+α,(2+α)/2,Qt0
, |ρ̄|2+α,(2+α)/2,Qt0

) ≤ K1 +K2},

где K1 - произвольная положительная постоянная, а по-
ложительная постоянная K2 будет указана позже. За-
метим, что на множестве V справедливы неравенства:
0 < m0

2
≤ φ(ω̄) ≤ M0+1

2
< 1, a(ω̄) > 0, K(ω̄) > 0.

Построим оператор Λ, отображающий V в V . Пусть
ω̄, ρ̄ ∈ V . Используя (2.13) определим функцию ω равен-
ством

ω(x, t) =

t∫
0

pf (ρ̄(x, τ) + ρ0(x))−
1∫

0

(
a1(φ(ω̄))

1− φ(ω̄)
pf (ρ̄(x, τ)+

+ρ0(x))dx)

 1∫
0

a1(φ(ω̄))

1− φ(ω̄)
dx

−1
 dτ.

(2.15)
Из представления (2.15) следует, что гладкость ω опре-

деляется гладкостью функций ρ̄, ρ0 и p0. В частности,
имеем оценку

|ω|2+α,1+α/2,Qt0
= C1(m0,M0,m1,M1, K1, T, |ρ0|2+α,Ω)·

·(1 + t0|ρ̄xx|α,α/2,Ω).

Лемма 2.2. Пусть функция a1(φ), φ ∈ (0, 1) удовлетво-
ряет условиям

(1− φ)a1(φ) = a0(φ)φα1(1− φ)α2 , 0 < R1 ≤ a0(φ) ≤ R2,

где постоянные Ri > 0, αi > 0, i = 1, 2. Тогда имеет
место оценка вида

R2|G(φ1)−G(φ2)| ≥ |φ1 − φ2|.

Доказательство. Без ограничения общности будем
считать, что 0 < φ1 ≤ φ2 < 1. Тогда из определения
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функций G(φ) и a1(φ) имеем

0 < ∆G ≡ G(φ2)−G(φ1) =

φ2∫
φ1

ds

(1− s)a1(s)
≥ 1

R2

(φ2 − φ1).

Лемма 2.2 доказана.
Следствием этой леммы является оценка

|φ(x, t)− φ0(x)| ≤ δ(t), δ(t) −→ 0 при t −→ 0,

из которой следует, что существует такое значение t1 =
t1(m0,M0,m1,M1), что для всех t0 ≤ t1 справедливо нера-
венство

0 <
m0

2
≤ φ(x, t) ≤ M0 + 1

2
, (x, t) ∈ Qt0 . (2.16)

С учетом (2.16) для функции ω(x, t) имеем оценку
G(m0

2
) ≤ ω(x, t) +G(φ0) ≤ G(M0+1

2
).

Используя (2.12), (2.14) и ω̄(x, t), найдем ρ(x, t) как ре-
шение задачи (здесь и далее предполагается, что началь-
ные и граничные условия согласованы):

∂

∂t
(a(ω̄)(ρ+ ρ0)) =

∂

∂x
(K(ω̄)b(ρ̄)

∂(ρ+ ρ0)

∂x
), (2.17)

ρ |t=0=
∂ρf
∂x
|x=0,x=1= 0,

∂ρ0

∂x
|x=0,x=1= 0.

Уравнение для ρ(x, t) является равномерно параболиче-
ским. С учетом свойств ω̄(x, t) и ρ0(x) задача (2.17) имеет
классическое решение [28]. Кроме того, имеем следую-
щую оценку:

| 1

a(ω̄)

∂a(ω̄)

∂t
| ≤ C0(m0,M0,m1,M1, max

0≤t≤T
|ρ0(t)|).

При дополнительном условии малости на величину ин-
тервала времени справедливо следующее утверждение
[95], [97].
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Лемма 2.3. При t0 ≤ min(t1, t2), t2 =
ln2/C0(m0,M0,m1,M1) классическое решение задачи
(2.17) удовлетворяет в Qt0 неравенству

0 <
m1

2
≤ ρ(x, t) + ρ0(x) ≤ 2M1 <∞.

Доказательство. Полагая U(x, t) = ρ(x, t) + ρ0(x), за-
дачу (2.17) представим в виде

∂

∂t
(a(ω̄)U) =

∂

∂x
(K(ω̄)b(ρ̄)

∂U

∂x
),

∂U

∂x
|x=0,x=1= 0, U |t=0= ρ0.

(2.18)

Сначала покажем, что U(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ Qt0 . В уравне-
нии (2.18) сделаем замену U(x, t) = −z(x, t). Тогда

z
∂a

∂t
+ a

∂z

∂t
=

∂

∂x
(Kb

∂z

∂x
).

Положим

z(0)(x, t) = max{z, 0}, z(0)(x, t) |t=0= max{−ρ0, 0} = 0,

σε(x, t) = z(0)(x, t)(|z(0)(x, t)|2 + ε)−1/2, ε > 0.

Уравнение для функции z умножим на σε и результат
проинтегрируем по Ω. Получим равенство

d

dt

1∫
0

a(|z(0)|2 + ε)1/2dx+

+

1∫
0

∂a

∂t
(zσε − (|z(0)|2 + ε)1/2)dx+

+ε

1∫
0

Kb
∂z

∂x

∂z(0)

∂x
(|z(0)|2 + ε)−3/2dx = 0.

(2.19)
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Положим

A+(t) = {x ∈ Ω| z(x, t) > 0}, A−(t) = {x ∈ Ω| z(x, t) ≤ 0}.

Тогда
1∫

0

∂a

∂t
(zσε − (|z(0)|2 + ε)1/2)dx =

= −ε
∫

A+(t)

∂a

∂t
(|z|2 + ε)−1/2dx− ε1/2

∫
A−(t)

∂a

∂t
dx,

1∫
0

a(|z(0)|2 + ε)1/2dx =

∫
A+(t)

a(|z|2 + ε)1/2dx+ ε1/2

∫
A−(t)

adx,

1∫
0

a(|z(0)|2 + ε)1/2 |t=0 dx = ε1/2

1∫
0

a |t=0 dx,

∫
A+(t)

a(|z|2 + ε)1/2dx ≥
∫

A+(t)

a|z|dx =

1∫
0

az(0)dx.

Проинтегрировав равенство (2.19) по времени, получим∫
A+(t)

a(|z|2 + ε)1/2dx+ ε1/2

∫
A−(t)

adx+

+ε

t∫
0

∫
A+(τ)

Kb|∂z
∂x
|2(z2 + ε)−3/2dxdτ =

= ε

t∫
0

∫
A+(τ)

∂a

∂τ
(|z|2 + ε)−1/2dxdτ+
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+ε1/2

t∫
0

∫
A−(τ)

∂a

∂τ
dxdτ + ε1/2

1∫
0

a |t=0 dx.

Следовательно

1∫
0

az(0)dx ≤ ε1/2

t∫
0

1∫
0

|∂a
∂τ
|dxdτ + ε1/2

1∫
0

a |t=0 dx.

Переходя к пределу при ε→ 0 получим, что z(0) = 0, т.е.
U ≥ 0.

Уравнение (2.18), после умножения на U l−1(x, t), l > 2,
можно представить в виде:

1

l

∂(aU l)

∂t
+ (l − 1)KbU l−2

(
∂U

∂x

)2

+

+
l − 1

l
U l∂a

∂t
=

∂

∂x

(
KbU l−1∂U

∂x

)
.

Тогда

1

l

d

dt

1∫
0

aU ldx ≤ l − 1

l
max
0≤x≤1

|1
a

∂a

∂t
|

1∫
0

aU ldx.

Следовательно,

y′(t) ≤ l − 1

l
max
0≤x≤1

∣∣∣∣1a ∂a∂t
∣∣∣∣ y(t), yl(t) =

1∫
0

(a1/lU)ldx,

y(t) ≤ y(0) exp

 l − 1

l

t∫
0

max
0≤x≤1

|1
a

∂a

∂t
|dτ

 .
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После предельного перехода при l→∞, получим

max
0≤x≤1

U(x, t) ≤ max
0≤x≤1

ρ0(x) exp


t∫

0

max
0≤x≤1

|1
a

∂a

∂t
|dτ

 .

Учитывая, что max
0≤x≤1

ρ0(x) ≤M1 и выбирая t из условия

t ≤ t2, exp


t2∫

0

max
0≤x≤1

∣∣∣∣1a ∂a∂t
∣∣∣∣ dτ
 ≤ 2,

приходим к утверждению леммы об оценке сверху. Для
получения оценки снизу уравнение (2.18) представим в
виде (z(x, t) = 1/U(x, t))

1

l

∂(azl)

∂t
+ (l + 1)Kbzl−2

(
∂z

∂x

)2

−

− l + 1

l
zl
∂a

∂t
=

∂

∂x

(
Kbzl−1 ∂z

∂x

)
.

Откуда сначала получим неравенство

1

l

d

dt

1∫
0

azldx ≤ l + 1

l
max
0≤x≤1

∣∣∣∣1a ∂a∂t
∣∣∣∣

1∫
0

azldx,

а затем и оценку

max
0≤x≤1

1

U(x, t)
≤ max

0≤x≤1

1

ρ0(x)
exp


t∫

0

max
0≤x≤1

∣∣∣∣1a ∂a∂t
∣∣∣∣ dτ
 ≤ 2

m1

.

Лемма 2.3 доказана.
С учетом леммы 2.3 и свойств ω̄ имеем следующие

оценки [28, гл.3]:

|ρ|α,α/2,Qt0 ≤ C2,
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|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C3(1 + |ρ0|2+α,Ω+

|ρ̄x|α,α/2,Qt0 + |ω̄t|α,α/2,Qt0 + |ω̄x|α,α/2,Qt0 ),

в которых постоянные C2, C3 зависят от K1, m0, m1, M0,
M1. Следовательно

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C4(K1,m0,m1,M0,M1).

Положим C5 = max{C1, C4}. Выберем K2 таким образом,
чтобы C5 ≤ K1+K2

2
. Тогда при t0 < min(t1, t2, (K1 +K2)−1)

получим

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ K1 +K2, |ω|2+α,1+α/2,Qt0

≤ K1 +K2.

Остается проверить условия

|ρ|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ K1, |ω|1+α,(1+α)/2,Qt0

≤ K1.

Интегрируя уравнение (2.17) по времени, получим
|ρ|0,Qt0 ≤ C6t0. Из уравнения (2.15) аналогично имеем
|ω|0,Qt0 ≤ C7t0. Используя для ρ, ω неравенство вида [5,
с.35]

|u|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ C|u|c2+α,1+α/2,Qt0

|u|1−c0,Qt0
,

c = (1 + α)(2 + α)−1,

выводим, что существует достаточно малое значение t0,
зависящее от K1 и K2, такое, что справедливы оценки
|ρ|1+α,(1+α)/2,Qt0

≤ K1, |ω|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ K1.

Таким образом, оператор Λ отображает множество V
в себя при достаточно малых t0. Используя полученные
выше оценки, легко доказать непрерывность оператора
Λ в норме пространства C2+β,1+β/2(Qt0). Согласно тео-
реме Тихонова-Шаудера существует неподвижная точка
(ρ, ω) ∈ V оператора Λ.

Установим единственность решения задачи (2.9)–
(2.11).
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Пусть (ρ
(1)
f , φ(1)) и (ρ

(2)
f , φ(2)) – суть два различных ре-

шения задачи. Их разность ρ = ρ
(1)
f − ρ

(2)
f , φ = φ(1) − φ(2)

есть решение линейной однородной системы

∂

∂t
(d0ρ+ d1φ)− ∂

∂x
(d2

∂ρ

∂x
+ d3ρ+ d4φ) = 0, (2.20)

∂

∂t
(h0φ)− h1ρ+ V (t) = 0, (2.21)

V (t) = P 0(φ(1), ρ
(1)
f )− P 0(φ(2), ρ

(2)
f ) =

=

1∫
0

(h2(x, t)ρ(x, t) + h3(x, t)φ(x, t))dx,

с нулевыми начальными и граничными условиями φ |t=0=
ρ |t=0= ∂ρ

∂x
|x=0,x=1= 0.

Коэффициенты di(x, t), hj(x, t), i = 0, ..., 4, j = 0, ..., 3,
имеют вид

d0 = a(φ(1)) > 0, d1 =
(a(φ(1))− a(φ(2)))ρ

(2)
f

φ(1) − φ(2)
> 0,

d2 = K(φ(2))b(ρ
(2)
f ) > 0, d3 = K(φ(1))

b(ρ
(1)
f )− b(ρ(2)

f )

ρ
(1)
f − ρ

(2)
f

∂ρ
(1)
f

∂x
,

d4 = b(ρ
(2)
f )

K(φ(1))−K(φ(2))

φ(1) − φ(2)

∂ρ
(1)
f

∂x
,

h0 =
G(φ(1))−G(φ(2))

φ(1) − φ(2)
> 0, h1 =

p(ρ
(1)
f )− p(ρ(2)

f )

ρ
(1)
f − ρ

(2)
f

,

h2 =
a1(φ(1))

1− φ(1)

pf (ρ
(1)
f )− pf (ρ(2)

f )

ρ
(1)
f − ρ

(2)
f

 1∫
0

a1(φ(1))

1− φ(1)
dx

−1

,
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h3 =

(
a1(φ(1))

1− φ(1)
− a1(φ(2))

1− φ(2)

)
(φ(1) − φ(2))−1·

·

pf (ρ(2)
f )

 1∫
0

a1(φ(1))

1− φ(1)
dx

−1

−

−
1∫

0

a1

(
φ(2)
)

1− φ(2)
pf (ρ

(2)
f )dx

 1∫
0

a1(φ(1))

1− φ(1)
dx

1∫
0

a1(φ(2))

1− φ(2)
dx

−1


и являются ограниченными для всех x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ].
С учетом (2.21) уравнение (2.20) можно представить в

виде

∂

∂t
(d0ρ) +

d1

h0

(h1ρ− V (t)) + h0φ
∂

∂t

(
d1

h0

)
−

− ∂

∂x

(
d2
∂ρ

∂x
+ d3ρ+ d4φ

)
= 0.

(2.22)

Уравнение (2.22) умножим на ρ(x, t) и результат проин-
тегрируем по x от 0 до 1. После стандартных преобразо-
ваний получим неравенство

d

dt

1∫
0

ρ2
1(x, t)dx ≤ C(

1∫
0

ρ2
1(x, t)dx+

+

1∫
0

u2(x, t)dx+ V 2(t)),

(2.23)

в котором ρ1(x, t) = d
1/2
0 |ρ(x, t)|, u(x, t) = h0φ(x, t). Здесь и

далее через C будем обозначать постоянную, зависящую
от T и величин

max
(x,t)∈QT

1

φ(i)(x, t)
, max

(x,t)∈QT

1

1− φ(i)(x, t)
,
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max
(x,t)∈QT

ρ
(i)
f (x, t), max

(x,t)∈QT

1

ρ
(i)
f (x, t)

,

max
(x,t)∈QT

‖∂φ
(i)(x, t)

∂t
‖, max

(x,t)∈QT
‖
∂ρ

(i)
f (x, t)

∂t
‖,

max
(x,t)∈QT

‖
∂ρ

(i)
f (x, t)

∂x
‖, i = 1, 2.

Для V (t) имеем следующую оценку

|V (t)| ≤ C

1∫
0

(ρ1(x, t) + |u(x, t)|)dx.

Проинтегрировав уравнение (2.21) по времени и учиты-
вая оценку для V (t), выводим

|u(x, t)| ≤ C

t∫
0

(ρ1(x, τ) + |V (τ)|)dτ ≤

≤ C

 t∫
0

ρ1(x, τ)dτ +

t∫
0

1∫
0

ρ1(x, τ)dxdτ +

t∫
0

1∫
0

|u(x, τ)|dxdτ

 .

Интегрируя последнее неравенство по x от 0 до 1, прихо-

дим к неравенству Гронуолла для функции
1∫

0

|u(x, t)|dx:

1∫
0

|u(x, t)|dx ≤ C

 t∫
0

1∫
0

ρ1(x, τ)dxdτ +

t∫
0

1∫
0

|u(x, τ)|dxdτ

 .

Поэтому
1∫

0

|u(x, t)|dx ≤ C

t∫
0

1∫
0

ρ1(x, τ)dxdτ,
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|V (t)| ≤ C

 1∫
0

ρ1(x, t)dx+

t∫
0

1∫
0

ρ1(x, τ)dxdτ

 ,

и, следовательно,

|u(x, t)| ≤ C

 t∫
0

ρ1(x, τ)dτ +

t∫
0

1∫
0

ρ1(x, τ)dxdτ

 .

Тогда из (2.23) получим

d

dt
‖ρ1(t)‖2 ≤ C(‖ρ1(t)‖2 +

t∫
0

‖ρ1(τ)‖2dτ). (2.24)

Полагая w(t) =

t∫
0

‖ρ1(τ)‖dτ, из (2.24) выводим

d2w

dt2
≤ C

(
dw

dt
+ w(t)

)
.

Откуда, сначала выводим неравенство

d

dt

(
et
(
dw

dt
− (C + 1)w

))
+ wet ≤ 0,

из которого следует

dw

dt
≤ (C + 1)w.

Поэтому w(t) = 0 и ρ = 0, φ = 0. Лемма 2.1 доказана.
После нахождения φ и ρf находим ptot = P 0(ρf , φ).

Откуда ps = (p0 − φpf )(1 − φ)−1. Из уравнения ∂vs
∂x

=
−a1(φ)(1 − φ)−1(ptot − pf ) находим vs, а из закона Дар-
си получим vf = vs − k(φ)(1− φ)φ−1 ∂pf

∂x
.
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Поскольку (φ, ρf ) ∈ C2+α,1+α
2 (Qt0), то имеем:

vs ∈ C3+α,1+α
2 (Qt0), (pf , ps) ∈ C2+α,1+α

2 (Qt0),

vf ∈ C1+α,1+α
2 (Qt0).

Теорема 2.1 доказана.

2 Локальная разрешимость по времени в
поле силы тяжести

Сформулируем основной результат.

Теорема 2.2. Пусть данные задачи (2.1)–(2.5) подчиня-
ются следующим условиям:
1. функции k(φ), ξ(φ) и их производные до второго поряд-
ка непрерывны для φ ∈ (0, 1), ρf > 0, и удовлетворяют
условиям

k−1
0 φq1(1− φ)q2 ≤ k(φ) ≤ k0φ

q3(1− φ)q4 ,

1/ξ(φ) = a0(φ)φα1(1− φ)α2−1,

0 < R1 ≤ a0(φ) ≤ R2, pf = Rρf ,

где R – известная положительная постоянная,
k0, αi, Ri, i = 1, 2 – положительные постоянные,
q1, ..., q4 – фиксированные вещественные числа,
2. начальные условия φ0, ρ0 и функция g удовлетворяют
следующим условиям гладкости: φ0 ∈ C2+α(Ω), ρ0 ∈
C2+α(Ω), g ∈ C1+α,1+α/2(Q̄T ), и условиям согласования

((1− φ0)
dpf (ρ

0)

dx
− ρ0g(x, 0)) |x=0,x=1= 0,

а также удовлетворяют неравенствам

0 < m0 ≤ φ0(x) ≤M0 < 1, 0 < m1 ≤ ρ0(x) ≤M1 <∞,
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0 < g(x, t) ≤ g0 <∞, x ∈ Ω,

где m0, M0, m1, M1, g0 – известные положительные
постоянные.
Тогда задача (2.1)–(2.5) имеет единственное локальное
классическое решение, т. е. существует значение t0 ∈
(0, T ) такое, что

vs(x, t) ∈ C3+α,1+α/2(Qt0),

(φ(x, t), ps(x, t), pf (x, t), ρf (x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0),

vf (x, t) ∈ C1+α,1+α/2(Qt0).

Более того 0 < φ(x, t) < 1, ρf (x, t) > 0 в Qt0.

Преобразуем систему (2.1)–(2.5). Следуя [113], прихо-
дим к следующей задаче в переменных Лагранжа для
отыскания функций ρf , φ:

∂

∂t
(a(φ)ρf )−

∂

∂x

(
K(φ)b(ρf )

∂ρf
∂x
− K(φ)

1− φ
ρ2
fg

)
= 0, (2.25)

∂G

∂t
= pf − ptot, (2.26)(

(1− φ)
∂pf (ρf )

∂x
− ρfg

)
|x=0,x=1= 0,

ρf |t=0= ρ0(x), φ |t=0= φ0(x),

(2.27)

где функции G(φ) и ptot определяются равенствами
dG

dφ
=

1

a1(φ)(1− φ)
, ptot = p0(t)−

∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ.

Функция p0(t) определяется из представления для ptot,
реологического уравнения, связывающего эффективное
давление и пористость, и условия vs|x=0,1 = 0:

p0(t) =

1∫
0

a1(φ)

1− φ
(pf +

x∫
0

ρtotg

1− φ
dξ)

 dx·
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·

 1∫
0

a1(φ)

1− φ
dx

−1

≡ P 0(φ, ρf ).

Лемма 2.4. Пусть данные задачи (2.25)–(2.27) удовле-
творяют условиям теоремы 2.2. Тогда задача (2.25)–
(2.27) имеет единственное локальное решение, т.е. су-
ществует значение t0 такое, что

(φ(x, t), ρf (x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0).

Более того, 0 < φ(x, t) < 1, ρf (x, t) > 0 в Qt0.

Разрешимость задачи (2.25)–(2.27) устанавливается с
помощью теоремы Тихонова-Шаудера о неподвижной
точке [59; с.227].

Поскольку функция ψ = G(φ) при φ ∈ (0, 1) строго мо-
нотонна, то существует обратная функция φ = G−1(ψ).
Положим ρ(x, t) = ρf (x, t) − ρ0(x), ω(x, t) = G(φ) −
G(φ0). Представим уравнения (2.25),(2.26) в виде

∂

∂t

(
a(ω)(ρ+ ρ0)

)
=

∂

∂x
(K(ω)b(ρ+ ρ0)·

·∂(ρ+ ρ0)

∂x
− K(ω)

1− φ(ω)
(ρ+ ρ0)2g),

(2.28)

∂ω

∂t
= pf (ρ+ ρ0)− ptot, (1− φ(ω))

∂ptot
∂x

= −ρtotg. (2.29)

Здесь a(ω) = φ(ω)
1−φ(ω)

, K(ω) = k(φ(ω))(1− φ(ω)), φ(ω) =

G−1(ω +G(φ0)). Причем

ρ |t=0= ω |t=0= ((1− φ(ω))
∂(ρ+ ρ0)

∂x
− (ρ+ ρ0)g) |x=0,x=1= 0,

ptot|x=0 = p0(t).

В качестве банахова пространства выберем простран-
ство C2+β,1+β/2(Qt0), где β – любое число из отрезка (0, α),
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α ∈ [0, 1). Положим

V = {ρ̄(x, t), ω̄(x, t) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0)|

ρ̄ |t=0= ω̄ |t=0=

=

(
(1− φ(ω̄))

∂(ρ̄+ ρ0)

∂x
− (ρ̄+ ρ0)g

)
|x=0,x=1= 0,

m̂1 − ρ0(x) ≤ ρ̄(x, t) ≤ M̂1 − ρ0(x) <∞,

m̂1 =
m1

2

(
1 +

g0

R(1−M0)

)−1

,

M̂1 = 2M1

(
1 +

g0

R(1−M0)

)
,

G
(m0

2

)
−G(φ0) ≤ ω̄(x, t) ≤ G

(
M0 + 1

2

)
−G(φ0) <∞,

(x, t) ∈ Qt0 ,

(|ω̄|1+α,(1+α)/2,Qt0
, |ρ̄|1+α,(1+α)/2,Qt0

) ≤ K1,

(|ω̄|2+α,(2+α)/2,Qt0
, |ρ̄|2+α,(2+α)/2,Qt0

) ≤ K1 +K2},
где K1 - произвольная положительная постоянная, а по-
ложительная постоянная K2 будет указана позже. За-
метим, что на множестве V справедливы неравенства:
0 < m0

2
≤ φ(ω̄) ≤ M0+1

2
< 1, a(ω̄) > 0, K(ω̄) > 0.

Построим оператор Λ, отображающий V в V . Пусть
ω̄, ρ̄ ∈ V . Из уравнений (2.29) определим функцию ω
равенством

ω =

t∫
0

(
R(ρ̄(x, τ) + ρ0(x))− P 0(φ̄, ρ̄) +

+

x∫
0

g(ρs + (ρ̄+ ρ0(ξ))
φ(ω̄)

1− φ(ω̄)
)dξ

 dτ.

(2.30)
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Из представления (2.30) следует, что гладкость ω опре-
деляется гладкостью функций ρ̄, ω̄, ρ0, p0 и g, а также
существует такое значение t1 = t1(m0, M0, m1, M1), что
для всех t0 ≤ t1 справедливо неравенство

0 <
m0

2
≤ φ(x, t) ≤ M0 + 1

2
, (x, t) ∈ Qt0 . (2.31)

В частности, имеем оценку

|ω|2+α,1+α/2,Qt0
=

C1(m0,M0,m1,M1, K1, T, |g|1+α,Ω, |ρ0|2+α,Ω, |p0|α/2,[0,T ])·
·(1 + t0|ρ̄xx|α,α/2,Ω).

С учетом (2.31) для функции ω(x, t) имеем оценку

G
(m0

2

)
≤ ω(x, t) +G(φ0) ≤ G

(
M0 + 1

2

)
.

Используя (2.28), ρ̄ и ω̄(x, t), найдем ρ(x, t) как реше-
ние задачи (здесь и далее предполагается, что начальные
и граничные условия согласованы):

∂

∂t

(
a(ω̄)(ρ+ ρ0)

)
=

∂

∂x

(
K(ω̄)b(ρ̄)

∂(ρ+ ρ0)

∂x
−

− K(ω̄)

1− φ(ω̄)
(ρ̄+ ρ0)(ρ+ ρ0)g

)
,

(2.32)

ρ |t=0= 0, ((1− φ(ω̄))R
∂(ρ+ ρ0)

∂x
− (ρ+ ρ0)g) |x=0,x=1= 0.

Уравнение для ρ(x, t) является равномерно параболиче-
ским. С учетом свойств ω̄(x, t) и ρ0(x) задача (2.32) имеет
классическое решение [28]. Кроме того, имеем следую-
щую оценку:∣∣∣∣ 1

a(ω̄)

∂a(ω̄)

∂t

∣∣∣∣ ≤ C0

(
m0,M0,m1,M1, max

0≤t≤T
|p0(t)|

)
.
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При дополнительном условии малости на величину ин-
тервала времени справедливо следующее утверждение.

Лемма 2.5. Существуют такие t2, t3, что при t0 ≤
min(t1, t2, t3), классическое решение задачи (2.32) удовле-
творяет в Qt0 неравенству

0 < m̂1 ≤ ρ(x, t) + ρ0(x) ≤ M̂1 <∞.

Доказательство. Полагая U(x, t) = ρ(x, t) + ρ0(x), за-
дачу (2.32) представим в виде

∂

∂t
(a(ω̄)U) =

∂

∂x

(
K(ω̄)b(ρ̄)

∂U

∂x
− K(ω̄)

1− φ(ω̄)
(ρ̄+ ρ0)Ug

)
,

(
∂U

∂x
− d̃U

)
|x=0,x=1= 0, U |t=0= ρ0,

(2.33)
где d̃ = g

(1−φ(ω̄))R
. Сначала покажем, что U(x, t) ≥ 0,

(x, t) ∈ Qt0 . В уравнении (2.33) сделаем замену U(x, t) =
−z(x, t). Тогда

z
∂a

∂t
+ a

∂z

∂t
=

∂

∂x

(
Kb

∂z

∂x
− K

1− φ(ω̄)
(ρ̄+ ρ0)gz

)
.

Положим

z(0)(x, t) = max{z, 0}, z(0)(x, t) |t=0= max{−ρ0, 0} = 0,

σε(x, t) = z(0)(x, t)(|z(0)(x, t)|2 + ε)−1/2, ε > 0.

Уравнение для функции z умножим на σε и результат
проинтегрируем по Ω. Следуя [114], получим оценку

1∫
0

az(0)dx ≤ ε1/2

t∫
0

1∫
0

∣∣∣∣∂a∂τ
∣∣∣∣ dxdτ + ε1/2

1∫
0

a |t=0 dx.
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Переходя к пределу при ε→ 0 получим, что z(0) = 0, т.е.
U ≥ 0.

Задачу (2.33) представим в виде:

Ut− ã11Uxx + ã1Ux + ãU = 0, (Ux− d̃U)|x=0,1 = 0, (2.34)

где

ã11 =
Kb

a
, d =

kgρ̄f
1− φ̄

, ã1 =
d− (Kb)x

a
,

ã =
at + dx
a

, d̃ =
g

(1− φ̄)R
.

Следуя [28], перейдем от функции U(x, t) к новой
функции w(x, t), связанной с ней равенством w(x, t) =
e−λtϕ(x)U(x, t), где

ϕ = −mx2 +mx+ 1 > 0, m ≡ 2 max
Qt
|d̃| = 4g0

(1−M0)R
,

а число λ будет указано позже.
Функция ω вследствие (2.34) является решением зада-

чи

ωt − ã11ωxx +

(
ã1 +

2ã11ϕx
ϕ

)
ωx+

+

(
−2ã11

ϕ2
x

ϕ2
+ ã11

ϕxx
ϕ
− ã1

ϕx
ϕ

+ ã+ λ

)
ω = 0,

ωx|x=0,1 =

((
ϕx
ϕ

+ d̃

)
ω

)
|x=0,1,

где ωx|x=0 ≥ 0, ωx|x=1 ≤ 0, т. к. ϕ|x=0,1 = 1, ϕx|x=0 =

m > 0, ϕx|x=1 = −m ≡ −2 max d̃ < 0. Выберем

λ > max
Qt

[
2ã11

ϕ2
x

ϕ2
− ã11

ϕxx
ϕ

+ ã1
ϕx
ϕ
− ã
]
.
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Тогда функция ω достигает положительного максимума
при t = 0, т. е.

U(x, t)e−λtϕ(x) ≤ max
Qt

(U(x, t)e−λtϕ(x)) = max
Qt

ω(x, t) ≤

≤ max
x

ω|t=0 = max
x

(U(x, t)e−λtϕ(x))|t=0.

Поэтому имеем оценку сверху для U :

U ≤ eλtM1

(
1 +

g0

(1−M0)R

)
.

Тогда существует значение t2 = ln 21/λ, что для всех t ≤ t2
имеем оценку для ρ сверху из леммы 2.5.

Для получения оценки снизу уравнение (2.33) предста-
вим в виде (z(x, t) = 1/U(x, t))

zt − ã11zxx +
2ã11

z
(z2
x) + ã1zx − ãz = 0.

Перейдем от функции z(x, t) к новой функции w1(x, t),
связанной с ней равенством w1(x, t) = e−λ1tϕ(x)z(x, t), где
функция ϕ определяется как и раньше для оценки сверху,
а число λ1 будет указано позже.

Функция ω1 является решением задачи

ω1t − ã11ω1xx +

(
ã1 +

2ã11ϕx
ϕ

− 4ã11
ϕx
ϕ2

)
ω1x+

+

(
−2ã11

ϕ2
x

ϕ2
+ ã11

ϕxx
ϕ
− ã1

ϕx
ϕ

+ 2ã11
ϕ2
x

ϕ3
−

−ã+ λ1

)
ω1 + 2ã11

ω2
1x

ϕ2ω
= 0,

ω1x|x=0,1 =

((
ϕx
ϕ
− d̃
)
ω1

)
|x=0,1,



50 Глава 2

где ω1x|x=0 ≥ 0, ω1x|x=1 ≤ 0, т. к. ϕ|x=0,1 = 1, ϕx|x=0 =

m > 0, ϕx|x=1 = −m ≡ −2 max d̃ < 0. Выберем

λ1 > max
Qt

[
2ã11

ϕ2
x

ϕ2
− ã11

ϕxx
ϕ

+ ã1
ϕx
ϕ
− 2ã11

ϕ2
x

ϕ3
+ ã

]
,

тогда функция ω1 достигает положительного максимума
при t = 0. Т. е.

max
Qt

(
1

U(x, t)
e−λ1tϕ(x)

)
= max

Qt
ω1(x, t) ≤

≤ max
x

ω1|t=0 = max
x

(
1

U(x, t)
e−λ1tϕ(x)

)
|t=0.

Откуда имеем, что

1

U(x, t)
≤ 1

m1

eλ1t
(

1 +
g0

R(1−M0)

)
.

Поэтому

U(x, t) ≥ m1e
−λ1t

(
1 +

g0

R(1−M0)

)−1

.

Тогда существует значение t3 = ln 21/λ1 , что для всех
t ≤ t3 имеем оценку для ρ снизу из леммы 2.5. Лемма 2.5
доказана.

С учетом леммы 2.5 и свойств ω̄ имеем следующие
оценки [28, гл.3]:

|ρ|α,α/2,Qt0 ≤ C2,

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C3

(
1 + |ρ0|2+α,Ω + |ρ̄x|α,α/2,Qt0+

+|ω̄t|α,α/2,Qt0 + |ω̄x|α,α/2,Qt0
)
,

в которых постоянные C2, C3 зависят от K1, m0, m1, M0,
M1. Следовательно

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C4(K1,m0,m1,M0,M1).
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Положим C5 = max{C1, C4}. Выберем K2 таким образом,
чтобы C5 ≤ K1+K2

2
. Тогда при t0 < min(t1, t2, (K1 +K2)−1)

получим

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ K1 +K2, |ω|2+α,1+α/2,Qt0

≤ K1 +K2.

Остается проверить условия

|ρ|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ K1, |ω|1+α,(1+α)/2,Qt0

≤ K1.

Интегрируя уравнение (2.32) по времени, получим
|ρ|0,Qt0 ≤ C6t0. Из уравнения (2.30) аналогично имеем
|ω|0,Qt0 ≤ C7t0. Используя для ρ, ω неравенство вида [5,
с.35]

|u|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ C|u|c2+α,1+α/2,Qt0

|u|1−c0,Qt0
,

c = (1 + α)(2 + α)−1,

выводим, что существует достаточно малое значение t0,
зависящее от K1 и K2, такое, что справедливы оценки
|ρ|1+α,(1+α)/2,Qt0

≤ K1, |ω|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ K1.

Таким образом, оператор Λ отображает множество V
в себя при достаточно малых t0. Используя полученные
выше оценки, легко доказать непрерывность оператора
Λ в норме пространства C2+β,1+β/2(Qt0). Согласно тео-
реме Тихонова-Шаудера существует неподвижная точка
(ρ, ω) ∈ V оператора Λ. Единственность устанавливается
стандартным образом [5].

Лемма 2.4 доказана.
Поскольку (φ, ρf ) ∈ C2+α,1+α

2 (Qt0), то имеем:

vs ∈ C3+α,1+α
2 (Qt0), (pf , ps) ∈ C2+α,1+α

2 (Qt0),

vf ∈ C1+α,1+α
2 (Qt0).

Теорема доказана.
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3 Локальная разрешимость по времени в
случае полного уравнения баланса сил

Рассматривается следующая квазилинейная система
уравнений составного типа, описывающая одномерное
нестационарное движение вязкой сжимаемой жидкости
в деформируемой пористой среде:

∂(1− φ)ρs
∂t

+
∂

∂x
((1− φ)ρsvs) = 0,

∂(ρfφ)

∂t
+

∂

∂x
(ρfφvf ) = 0,

(2.35)

φ(vf − vs) = −k(φ)

(
∂pf
∂x
− ρfg

)
, (2.36)

∂vs
∂x

= − 1

ξ(φ)
pe, pe = ptot − pf , (2.37)

∂

∂x

(
2η(1− φ)

∂vs
∂x

)
= ρtotg +

∂ptot
∂x

, (2.38)

ptot = φpf + (1− φ)ps, ρtot = φρf + (1− φ)ρs,

решаемая в области (x, t) ∈ QT = Ω × (0, T ), Ω = (0, 1),
при краевых и начальных условиях

vs |x=0,x=1= vf |x=0,x=1= 0,

φ |t=0= φ0(x), ρf |t=0= ρ0(x).
(2.39)

Здесь под решением задачи (2.35) – (2.39) будем пони-
мать совокупность функций vs ∈ C3+α,1+α/2(QT ) (φ, ρf ,
pf , ps) ∈ C2+α,1+α/2(QT ), vf ∈ C1+α,1+α/2(QT ) таких, что
0 < φ < 1, ρf > 0, pf > 0. Эти функции удовлетворя-
ют уравнениям (2.35) – (2.38) и начальным и граничным
условиям (2.39) как непрерывные в QT функции.

Сформулируем основной результат.
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Теорема 2.3. Пусть выполнены условия теоремы 2.1.
Тогда задача (2.35) – (2.39) имеет единственное локаль-
ное классическое решение, т.е. существует значение t0
такое, что

vs(x, t) ∈ C3+α,1+α/2(Qt0),

(φ(x, t), ps(x, t), pf (x, t), ρf (x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0),

vf (x, t) ∈ C1+α,1+α/2(Qt0).

Более того 0 < φ(x, t) < 1, ρf (x, t) > 0 в Qt0.

Переходя к массовым переменным Лагранжа анало-
гичным пункту 1.1.2 образом, приходим к следующей си-
стеме

∂(1− φ)

∂t
+ (1− φ)2∂vs

∂x
= 0,

∂

∂t

(
ρf

φ

1− φ

)
+

∂

∂x
(ρfφ(vf − vs)) = 0,

(2.40)

φ(vs − vf ) = k(φ)(1− φ)
∂pf
∂x

, (2.41)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −a1(φ)(ptot − pf ), (2.42)

∂ptot
∂x

=
∂

∂x

(
2η(1− φ)2∂vs

∂x

)
. (2.43)

В безразмерных переменных (аналогично параграфу
1.1.1) область изменения x есть единичный отрезок [0, 1],
а система уравнений (2.40)–(2.43) сохранит свою форму.

Используя реологическое соотношение (2.42) и баланс
сил (2.43), а также условия vs|x=0,1 = 0, находим

ptot =
2ηa1(φ)(1− φ)pf + p0(t)

1 + 2ηa1(φ)(1− φ)
,
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p0(t) =

1∫
0

a1(φ)pf
(1− φ)(1 + 2ηa1(φ)(1− φ))

dx·

·

 1∫
0

a1(φ)

(1− φ)(1 + 2ηa1(φ)(1− φ))
dx

 .

Второе уравнение системы с учетом закона Дарси при-
нимает вид

∂

∂t

(
ρf

φ

1− φ

)
− ∂

∂x

(
ρfk(φ)(1− φ)

∂pf
∂x

)
= 0.

Из первого и четвертого уравнений системы (2.40)–(2.43)
следует:

1

1− φ
∂φ

∂t
=

a1(φ)

1 + 2ηa1(φ)(1− φ))
(pf − p0).

Это уравнение можно представить в виде

∂G(φ)

∂t
= pf − p0,

где функция G(φ) определяется равенством

dG(φ)

dφ
=

1 + 2ηa1(φ)(1− φ))

(1− φ)a1(φ)
.

Положим

a(φ) =
φ

1− φ
, K(φ) = k(φ)(1− φ), b(ρf ) = ρf

∂pf (ρf )

∂ρf
.

Учитывая условия (2.39), приходим к следующей за-
даче для отыскания функций ρf , φ:

∂

∂t
(a(φ)ρf )−

∂

∂x
(K(φ)b(ρf )

∂ρf
∂x

) = 0, (2.44)
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∂G(φ)

∂t
= pf (ρf )− p0(t), (2.45)

∂ρf
∂x
|x=0,x=1= 0, ρf |t=0= ρ0(x), φ |t=0= φ0(x). (2.46)

Лемма 2.6. Пусть данные задачи (2.44) – (2.46) удовле-
творяют условиям теоремы 2.3. Тогда задача (2.44) –
(2.46) имеет единственное локальное решение, т.е. су-
ществует значение t0 такое, что

(φ(x, t), ρf (x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0),

Более того 0 < φ(x, t) < 1, ρf (x, t) > 0 в Qt0.

Положим ρ(x, t) = ρf (x, t) − ρ0(x) и представим урав-
нения (2.44), (2.45) в виде

∂

∂t

(
a(φ)(ρ+ ρ0)

)
=

∂

∂x

(
K(φ)b(ρ+ ρ0)

∂(ρ+ ρ0)

∂x

)
,

∂G(φ)

∂t
= pf (ρ+ ρ0)− p0(t). (2.47)

причем

ρ |t=0=
∂(ρ+ ρ0)

∂x
|x=0,x=1= 0, φ |t=0= φ0(x).

В качестве банахова пространства выберем простран-
ство C2+β,1+β/2(Qt0), где β – любое число из отрезка (0, α),
α ∈ [0, 1). Положим

V = {ρ̄(x, t), φ̄(x, t) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0)|,

ρ̄ |t=0=
∂ρ̄

∂x
|x=0,x=1= 0,

0 <
m1

2
− ρ0(x) ≤ ρ̄(x, t) ≤ 2M1 − ρ0(x) <∞,

0 <
m0

2
≤ φ̄(x, t) ≤ M0 + 1

2
< 1, (x, t) ∈ Qt0 ,
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(|φ̄|1+α,(1+α)/2,Qt0
, |ρ̄|1+α,(1+α)/2,Qt0

) ≤ K1,

(|φ̄|2+α,(2+α)/2,Qt0
, |ρ̄|2+α,(2+α)/2,Qt0

) ≤ K1 +K2},

где K1 - произвольная положительная постоянная, а по-
ложительная постоянная K2 будет указана позже.

Построим оператор Λ, отображающий V в V . Пусть
φ̄, ρ̄ ∈ V . Используя (2.47) определим функцию φ равен-
ством

G(φ) = G(φ0) +

t∫
0

(pf (ρ̄(x, τ) + ρ0(x))−

−
1∫

0

a1(φ̄)

(1− φ̄)(1 + 2ηa1(φ)(1− φ))
pf (ρ̄(x, τ) + ρ0(x))dx·

·

 1∫
0

a1(φ̄)

(1− φ̄)(1 + 2ηa1(φ)(1− φ))
dx

−1

)dτ.

(2.48)
Лемма 2.7* и лемма 2.8* формулируются аналогичным

образом и доказываются так же, как в пункте 1.1 лем-
мы 2.2 и 2.3 соответственно. Дальнейшие рассуждения и
доказательство единственности решения задачи сохраня-
ются. Таким образом теорема 2.3 доказана.

Замечание. В случае полного уравнения баланса сил
при воздействие на систему внешних сил (сила тяжести),
поскольку вязкость жидкости намного меньше вязкости
скелета и девиатор тензора напряжений жидкости доста-
точно мал, система уравнений, описывающая одномерное
нестационарное движение сжимаемой жидкости в вязкой
пористой среде, выглядит следующим образом [82], [90],



Классическая разрешимость одномерных задач фильтрации жидкости ... 57

[93], [63]:

∂(1− φ)ρs
∂t

+
∂

∂x
((1− φ)ρsvs) = 0,

∂(ρfφ)

∂t
+

∂

∂x
(ρfφvf ) = 0,

(2.49)

φ(vf − vs) = −k(φ)

(
∂pf
∂x
− ρfg

)
, (2.50)

∂vs
∂x

= −a1(φ)pe, pe = ptot − pf , (2.51)

∂

∂x

(
2η(1− φ)

∂vs
∂x

)
= ρtotg +

∂ptot
∂x

, (2.52)

После перехода в переменные Лагранжа аналогично
пункту 1.1.2 система (2.49)− (2.52) принимает вид

∂(1− φ)

∂t
+ (1− φ)2∂vs

∂x
= 0, (2.53)

∂

∂t

(
ρf

φ

1− φ

)
+

∂

∂x
(ρfφ(vf − vs)) = 0, (2.54)

φ(vs − vf ) = k(φ)

(
(1− φ)

∂pf
∂x
− ρfg

)
, (2.55)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −a1(φ)pe, pe = ptot − pf , (2.56)

(1− φ)
∂

∂x

(
(1− φ)2∂vs

∂x

)
= ρtotg + (1− φ)

∂ptot
∂x

. (2.57)

Из (2.57), с учетом (2.53), получаем представление для
ptot :

ptot =
∂φ

∂t
−
∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ + p1(t).

где функцию p1 определим позже.
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Далее уравнение (2.56) с учетом представления для ptot
представим в виде(

1

(1− φ)a1(φ)
+ 1

)
∂φ

∂t
−
∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ = pf − p1.

Найдем функцию p1. Проинтегрируем по x уравнение
(2.57), получим

(1− φ)2∂vs
∂x

=

∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ + ptot − p1.

С учетом уравнения (2.56) получим, что

ptot =

(
p1 −

∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ + (1− φ)a1(φ)pf

)
·

·(1 + (1− φ)a1(φ))−1.

Проинтегрируем уравнение (2.56) по x от 0 до 1. С уче-
том краевых условий vs|x=0,1 = vf |x=0,1 = 0 и последнего
представления для ptot получим представление для p1.

Таким образом, получаем систему уравнений для на-
хождения пористости и плотности:

∂

∂t
(a(φ)ρf )−

∂

∂x

(
K(φ)b(ρf )

∂ρf
∂x
− K(φ)

1− φ
ρ2
fg

)
= 0, (2.58)

∂G1

∂t
= Rρf − p1 +

∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ, (2.59)

где функции G1, p1 определяются следующим образом:

dG1

dφ
= 1 +

1

a1(φ)(1− φ)
,

p1 =

1∫
0

(
a1(φ)

(1− φ)(1 + a1(φ)(1− φ))
(Rρf +

∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ)

)
dx·
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·

 1∫
0

a1(φ)

(1− φ)(1 + a1(φ)(1− φ))
dx

−1

.

Применяя аналогичный пункту 1.2 подход, докажем
разрешимость начально-краевой задачи для уравнений
(2.58)− (2.59), дополненных условиями(

(1− φ)
∂pf (ρf )

∂x
− ρfg

)
|x=0,x=1= 0, pf = Rρf ,

ρf |t=0= ρ0(x), φ |t=0= φ0(x).

(2.60)

4 Глобальная разрешимость по времени

Рассматривается система (2.1)–(2.5), в которой истин-
ные плотности фаз принимаются постоянными.

Определение 2.1. Решением задачи (2.35) –
(2.39) называется совокупность функций φ, vs, vf ∈
C2+α,1+β(QT ), pf , ps ∈ C1+α,1+β(QT ), таких, что
0 < φ < 1. Эти функции удовлетворяют уравнени-
ям (2.35)–(2.38) и начальным и граничным условиям
(2.39) как непрерывные в QT функции.

Теорема 2.4. Пусть данные задачи (2.35) – (2.39) под-
чиняются следующим условиям: 1. функции k(φ), ξ(φ)
и их производные до второго порядка непрерывны для
φ ∈ (0, 1) и удовлетворяют условиям

k−1
0 φq1(1− φ)q2 ≤ k(φ) ≤ k0φ

q3(1− φ)q4 ,

1

ξ(φ)
= a0(φ)φα1(1− φ)α2−1, 0 < R1 ≤ a0(φ) ≤ R2 <∞,

где k0, αi, Ri, i = 1, 2 – положительные постоянные,
q1, ..., q4 – фиксированные вещественные числа. 2. функ-
ция g, начальная функция φ0 и граничная функция p0
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удовлетворяют следующим условиям гладкости

g ∈ C1+α,1+β(Q̄T ), φ0 ∈ C2+α(Ω̄T ) p0 ∈ C1+β(0, T ),

а также функции φ0 и g удовлетворяют неравенствам

0 < m0 ≤ φ0(x) ≤M0 < 1, |g(x, t)| ≤ g0 <∞, x ∈ Ω̄,

где m0, M0, g0 – известные положительные констан-
ты. Тогда задача (2.35) – (2.39) имеет единственное ло-
кальное классическое решение, т. е. существует значе-
ние t0 такое, что

(φ(x, t), vs(x, t), vf (x, t)) ∈ C2+α,1+β(Qt0),

(pf (x, t), ps(x, t)) ∈ C1+α,1+β(Qt0).

Более того 0 < φ(x, t) < 1 в Q̄t0 .

Теорема 2.5. Пусть дополнительно к условиям теоре-
мы 2.4 функции k(φ), ξ(φ) удовлетворяют условиям

k(φ) =
k

µ
φn, ξ(φ) = ηφ−m, n ≥ 1,m ≥ 1,

где k, µ, η – положительные постоянные. Тогда для всех
t ∈ [0, T ], T < ∞ существует единственное решение
задачи (2.35) – (2.39), причем существуют числа 0 <
m1 < M1 < 1 такие, что m1 ≤ φ(x, t) ≤M1, (x, t) ∈ QT .

4.1 Локальная разрешимость

При доказательстве теорем 2.4 и 2.5 удобно использо-
вать переменные Лагранжа [95]. Переход осуществляет-
ся аналогично пункту 1.1.2. В безразмерных переменных
Лагранжа система выглядит следующим образом:

∂(1− φ)

∂t
+ (1− φ)2∂vs

∂x
= 0,

∂

∂t

(
φ

1− φ

)
+

∂

∂x
(φ(vf − vs)) = 0,

(2.61)
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φ(vf − vs) = −k(φ)

(
(1− φ)

∂pf
∂x
− ρfg

)
, (2.62)

(1− φ)
∂ptot
∂x

= −ρtotg, (2.63)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −a1(φ)pe, a1(φ) =
1

ξ(φ)
. (2.64)

Второе уравнение (2.61) с учетом закона Дарси (2.62)
принимает вид

∂

∂t

(
φ

1− φ

)
− ∂

∂x

(
k(φ)((1− φ)

∂pf
∂x
− ρfg)

)
= 0. (2.65)

Из уравнений (2.61) и (2.64) следует, что
1

1− φ
∂φ

∂t
= −a1(φ)(ptot − pf ).

Последнее уравнение можно представить в виде

ptot − pf = −∂G(φ)

∂t
, (2.66)

где функция G(φ) определяется равенством
dG

dφ
=

1

a1(φ)(1− φ)
.

Уравнение (2.65) с учетом (2.63) и (2.66) перепишется
в виде
∂

∂t
(

φ

1− φ
) =

∂

∂x
(k(φ)((1−φ)

∂2G(φ)

∂x∂t
−g(ρtot+ρf ))). (2.67)

Оно дополняется следующими начально-краевыми усло-
виями:

φ|t=0 = φ0,(
k(φ)

(
(1− φ)

∂2G(φ)

∂x∂t
− g(ρtot + ρf )

))
|x=0,1 = 0.

(2.68)
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Лемма 2.7. Пусть данные задачи (2.67)–(2.68) удовле-
творяют условиям теоремы 2.4. Тогда задача (2.67)–
(2.68) имеет единственное локальное решение, т. е. су-
ществует значение t0 такое, что

φ ∈ C2+α,1+β(Qt0), φ ∈ (0, 1).

Без ограничения общности будем считать, что 0 <
φ1 ≤ φ2 < 1. Из определения функций G(φ) и a1(φ) имеем

0 < ∆G ≡ G(φ2)−G(φ1) =

φ2∫
φ1

ds

(1− s)a1(s)
≥ 1

R2

(φ2 − φ1).

Тогда имеет место оценка вида

R2|G(φ1)−G(φ2)| ≥ |φ1 − φ2|.

Следовательно,

|φ(x, t)− φ0(x)| ≤ δ(t), δ(t) −→ 0 при t −→ 0,

из которой следует, что существует такое значение t1 =
t1(m0,M0), что для всех t0 ≤ t1 справедливо неравенство

0 <
m0

2
≤ φ(x, t) ≤ M0 + 1

2
, (x, t) ∈ Qt0 . (2.69)

Полагая z(x, t) = ∂G/∂t, из (2.67)–(2.68) приходим к
следующей задаче для G, z

z =
∂G

∂t
, G|t=0 = G(φ0) ≡ G0(x), (2.70)

z

d(G)
− ∂

∂x

(
a(G)

∂z

∂x
− b(G)

)
= 0, (2.71)(

a(G)
∂z

∂x
− b(G)

)
|x=0,x=1= 0, (2.72)
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где

d(G) =
1− φ(G)

a1(φ(G))
, a(G) = k(φ(G))(1− φ(G)),

b(G) = k(φ(G))g((1− φ(G))ρs + (1 + φ(G))ρf ).

Разрешимость в малом устанавливается с помощью
теоремы Тихонова- Шаудера о неподвижной точке [5].

Положим ω(x, t) = G(φ) − G(φ0). Представим уравне-
ния (2.70),(2.71) в виде

z =
∂ω

∂t
, ω|t=0 = 0, (2.73)

z

d(ω)
− ∂

∂x

(
a(ω)

∂z

∂x
− b(ω)

)
= 0, (2.74)(

a(ω)
∂z

∂x
− b(ω)

)
|x=0,x=1= 0. (2.75)

В качестве банахова пространства выберем простран-
ство C2+ζ,1+γ(Qt0), где ζ – любое число из отрезка (0, α),
α ∈ [0, 1), γ – любое число из отрезка (0, β), β ∈ [0, 1).
Положим

V = {ω̄ ∈ C2+α,1+β(Q̄t0)|ω̄|t=0 = 0,

0 <
m0

2
≤ φ(ω̄) ≤ M0 + 1

2
<∞, |ω̄|1+α,(1+2β)/2,Qt0

≤ K1,

|ω̄|2+α,1+β,QT0
≤ K1 +K2},

где K1 - произвольная положительная постоянная, а по-
ложительная постоянная K2 будет указана позже. По-
строим оператор Λ, отображающий V в V . Пусть ω̄ ∈ V .
Используя (2.71), (2.72) определим функцию z = z(x, t)
как решение задачи:



64 Глава 2

z

d(ω̄)
− (a(ω̄)zx − b(ω̄))x = 0,

(a(ω̄)zx − b(ω̄)) |x=0,1= 0,

(2.76)

где

0 < d1 =
1−M0

a0M
α1
0 (1−m0)α2−1

≤ d(ω̄) ≤

≤ 1−m0

a0m
α1
0 (1−M0)α2−1

= d2,

0 < h1 = k−1
0 mq1

0 (1−M0)q2+1 ≤ a(ω̄) ≤
≤ k0M

q3
0 (1−m0)q4+1 = h2,

|b(ω̄)| ≤ k0M
q3
0 (1−m0)q4g0((1−m0)ρs + (1 +M0)ρf ) = b2.

Уравнение для z (2.76) является равномерно эллип-
тическим. Поскольку d(ω̄) > 0, то задача (2.76) имеет
единственное классическое решение. Доказательство су-
ществования полностью следует технике, изложенной в
[28, стр. 144, 177]. Тогда для решения задачи (2.76) имеет
место шаудеровская оценка:

|z|2+α,Ω ≤ N1(K1,m0,M0).

Покажем непрерывность функции z по переменной t.
Положим u = (z(x, t2) − z(x, t1))(t2 − t1)β. Поскольку

функции z(x, ti), (i = 1, 2) являются решением уравнения
(2.76), то функция u удовлетворяет равенству

a(ω̄(x, t2))uxx + ax(ω̄(x, t2))ux −
1

d(ω̄(x, t2))
=

= (zxx(ω̄(x, t1))(a(ω̄(x, t1))− a(ω̄(x, t2)))+

+zx(ω̄(x, t1))(a(ω̄(x, t1))− a(ω̄(x, t2)))+

+z(ω̄(x, t1))

(
1

d(ω̄(x, t1))
− 1

d(ω̄(x, t2))

)
+
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+bx(ω̄(x, t2))− bx(ω̄(x, t1)))(t2 − t1)−β.

Откуда следует, что функция u ограничена, а следо-
вательно, имеем |z|2+α,β,Qt0

≤ N2(K1, m0, M1).
По найденному z из уравнения (2.73) найдем ω:

ω =

t∫
0

zdτ,

и, следовательно,

|ω|2+α,1+β,Qt0
≤ N3(1 + t|zxx|α,β,Qt0 ),

где постоянная N3 = N3(K1, m0, M0).
Положим N4 = max{N1, N3}. Выберем K2 таким обра-

зом, чтобы N4 ≤ (K1 +K2)/2. Тогда при t0 = 2(K1 +K2)−1

получаем оценку

|ω|2+α,1+β,Qt0
≤ K1 +K2.

Из представления для функции ω имеем |ω|0,Qt0 ≤
N5t0. Используя для ω неравенство вида [5, с.35]

|u|1+α,(1+2β)/2,Qt0
≤ C|u|c2+α,1+β,Qt0

|u|1−c0,Qt0
,

c = (1 + α)(2 + α)−1,

выводим, что существует достаточно малое значение t0,
зависящее от K1 и K2, такое, что справедлива оценка
|ω|1+α,(1+2β)/2,Qt0

≤ K1.
Таким образом, оператор Λ отображает множество V

в себя при достаточно малых t0. Используя полученные
выше оценки, легко доказать непрерывность оператора
Λ в норме пространства C2+ζ,1+γ(Qt0). Согласно теореме
Тихонова-Шаудера существует неподвижная точка ω ∈ V
оператора Λ.

Легко показать единственность решения задачи
(2.70)–(2.72). Пусть (z1, G1) и (z2, G2) – два различных
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решения задачи. Их разность z = z1 − z2, G = G1 − G2

есть решение линейной однородной системы

A0z + A1G−
∂

∂x

(
A2
∂z

∂x
+ A3G

)
= 0, z =

∂G

∂t
,

с нулевыми начальными и граничными условиями(
A2
∂z

∂x
+ A3G

)
|x=0,1 = 0, G|t=0 = 0.

Коэффициенты Ai, i = 0, ..., 3 имеют вид

A0 = d(G1) > 0, A1 =
z2(d(G2)− d(G1))

Gd(G1)d(G2)
,

A2 = a(G1) > 0, A3 =
∂z2

∂x

a(G1)− a(G2)

G
− b(G1)− b(G2)

G

и являются ограниченными для всех x ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ].
Уравнение для z умножим на z(x, t) и результат про-

интегрируем по x от 0 до 1. После стандартных преобра-
зований получим неравенство∫ 1

0

z2dx+

∫ 1

0

z2
xdx ≤ C

∫ 1

0

G2dx. (2.77)

Здесь и далее C – постоянная, зависящая от T и других
данных задачи.

Поскольку из уравнения для G следует неравенство

G2 ≤ C

∫ t

0

z2dτ,

то неравенство (2.77) примет вид∫ 1

0

z2dx+

∫ 1

0

z2
xdx ≤ C

∫ 1

0

∫ t

0

z2dτdx.
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Полагая y(t) =

∫ 1

0

∫ t

0

z2dτdx, выводим

dy

dt
≤ Cy,

Поэтому y(t) = 0, z = 0, G = 0. Лемма 2.7 доказана.
Теорема 2.4 доказана.

4.2 Глобальная разрешимость

Доказательство теоремы 2.5. В силу теоремы 2.4 будем
считать, что на промежутке [0, t0] существует решение
задачи (2.35) – (2.39), причем 0 < φ(x, t) < 1, x ∈ Ω, t ∈
[0, t0]. После получения необходимых априорных оценок,
не зависящих от величины t0, локальное решение можно
продолжить на весь отрезок [0, T ].

Положим в (2.67) s(x, t) = φ/(1− φ). Тогда функция s
удовлетворяет следующей задаче

∂s

∂t
− ∂

∂x

(
k̄(s)

(
1

1 + s

∂2G(s)

∂x∂t
− ḡ(φ(s))

))
= 0, (2.78)

s|t=0 = s0,(
1

1 + s

∂2G(s)

∂x∂t
− ḡ(φ(s))

)
|x=0,x=1 = 0,

(2.79)

где

k̄(s) = k(φ(s)), ḡ(s) = g

(
1

1 + s
ρs +

1 + 2s

1 + s
ρf

)
, s0 =

φ0

1− φ0
.

Имеет место следующая Лемма.

Лемма 2.8. Пусть s(x, t) – решение задачи (2.78)–(2.79).

Тогда
1∫

0

s(x, t)dx =

1∫
0

s0(x)dx ≡ λ, и существует такая

точка a(t) ∈ [0, 1], что s(a(t), t) = λ > 0.
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Доказательство полностью следует [5, стр.50].
Далее рассмотрим функцию ψ(s), удовлетворяющую

соотношению

d2ψ(s)

ds2
= k̄−1(1 + s)

dG(s)

ds
.

Лемма 2.9. Пусть s(x, t) – решение задачи (2.78)–(2.79),
n,m ≥ 1. Тогда функция ψ удовлетворяет неравенству
ψ ≥ P (1+s)2

2
, где P = µη

k
= const > 0.

Доказательство. Для функции G при s > 0 имеем

dG

ds
= ηs−m(1 + s)m−1 = η

(
1 +

1

s

)m−1
1

s
≥ η

1

s
.

Тогда

d2ψ

ds2
= k̄−1(s)(1 + s)

dG

ds
= Pφ−m−n = P

(
1 + s

s

)p
,

где p = m+ n ≥ 2.
Если p – целое, то функция ψ удовлетворяет равенству

ψ = P

(
s2

2
+ s(c1 − p) + c2 +

(
ps− p(p− 1)

2

)
lns

)
+

+

p∑
i=3

Ci
p

1

(i− 1)(i− 2)

1

si−2
,

где c1, c2 – произвольные постоянные, а

Ci
p =

p!

i!(p− i)!
.

Исследуем свойства функции (ps− p(p−1)
2

)lns ≡ L. Так
как

(L)′s = p

(
1 + lns− p− 1

2s

)
, (L)′′s = p

1

s2

(
s+

p− 1

2

)
> 0,



Классическая разрешимость одномерных задач фильтрации жидкости ... 69

то функция L – выпуклая вниз.
Точка минимума s∗ удовлетворяет равенству

1 + lns∗ =
p− 1

2s∗
.

Покажем ограниченность s∗. Поскольку s∗(1 + lns∗) =
p−1

2
> 0, то 0 < s∗(1+lns∗). Следовательно, s∗ > e−1. Если

s∗ ≥ 1, то из равенства s∗(1 + lns∗) = p−1
2

> 0 следует
1 + lns∗ ≤ p−1

2
. Поэтому e−1 ≤ s∗ ≤ e

p−3
2 .

Выбирая константы c1, c2 :

c2 ≥

∣∣∣∣∣ ps∗
(
s∗ − p− 1

2

)2
∣∣∣∣∣+

1

2
, c1 ≥ p+ 1,

имеем, что

ψ ≥ P
(1 + s)2

2
> 0.

Если p – не целое, то представим p = m + n = r + q,
где r – целая часть, а q – дробная часть. Тогда функция
ψ удовлетворяет уравнению

d2ψ

ds2
= P

(
1 +

1

s

)r (
1 +

1

s

)q
.

Введем функцию ψ̄, удовлетворяющую равенству

d2ψ̄

ds2
= P

(
1 +

1

s

)r
.

Покажем, что разность ψ − ψ̄ положительна. Имеем

d2(ψ − ψ̄)

ds2
= P

((
1 +

1

s

)r+q
−
(

1 +
1

s

)r)
= δ(s) ≥ 0.
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Выберем ε > 0. В случае 0 < ε ≤ s представим предыду-
щее равенство в виде

d2

ds2

ψ − ψ̄ − s∫
ε

 ξ∫
ε

δ(τ)dτ

 dξ

 = 0.

Откуда следует, что разность ψ − ψ̄ удовлетворяет усло-
вию

ψ− ψ̄ =

s∫
ε

 ξ∫
ε

δ(τ)dτ

 dξ+ c3 + c4s ≥ c3 + c4s, 0 < ε ≤ s,

где c3, c4 – произвольные постоянные.
Если s < ε, представим уравнение для разности ψ и ψ̄

в виде

d2

ds2

ψ − ψ̄ − ε∫
s

 ξ∫
s

δ(τ)dτ

 dξ

 = 0.

Откуда имеем, что

ψ − ψ̄ ≥ c3 + c4s, 0 < s < ε.

В итоге, выбирая константы c3, c4 > 0, имеем ψ−ψ̄ > 0.
Лемма 2.8 доказана.
Приведем пример функции ψ. Пусть m = n = η = k =

µ = 1. Тогда

ψ = (2s− 1)lns+
s2

2
+ s+

3

2
≥ (1 + s)2

2
.

Лемма 2.10. Пусть s(x, t) – решение задачи (2.78)–
(2.79), n,m ≥ 1. Тогда существуют постоянные

A = λe−1/ηN
1/2
6 , B = λe1/ηN

1/2
6 ,
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N6 =

∫ 1

0

(
ψ(s0) +G2

x(s
0)
)
dx exp{TN7},

N7 =
1

2
max{1, 4g2

0

P
(ρ2
s + 4ρ2

f )},

такие, что 0 < A ≤ s ≤ B <∞ для любого t ∈ [0, T ].

Доказательство. Умножив уравнение (2.78) на dψ(s)
ds

и
проинтегрировав по x от 0 до 1, получим:

d

dt

1∫
0

(
ψ(s) +

1

2

(
∂G

∂x

)2
)
dx =

1∫
0

ḡ(1 + s)
∂G

∂x
dx.

Отсюда в силу неравенства Коши имеем оценку

d

dt

1∫
0

(
ψ(s) +

1

2

(
∂G

∂x

)2
)
dx ≤

≤ 1

2

 1∫
0

(
∂G

∂x

)2

dx+

1∫
0

(ḡ(1 + s))2dx

 .

С учетом свойств функции ψ имеем

d

dt

1∫
0

(
ψ(s) +

1

2

(
∂G

∂x

)2
)
dx ≤ N7

1∫
0

(
ψ(s) +

(
∂G

∂x

)2
)
dx.

Положим

y(t) =

1∫
0

(
ψ(s) +

(
∂G

∂x

)2
)
dx.
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Тогда

dy

dt
≤ N7y, y|t=0 =

∫ 1

0

(
ψ(s0) +

(
∂G(s0)

∂x

)2
)
dx ≡ y0,

и, следовательно

y ≤ y0e
N7t ≤ y0e

N7T ≡ N6.

Поскольку из свойств G имеем оценку

dG

ds
≥ η

1

s
,

то (
∂G

∂x

)2

=

(
∂G

∂s

∂s

∂x

)2

≥ η2 1

s2

(
∂s

∂x

)2

= η2

(
∂lns

∂x

)2

.

Ввиду леммы 2.8

lns(x, t)− ln(s(a(t), t)) =

∫ x

a(t)

∂lns

∂x
dx.

Поэтому ∣∣∣∣ln s(x, t)

s(a(t), t)

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∣∣∣∣∂lns∂x

∣∣∣∣ dx ≤
≤

(
1

η2

∫ 1

0

(
∂G

∂x

)2

dx

)1/2

=
1

η
N

1/2
6 .

Откуда следует, что

0 < λe−1/ηN
1/2
6 ≤ s ≤ λe1/ηN

1/2
6 .

Лемма 2.10 доказана.
Получим теперь оценки функции z в гельдеровских

нормах по x и t.
Умножим уравнение (2.76) на z и проинтегрируем по

x от 0 до 1:
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1∫
0

(
z2

d(Ḡ)
+ a(Ḡ)z2

x

)
dx =

1∫
0

b(Ḡ)zxdx.

Применяя неравенства Гельдера и Юнга для правой ча-
сти, получим оценку сверху

1

d2

1∫
0

z2dx+ h1

1∫
0

z2
xdx ≤

1

2ε

1∫
0

b2(Ḡ)dx+
ε

2

1∫
0

z2
xdx.

Выбирая ε > 0 достаточно малым и учитывая свойства
функции b(Ḡ), находим:

1∫
0

(z2 + z2
x)dx ≤ N8, (2.80)

где N8 – положительная константа, зависящая от началь-
ных данных, параметров и постоянных задачи, но не за-
висит от t0.

Из последнего неравенства следует, что

max
0≤x≤1

|z| ≤ 2N
1/2
8 .

Прежде всего учтем, что неравенство (2.80) гаранти-
рует гельдеровскую непрерывность функции z(x, t) в Q̄T .

Действительно, если x1 и x2 – две произвольные точки
на [0,1], то

|z(x1, t)− z(x2, t)| ≤

 1∫
0

z2
xdx

1/2

|x1 − x2|1/2.

Отсюда в силу (2.80) заключаем:

Hα
x (z) ≡ sup

x1,x2∈[0,1],t∈[0,T ]

(|z(x1, t)− z(x2, t)||x1−x2|−α) ≤ N9,
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∀α ∈
[
0,

1

2

]
.

Найдем постоянную Гельдера по времени функции z.
Продифференцируем уравнение (2.76) по t. Получим

zt
d

+ z2

(
1

d

)′
G

− (aztx + zxza
′
G − b′Gz)x = 0.

Введем функцию σ = zt. Тогда последнее уравнение пе-
репишется в виде

σ

d
+ z2

(
1

d

)′
G

− (aσx + a′Gzzx − zb′G)x = 0.

Домножим это уравнение на σ и проинтегрируем полу-
ченное равенство по x от 0 до 1. Получим равенство

1∫
0

σ2

d
dx+

1∫
0

σz2

(
1

d

)′
G

dx+

+

1∫
0

aσ2
xdx+

1∫
0

σx (zzxa
′
G − zb′G) dx = 0.

Используя неравенства Юнга и Гельдера, выводим оцен-
ку:

1∫
0

(σ2 + σ2
x)dx ≤ N10,

где N10 зависит только от данных задачи и не зависит от
t0.

Тем самым

max
x∈[0,1]

|σ| = max
x∈[0,1]

|zt| ≤ N11,



Классическая разрешимость одномерных задач фильтрации жидкости ... 75

где N11 - постоянная, зависящая от данных задачи.
Проводя такие же рассуждения, как при оценке по-

стоянной Гельдера по x, получаем оценку гельдеровского
модуля непрерывности по переменной t:

Hα
t (z) ≡ sup

x1,x2∈[0,1],t∈[0,T ]

(|z(x, t2)− z(x, t1)||t2− t1|−β) ≤ N11,

∀β ∈ (0, 1].

Чтобы коэффициенты уравнения

azxx + axzx −
1

d
z = bx (2.81)

были гельдеровскими, необходимо получить оценку по-
стоянной Гельдера производной zx.

Поскольку из леммы 2.10 следует вложение Gx ∈
L2(0, 1), то в уравнении (2.81) коэффициенты ax, bx ∈
L2(0, 1). Поэтому из (2.81) легко следует, что∫ 1

0

z2
xxdx ≤ N12,

где N12 - постоянная, зависящая от данных задачи. Ана-
логичным образом получаем оценку

Hα
x (zx) ≡ sup

x1,x2∈[0,1],t∈[0,T ]

(|zx(x2, t)−zx(x1, t)||x2−x1|−β) ≤ N13,

где N13 - постоянная, зависящая от данных задачи.
Оценки Гельдера по x и t получены. Далее используем

теорию эллиптических уравнений для функции z, изло-
женную в [29]. Теорема 2.5 доказана.



Глава 3

Локализация решений
уравнений фильтрации в
упругой деформируемой
среде

В данной главе для задачи фильтрации вязкой жидко-
сти в упругой деформируемой пористой среде установле-
но свойство конечной скорости распространения возму-
щений, свойство метостабильной локализации, конечное
время стабилизации решения.

1 Конечная скорость распространения
возмущений

В области QT = Ω×(0, T ) рассматривается одномерное
нестационарное изотермическое движение несжимаемой
жидкости в пороупругой среде, в которой преобладают
упругие свойства относительно свойств вязкости:
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∂(1− φ)ρs
∂t

+
∂

∂x
((1− φ)ρsvs) = 0,

∂(ρfφ)

∂t
+

∂

∂x
(ρfφvf ) = 0,

φ(vf − vs) = −k(φ)

(
∂pf
∂x
− ρfg

)
,

∂vs
∂x

= −βt(φ)

(
∂pe
∂t

+ vs
∂pe
∂x

)
,

∂ptot
∂x

= −ρtotg,

ptot = φpf+(1−φ)ps, pe = ptot−pf , ρtot = (1−φ)ρs+φρf .

Истинные плотности жидкости и твердой среды ρf , ρs
принимаются постоянными. Искомыми являются величи-
ны φ, ~vs, ~vf , pf , ps.

Данную систему удается свести к одному вырождаю-
щемуся параболическому уравнению, используя переход
к переменным Лагранжа по скорости твердой фазы. Для
полученного уравнения применяется известная техника
доказательства конечной скорости распространения воз-
мущений [2], [3], [4], [61].

В массовых переменных Лагранжа система принимает
вид

∂

∂t

(
φ

1− φ

)
+

∂

∂x
(φ(vf − vs)) = 0, (3.1)

∂(1− φ)

∂t
+ (1− φ)2∂vs

∂x
= 0, (3.2)

φ(vf − vs) = −k(φ)

(
(1− φ)

∂pf
∂x
− ρfg

)
, (3.3)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −βt(φ)
∂pe
∂t

, pe = ptot − pf , (3.4)
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(1− φ)
∂ptot
∂x

= −ρtotg, ρtot = φρf + (1− φ)ρs. (3.5)

Введем функцию G(φ), определенную равенством

∂G(φ)

∂φ
=

1

βt(φ)(1− φ)
.

Тогда из уравнений (3.2) и (3.4) имеем

∂pe
∂t

= −∂G(φ)

∂t
,

и, следовательно,

pe = −G(φ) +G0 + p0
e, G0 = G(φ0),

φ|t=0 = φ0(x), pe|t=0 = p0
e(x),

(3.6)

где p0
e(x), φ0(x) – заданные функции координаты x.

Из уравнений (3.1) и (3.3) системы получим

∂

∂t

(
φ

1− φ

)
=

∂

∂x

(
k(φ)

(
(1− φ)

∂pf
∂x
− ρfg

))
.

C учетом равенства pf = ptot − pe и уравнений (3.5),
(3.6) имеем

∂

∂t

(
φ

1− φ

)
=

∂

∂x

(
k(φ)

βt(φ)

∂φ

∂x

)
− ∂

∂x
(k(φ) ((g((1− φ)ρs−

−(1 + φ)ρf )) +
∂(p0

e(x) +G0(x))

∂x

))
.

В дальнейшем вместо φ ∈ [0, 1) введем новую искомую
функцию s = φ/(1− φ) и будем считать [71], что

k(φ) =
k

µ
φn, βt(φ) = βφφ

b,

где k = const > 0 – проницаемость, µ = const > 0 –
динамическая вязкость жидкости, βφ = const > 0 – ко-
эффициент объемной сжимаемости твердой фазы, b, n –
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положительные параметры среды (в дальнейшем предпо-
лагается, 0 < n− b ≤ 2, n+ b− 2 > 0). Тогда уравнение
для s можно представить в виде

∂s

∂t
=

∂

∂x

(
d(s)

∂s

∂x

)
+
∂f(s)

∂x
, (3.7)

причем предполагается, что существуют положительные
постоянныеM, δ1, δ2 такие, что справедливы следующие
оценки:

0 ≤ s ≤M <∞, |dp
0
e(x)

dx
| ≤ δ1 <∞,

βφ|
dG0(x)

dx
| ≤ δ2 <∞, ν1s

n−b ≤ d(s) ≤ ν2s
n−b,

ν1 =
k

µβφ
(1 +M)b−n−2, ν2 =

k

µβφ
, |f(s)| ≤ ν3s

n,

ν3 =
k

µ

(
g(ρs + (1 + 2M)ρf ) + δ1 +

δ2

βφ

)
, g = const ≥ 0.

Замечание. Если φ0 = const, p0
e = const, то формально

можно положить δ1, δ2 = 0.
Основной результат настоящего раздела можно сфор-

мулировать следующим образом: пусть s(x, t) – слабое
решение (3.7) в Kρ0(x0) × (0,∞), Kρ0(x0) = {(x, x0) :
|x−x0| < ρ0}, такое, что s0(x) ≡ s(x, 0) = 0 в Kρ0(x0). То-
гда существуют T > 0 и ρ(t) ∈ (0, ρ0) такие, что s(x, t) = 0
для всех t ≤ T и x ∈ Kρ(x0). При дополнительных пред-
положениях на характер обращения в нуль s0(x) дока-
зывается, что s(x, t) = 0 в Kρ0(x0). Здесь не затрагива-
ются вопросы существования соответствующего решения
[25]. Доказательство использует локальный энергетиче-
ский метод, развитый в работах [61,80].
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Определение 3.1. Неотрицательная ограниченная из-
меримая функция s(x, t) (0 ≤ s(x, t) ≤ M), определен-
ная в Ω × (0,∞), есть слабое решение уравнения (3.7)
с начальным условием s0(x), если для ∀T > 0 и любого
открытого подмножества Ω1 ⊂ R1 выполняются следу-
ющие предположения

s ∈ L∞(0, T,W 1
2 (Ω)),

∂

∂x

(
sn−b+1

)
∈ L2[(0, T )× Ω1],

(3.8)

lim
t→0

∫
Ω1

sdx =

∫
Ω1

s0dx (3.9)

и для ∀ϕ(x, t) ∈
o

C∞((0, T )× Ω1)

∞∫
0

∫
Ω

[
d(s)

∂s

∂x

∂ϕ

∂x
− ∂f(s)

∂x
ϕ

]
dx dt =

=

∞∫
0

∫
Ω

s
∂ϕ

∂t
dx dt+

∫
Ω

s(x, 0)ϕ(x, 0) dx.

(3.10)

Введем обозначения

A(ρ, t) ≡
∫

Kρ(x0)

s2(x, t)dx, B(ρ, t) ≡
∫

Kρ(x0)

sn−b
(
∂s

∂x

)2

dx

и без ограничения общности будем считать x0 = 0.

Лемма 3.1. Пусть выполнены предположения (3.8),
(3.9). Тогда для s(ρ, t) справедливы оценки

sσ(ρ, t) ≤ CiA
1−θ
r (ρ, t)[B

1
2 (ρ, t) + ρ−δA

1
r (ρ, t)]θ,

i = 1, 2,
(3.11)
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где

σ =
n

2
− b

2
+ 1 > 0, θ =

2

2 + r
, δ =

1

θr
.

При 0 < n− b < 2, 4
n−b+2

< r < 2,

C1 = CM
(rσ−2)(1−θ)

2 max(σ,M
rσ−2
r ),

а при n− b = 2, r = 4
n−b+2

= 1,

C2 = 2C,

C– положительная постоянная, не зависящая от ради-
уса ρ.

Доказательство следует работе [6]. Для ∀u ∈
W1
q(Kρ(0)) справедлива оценка [2]

|u(ρ)| ≤ C ·
(
‖ux‖q,Kρ(0) + ρ−δ‖u‖r,Kρ(0)

)θ ‖u‖1−θ
r,Kρ(0), (3.12)

θ =
q

q − r + qr
, δ =

1

θr
, q ≥ 1, 1 ≤ r ≤ ∞.

Положим в (3.12) u = sσ, q = 2. Тогда

sσ(ρ, t) ≤ C·
(
σ

( ∫
Kρ(0)

s2σ−2

(
∂s

∂x

)2

dx

) 1
2

+

+ρ−δ
( ∫
Kρ(0)

srσ dx

) 1
r
)θ( ∫

Kρ(0)

srσ dx

) 1−θ
r

.

(3.13)

Усилим правую часть (3.13) следующим образом. Если
0 < n− b < 2 и 1 < 4

n−b+2
< r < 2, то σ > 2/r, и

srσ = s2 srσ−2 ≤M rσ−2 s2.
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И, следовательно,

sσ(ρ, t) ≤ CM
(rσ−2)(1−θ)

r ·
(
σ

( ∫
Kρ(0)

sn−b
(
∂s

∂x

)2

dx

) 1
2

+

+M
rσ−2
r ρ−δ

( ∫
Kρ(0)

s2 dx

) 1
r
)θ( ∫

Kρ(0)

s2 dx

) 1−θ
r

,

Если же n− b = 2, то в (3.13) положим r = 4/(n− b+
2) = 1, и учитывая, что srσ = s2 srσ−2 ≤ s2, при σ = 2/r,
выводим

sσ(ρ, t) ≤ C·
(
σ

( ∫
Kρ(0)

sn−b
(
∂s

∂x

)2

dx

) 1
2

+

+ρ−δ
( ∫
Kρ(0)

s2 dx

) 1
r
)θ( ∫

Kρ(0)

s2 dx

) (1−θ)
r

,

то есть приходим к (3.11). Лемма доказана.

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (3.8) – (3.10) и
дополнительно t ∈ [0, T ], T ≤ T ∗, где

T ∗ ≤ min

(
M2−b−n

(
min(1, ν1)

nν3

)2

,

(
(2θ − 1)(ρ1+2δ

0 − ρ1+2δ)

(2δ + 1)4(ν2Ki)2
w1−2θ(ρ0, t)

) 1
1−θ
)
, i = 1, 2.

Если s(x, t) – слабое решение (3.7) и s0(x) = 0 в Kρ0(x0),
0 < ρ0 < dist(x0, ∂G), то s(x, t) = 0 почти всюду в
Kρ1(t)(x0) при 0 ≤ t ≤ T ≤ T ∗. Причем

ρ1(t) =

(
ρ0

1+2δ − L t1−θ(w(ρ0, t))
2θ−1

) 1
1+2δ

,
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где при 0 < n− b < 2

L = 4C2
1 ·Q(r), r ∈

(
4

n− b+ 2
, 2

)
,

а при n− b = 2

L = 4C2
2 ·Q(r), r =

4

n− b+ 2
= 1.

В обоих случаях здесь

w(ρ0, t) = sup
0≤τ≤t

τ∫
0

B(ρ0, s)ds,

Q(r) =
2δ + 1

2θ − 1

(
1

2
ρδ0 + T

1
2M2(δ−1)ρδ−1

0

)2θ

(ν2)2 ,

Ki = Ci

[
1

2
ρ0
δ + T

1
2 ρ0

δ−1M2(δ−1)

]θ
, i = 1, 2,

а постоянные C1 и C2 определены в (3.11).

Доказательство теоремы 3.1. Положим в (3.10)

ϕ(x, t) = ϕn(|x− x0|)ξk(t)
1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, τ))dτ,

где
h ∈ (0, T − t), Tl(s) = min(|s|, l)sign s,

ϕn(r) =

 1, r ∈ [0, ρ− 1/n],
n(ρ− r), r ∈ [ρ− 1/n, ρ],
0, r ∈ [ρ, ρ0],

ξk(t) =

 1, r ∈ [0, t− 1/k],
k(t− r), r ∈ [t− 1/k, t],
0, r ∈ [t, T ∗].
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Имеем
∞∫

0

∫
Kρ0 (x0)

[
d(s)

∂s

∂x
ξk(τ)

∂

∂x

(
ϕn

1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, ψ))dψ

)
−

−∂f(s)

∂x
ϕ(x, τ)

]
dx dτ =

=

∞∫
0

∫
Kρ0 (x0)

s ϕn
∂

∂τ

(
ξk

1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, ψ))dψ

)
dx dτ+

+

∫
Kρ0 (x0)

s(x, 0)ϕ(x, 0) dx.

(3.14)

C учетом теоремы Лебега при k →∞ получим

lim
k→∞

∞∫
0

∫
Kρ0 (x0)

s ϕn
∂

∂τ

(
ξk

1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, ψ))dψ

)
dx dτ =

= lim
k→∞

∞∫
0

∫
Kρ0 (x0)

s ϕn
∂ξk
∂τ

1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, ψ))dψ dx dτ+

lim
k→∞

∞∫
0

∫
Kρ0 (x0)

s ϕnξk
1

h

(
Tl(s(x, τ +h))−Tl(s(x, τ))

)
dx dτ =

= − lim
k→∞

k

t∫
t−1/k

∫
Kρ0 (x0)

s ϕn
1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, ψ))dψ dx dτ+
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∞∫
0

∫
Kρ0 (x0)

s ϕn
1

h

(
Tl(s(x, τ + h))− Tl(s(x, τ))

)
dx dτ =

= −
∫

Kρ0 (x0)

s ϕn
1

h

t+h∫
t

Tl(s(x, ψ))dψ dx+

∞∫
0

∫
Kρ0 (x0)

s ϕn
1

h

(
Tl(s(x, τ + h))− Tl(s(x, τ))

)
dx dτ

и, следовательно, при h → 0 тождество (3.14) можно
представить в виде

t∫
0

∫
Kρ0 (x0)

[
d(s)

∂s

∂x

∂ϕn
∂x

Tl +

(
d(s)

∂s

∂x
·

·ϕn
∂Tl
∂x
− ∂f(s)

∂x

)
ϕnTl

]
dx dτ =

= −
∫

Kρ0 (x0)

sϕnTl dx+

∫
Kρ0 (x0)

s0(x)ϕnTl(s(x, 0)) dx.

Соответственно, после предельного перехода при l →
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∞ получим
t∫

0

∫
Kρ0 (x0)

[
sd(s)

∂s

∂x

∂ϕn
∂x

+

(
d(s)

(
∂s

∂x

)2

·

·ϕn −
∂f(s)

∂x

)
ϕns

]
dx dτ =

= −
∫

Kρ0 (x0)

s2ϕn dx+

∫
Kρ0 (x0)

s2
0(x)ϕn dx.

Наконец, устремляя n→∞, выводим

lim
n→∞

t∫
0

∫
Kρ0 (x0)

sd(s)
∂s

∂x

∂ϕn
∂x

dx dτ =

= − lim
n→∞

n

t∫
0

∫
ρ−1/n<|x−x0|<ρ

sd(s)
∂s

∂x
dx dτ = −

t∫
0

sd(s)
∂s

∂x
dτ.

Тем самым, приходим к равенству (x0 = 0)
ρ∫

0

s2dx+

t∫
0

ρ∫
0

[
d(s)

(
∂s

∂x

)2

−

−s∂f
∂x

]
dx dτ =

t∫
0

sd(s)
∂s

∂x
(ρ, τ) ds dτ.

(3.15)

Положим
a(ρ, t) = sup

0≤τ≤t
A(ρ, τ).

Из тождества (3.15) следует

a(ρ, t) + ν1w(ρ, t) ≤ ν2I1 + I2, (3.16)
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где

I1 =

t∫
0

s(ρ, τ)n−b+1

∣∣∣∣∂s∂x(ρ, τ)

∣∣∣∣ dτ,
I2 =

t∫
0

ρ∫
0

s(ρ, τ)

∣∣∣∣∂f(s)

∂x

∣∣∣∣ dxdτ.
Используя неравенство Гельдера и (3.11), получим

I1 =

t∫
0

s(ρ, τ)n−b+1

∣∣∣∣∂s∂x(ρ, s)ds

∣∣∣∣ ≤
≤
( t∫

0

sn−b(ρ, τ)

(
∂s

∂x
(ρ, τ)

)2

dτ

) 1
2

·

·
( t∫

0

sn−b+2(ρ, τ) dτ

) 1
2

=

(
∂w

∂ρ

) 1
2

a1(ρ, t),

a1(ρ, t) ≡
( t∫

0

sn−b+2(ρ, τ)dτ

) 1
2

≤

≤ Ci

( t∫
0

(B
1
2 (ρ, τ) + ρ−δ A

1
r (ρ, τ))2 dτ

) θ
2

·

·
( t∫

0

A
2
r (ρ, τ)dτ

) 1−θ
2

≤ Ci

(( t∫
0

B(ρ, τ)dτ

) 1
2

+

+ρ−δ
( t∫

0

A
2
r (ρ, τ)dτ

) 1
2
)θ
t
1−θ
2 a

1−θ
r (ρ, t) ≤
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≤ Ciρ
−δt

1−θ
2

(
w

1
2 (ρ, t) a

1−θ
rθ (ρ, t)ρδ + T

1
2a

1
rθ (ρ, t)

)θ
, i = 1, 2.

Но ρ < ρ0 и, кроме того,

2w
1
2 a

1−θ
rθ = 2w

1
2 a

1
2 ≤ a+ w,

a
1
rθ (ρ, t) ≤ a(ρ, t) aδ−1(ρ0, t) ≤ a(ρ, t) ρ0

δ−1M2(δ−1), δ > 1.

Поэтому

a1(ρ, t) ≤ Ciρ
−δt

1−θ
2

(
ρδ0
2

(a+ w) + T
1
2aρδ−1

0 M
2(δ−1)
0

)θ
≤

≤ Ciρ
−δt

1−θ
2 (a+ w)θ

(
1

2
ρδ0 + T

1
2ρδ−1

0 M2(δ−1)

)θ
.

Таким образом,

I1 ≤ Kit
1−θ
2 ρ−δ [a(ρ, t) + w(ρ, t)]θ

(
∂w

∂ρ

) 1
2

,

где

Ki = Ci

[
1

2
ρ0
δ + T

1
2 ρ0

δ−1M2(δ−1)

]θ
, i = 1, 2.

Далее оценим I2.
Имеем ∣∣∣∣∂f∂x

∣∣∣∣ ≤ nν3s
n−1

∣∣∣∣∂s∂x
∣∣∣∣ .

Тогда

I2 ≤ nν3

( t∫
0

ρ∫
0

(
∂s

∂x

)2

sn−bdxdτ

) 1
2
( t∫

0

ρ∫
0

sn+bdxdτ

) 1
2

≤

≤ nν3w
1
2M

n+b−2
2

( t∫
0

ρ∫
0

s2dxdτ

) 1
2

≤
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≤ nν3M
n+b−2

2 w
1
2a

1
2 t

1
2 ≤ 1

2
nν3M

n+b−2
2 t

1
2 (a+ w).

Следовательно, (3.16) принимает вид

min(1, ν1)(a(ρ, t) + w(ρ, t)) ≤ ν2I1 + I2 ≤

≤ t
1−θ
2 ν2Kiρ

−δ (a(ρ, t) + w(ρ, t))θ
(
∂w

∂ρ

) 1
2

+

+
1

2
nν3M

b+n−2
2 t

1
2 (a+ w), i = 1, 2.

Далее выберем t таким образом, что

nν3M
b+n−2

2 t
1
2 ≤ min(1, ν1).

Тогда

1

2
(a+ w) ≤ ν2Kit

1−θ
2 ρ−δ(a+ w)θ

(
∂w

∂ρ

) 1
2

.

Поэтому

ρδw1−θ ≤ (a+ w)1−θρδ ≤ 2ν2Kit
1−θ
2

(
∂w

∂ρ

) 1
2

,

и, следовательно,

ρ2δw2(1−θ) ≤ K∗i t
1−θ ∂w

∂ρ
, (3.17)

где K∗i = 4(ν2Ki)
2, i = 1, 2.

Интегрирование (3.17) по ρ от ρ1 до ρ0 дает (1 ≤ r < 2)

1

2δ + 1
(ρ1+2δ

0 − ρ1+2δ
1 ) ≤ K∗i t

1−θ·

·(w2θ−1(ρ0, t)− w2θ−1(ρ1, t))
1

2θ − 1
.
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Откуда имеем неравенство

ρ1+2δ
1 − ρ1+2δ

0 +
2δ + 1

2θ − 1
K∗i t

1−θ·

·w2θ−1(ρ0, t) ≥
2δ + 1

2θ − 1
K∗i t

1−θw2θ−1(ρ1, t).

(3.18)

Выбирая t таким образом, чтобы выполнялось равен-
ство

ρ1+2δ
1 = ρ1+2δ

0 − 2δ + 1

2θ − 1
K∗i t

1−θ w2θ−1(ρ0, t),

получим, что w(ρ, t) = 0 для всех ρ ≤ ρ1, то есть s(x, t) =
0 почти всюду в Kρ(0) при ρ ≤ ρ1 и

0 ≤ t ≤ min

(
M2−b−n(nν3)−2(min(1, ν1)2,

(
(ρ1+2δ

0 − ρ1+2δ)(2θ − 1)

(2δ + 1)K∗i
w1−2θ(ρ0, t)

) 1
1−θ
)
.

2 Метастабильная локализация решения

Теорема 3.2. Пусть дополнительно к условиям теоре-
мы 2.1.1 выполнены следующие условия

t∫
0

B(ρ, τ)dτ ≤ C0,

∫
Kρ(x0)

s2
0(x)dx ≤ K3

(
ρ− ρ0

) 2+r
2−r

, ∀ρ ∈ (ρ0, R),

(3.19)

где R,K3 – некоторые положительные параметры. То-
гда существует T0, зависящее от данных задачи, такое,
что s(x, t) = 0 при почти всех x ∈ Kρ0(x0), и t ∈ [0, T0].
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Доказательство теоремы 3.2. Следуя начальным
рассуждениям теоремы 3.1 и формально считая в (3.14),
что роль ρ играет число R, для всех ρ ∈ (0, R) выводим
исходное равенство (3.15). Согласно условиям теоремы,
s0(x) = 0 в шаре Kρ0(x0). Поэтому первый интеграл в
правой части (3.15) (от s2

0 )на самом деле (при ρ ∈ (ρ0, R))
берется по промежутку (ρ0, ρ) и, следовательно, для него
справедлива оценка (3.19). Остальные слагаемые правой
части (3.15) оцениваются так же, как и в теореме 3.1.
Итак, вместо (3.18) имеем для всех t < T

1

2
(a+ w) ≤ ν2Ki(a+ w)θ·

·ρ−δ t
1−θ
2

(
∂w

∂ρ

) 1
2

+K3

(
ρ− ρ0

) 1
2θ−1

, i = 1, 2.

Первое слагаемое правой части оценим с помощью нера-
венства Юнга

1

2
(a+ w) ≤ ε

1
θ θ(a+ w) +

1− θ
ε

1
1−θ

t
1
2 ρ−

δ
1−θ ·

·
(
∂w

∂ρ

) 1
2(1−θ)

(ν2Ki)
1

1−θ +K3

(
ρ− ρ0

) 1
2θ−1

.

Выбирая ε1/θ = 1
4θ
> 0, получим

1

4
(a+ w) ≤ 1− θ

ε
1

1−θ
t
1
2 ρ−

δ
1−θ ·

·
(
∂w

∂ρ

) 1
2(1−θ)

(ν2Ki)
1

1−θ +K3

(
ρ− ρ0

) 1
2θ−1

.

Используя неравенство ap + wp ≥ (a + w)p, 0 < p <
1, (a, w) ≥ 0 имеем

w2(1−θ) ≤ (4(1− θ))2(1−θ)ε−2 ρ−2δ ·
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· (ν2Ki)
2 t1−θ

∂w

∂ρ
+ (4K3)2(1−θ)

(
ρ− ρ0

) 2(1−θ)
2θ−1

.

Полученное соотношение есть частный случай нера-
венства

wσ ≤ C∗i t
κw′ρ + C

(
ρ− ρ0

) σ
1−σ

,

0 < σ < 1, ρ ∈ [ρ0, R],

(3.20)

изученного в [3]. Как показано в цитированной работе,
(3.20) влечет равенство w(ρ0, t) = 0 при всех t ∈ [0, t0] ,
где t0 вычисляется из условия (σ = 2(1− θ))

t0 = ((1− σ) 21−σ R/C∗i C
1−σ
0 )2/σ,

C∗i = (4(1− θ))2(1−θ)ε−2 ρ−2δ (ν2Ki)
2 , i = 1, 2,

(3.21)

а C0 согласно (3.8) такое, что w(t, ρ) ≤ C0. Поэтому
s(x, t) = 0 при почти всех x ∈ Kρ0(x0) и t ∈ [0, T0],
T0 = min(t0, T

∗).
Покажем, что неравенство (3.20) влечет w(ρ0, t) =

0, ∀t ∈ [0, t0].
Пусть существует t∗, 0 < t∗ ≤ t0, такое, что ω(t∗, ρ0) =

δ > 0. Поскольку wt ≥ 0, wρ ≥ 0, то

w(t∗, ρ) ≥ w(t∗, ρ0) = δ > 0.

Покажем, что w(t∗, ρ) = 0. Представим w(t∗, ρ) в виде

w(t∗, ρ) = D(ρ− ρ0)1/(1−σ) + v(t∗, ρ), (3.22)

где постоянная D(t∗) удовлетворяет неравенству

2σ−1Dσ ≥ C∗i t
κ
∗D

1

1− σ
+ C, κ = 1− θ, (3.23)

например, D = 2[(1− σ)−1C∗i t
κ
∗ ]
−1/(1−σ).
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Очевидно, что неизвестная функция v(t∗, ρ) = v(ρ)
непрерывна на [0, R], причем v(ρ0) = δ > 0 и существу-
ет ε(δ) > 0 такое, что v(ρ) > δ/2 при ρ0 ≤ ρ < ρ0 + ε.
Подставляя (3.22) в неравенство (3.21), получим

(D(ρ− ρ0)1/(1−σ) + v)σ ≤ C1t
κ
∗ ·

·
(
D

1

1− σ
(ρ− ρ0)1/(1−σ) + vρ

)
+ C(ρ− ρ0)σ/(1−σ).

(3.24)

Левую часть в (3.24) оценим снизу с помощью нера-
венства

aσ + bσ ≤ 21−σ(a+ b)σ, 0 < σ ≤ 1, (a, b) > 0.

Это, с учетом (3.23), приведет к следующему диффе-
ренциальному неравенству для v(ρ)

vσ ≤ C∗i t
κ
∗vρ. (3.25)

При ρ < ρ0 + ε, v(ρ) > δ/2, неравенство (3.25) легко ин-
тегрируется и приводит к оценке

v1−σ(ρ0) + (ρ− ρ0)(1− σ)2σ−1/C∗i t∗ ≤ v1−σ(ρ). (3.26)

Следовательно, во-первых, v(ρ) > v(ρ0) = δ и тем са-
мым (3.26) справедливо для любого ρ ∈ [ρ,R]. Во-вторых,
из (3.21), (3.26) и свойств w получаем неравенство

v1−σ(ρ0) ≤ v1−σ(R)− (1− σ)2σ−1·

· R
C∗i t

κ
∗
≤ C1−σ

0 − (1− σ)2σ−1R

C∗i t
κ
∗

= 0,

противоречащее сделанному ранее предположению, что

w(t∗, ρ0) = v(t∗, ρ0) = δ > 0.

Теорема доказана.
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3 Конечное время стабилизации решения

Пусть в уравнении для s

∂s

∂t
=

∂

∂x

(
d(s)

∂s

∂x

)
+
∂f(s)

∂x
, (3.27)

предполагается, что

0 < n < b, 2− n ≤ b < 2 + n, 0 ≤ s ≤M <∞,∣∣∣∣∂p0
e(x)

∂x

∣∣∣∣ ≤ δ1 <∞, βφ

∣∣∣∣∂G0(x)

∂x

∣∣∣∣ ≤ δ2 <∞,

0 < βφ <
δ2

δ1 + g(ρs + ρf (1 + 2M))
,

0 < δ2 < (n− b+ 2)−1n−1β−1/α·
·M1−b(1 +M)b−n−2(mesΩ)(n−b)/4,

где β =

(
3

2

)α
, g = const ≥ 0,

α =

(
1

r
− n− b+ 2

4

)(
1

2
+

1

r

)−1

, r ≥ 1.

(3.28)
и справедливы оценки

ν1s
n−b ≤ d(s) ≤ ν2s

n−b, |f(s)| ≤ ν3s
n,

ν1 = k
µβφ

(1 +M)b−n−2, ν2 = k
µβφ

,

ν3 = k
µ

(
g(ρs + (1 + 2M)ρf ) + δ1 + δ2

βφ

)
.

(3.29)

Дополним уравнение (3.27) в области (x, t) ∈ Q = Ω×
(0, T ) следующими начально-краевыми условиями

s(x, 0) = s0(x), x ∈ Ω; s|∂Ω = 0, t ∈ (0, T ). (3.30)
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Решение задачи (3.27) – (3.30) понимается в обобщен-
ном смысле.

Определение 3.2. Неотрицательная ограниченная из-
меримая функция s(x, t) (0 ≤ s(x, t) ≤M) определенная в
Ω×(0,∞) есть слабое решение задачи (3.27) – (3.30), если
для ∀T > 0 и любого открытого подмножества Ω1 ⊂ R1

выполняются следующие предположения

s ∈ L∞(0, T,W 1
2 (Ω)),

∂

∂x

(
sn−b+1

)
∈ L2[(0, T )× Ω1],

lim
t→0

∫
Ω1

sdx =

∫
Ω1

s0dx

и для ∀ϕ(x, t) ∈
o

C∞((0, T )× Ω1)

∞∫
0

∫
Ω

[
d(s)

∂s

∂x

∂ϕ

∂x
− ∂f(s)

∂x
ϕ

]
dx dt =

=

∞∫
0

∫
Ω

s
∂ϕ

∂t
dx dt+

∫
Ω

s(x, 0)ϕ(x, 0) dx.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.3. Пусть s – обобщенное решение задачи
(3.27)–(3.30) и выполнены условия (3.28) – (3.29). То-
гда существует конечное время t0 такое, что s(x, t) =
0, x ∈ Ω, t ≥ t0.

Доказательство. Для s(x, t) в силу (3.27), (3.30) анало-
гично [4, 74, 80] легко устанавливается неравенство

1

2

d

dt

∫
Ω

s2dx+

∫
Ω

d(s)

(
∂s

∂x

)2

dx ≤
∫
Ω

f ′(s)
∂s

∂x
sdx.
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Оценим правую часть, используя неравенство Гельде-
ра и Юнга

∫
Ω

f ′(s)
∂s

∂x
sdx ≤

∫
Ω

d(s)(
∂s

∂x
)2dx

1/2

·

·

∫
Ω

s2(f ′(s))2

d(s)
dx

1/2

≤

≤ 1

2

∫
Ω

d(s)(
∂s

∂x
)2dx+

1

2

∫
Ω

s2(f ′(s))2

d(s)
dx.

Таким образом, имеем

d

dt

∫
Ω

s2dx+

∫
Ω

d(s)

(
∂s

∂x

)2

dx ≤
∫
Ω

s2(f ′(s))2

d(s)
dx. (3.31)

Далее оценим правую часть (3.31)∫
Ω

s2(f ′(s))2

d(s)
dx ≤ C1

∫
Ω

s2dx ≤

≤ C1(

∫
Ω

s2dx)
n−b+2

2 (

∫
Ω

s2dx)(b−n)/2 ≤

≤ C1(

∫
Ω

s2dx)
n−b+2

2 (M2mesΩ)(b−n)/2 = C2(

∫
Ω

s2dx)
n−b+2

2 ,

где C1 = ν2
3n

2ν−1
1 Mn+b−2, C2 = C1M

b−n(mesΩ)(b−n)/2.
Для оценки второго слагаемого из левой части (3.31)

воспользуемся интерполяционным неравенством [28]

||u||q,Ω ≤ β||ux||αm,Ω||u||1−αr,Ω ,



Локализация решений уравнений фильтрации в упругой ... 97

u ∈
o

W
1

m, q ∈ [r,∞), α =

(
1

r
− 1

q

)(
1− 1

m
+

1

r

)−1

,

β =

(
1 +

m− 1

m
r

)α
, m ≥ 1, r ≥ 1.

Так как r ≤ q, то

||u||q,Ω ≤ β||ux||αm,Ω||u||1−αq,Ω ,

и, следовательно,

||u||q,Ω ≤ β1/α||ux||m,Ω.

В качестве u возьмем s(n−b+2)/2 и, выбирая m = 2, полу-
чим ∫

Ω

s(n−b+2)q/2dx

1/q

≤ β1/α

∣∣∣∣∣∣∣∣∂s(n−b+2)/2

∂x

∣∣∣∣∣∣∣∣
2,Ω

.

Выберем q = 4
n−b+2

. Тогда∫
Ω

s2dx

(n−b+2)/4

≤ n− b+ 2

2
β1/α

∫
Ω

sn−b(
∂s

∂x
)2dx

1/2

,

и неравенство (3.31) представимо в виде

d

dt

∫
Ω

s2dx+ C3

∫
Ω

s2dx

n−b+2
2

≤ C2

∫
Ω

s2dx

(n−b+2)/2

,

где

C3 =
4ν1

(n− b+ 2)2β2/α
.
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Таким образом имеем

d

dt

∫
Ω

s2dx+ C4

∫
Ω

s2dx

n−b+2
2

≤ 0,

где C4 = C3 − C2 > 0 в силу (3.29) и свойств βφ.

Далее, полагая y(t) =

∫
Ω

s2dx, имеем

y′ + C4y
n−b+2

2 ≤ 0.

Интегрирование последнего от 0 до t приводит к нера-
венству

2

b− n
(y

b−n
2 (t)− y

b−n
2 (0)) + C4t ≤ 0.

из которого выводим

0 ≤ y ≤
(
−b− n

2
C4t+ y(b−n)/2(0)

)2/(b−n)

.

Следовательно, при

t > t0 =
2

(b− n)C4

y(b−n)/2(0)

имеем y(t) = ||s||22,Ω ≡ 0.
Теорема доказана.



Глава 4

Примеры глобальной
разрешимости задач
фильтрации
несжимаемой жидкости в
вязкоупругой среде

В данной главе исследуется система уравнений филь-
трации вязкой жидкости в вязкоупругой деформируемой
пористой среде. Доказана глобальная по времени теоре-
ма существования и единственности автомодельного ре-
шения задачи. Для задачи фильтрации в тонком поро-
упругом слое построены решения в квадратурах.

1 Глобальная разрешимость автомодель-
ной задачи

В данном разделе докажем существование и един-
ственность автомодельного решения краевой задачи для
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уравнений (1.5)–(1.9) в случае для полного реологическо-
го соотношения (1.7).

Условие ρs, ρf = const в системе (1.5)–(1.9) приводит к
замкнутой системе уравнений для φ,~vs, ~vf , ps, pf :

∂(1− φ)ρs
∂t

+ div((1− φ)ρs~vs) = 0,

∂(ρfφ)

∂t
+ div(ρfφ~vf ) = 0,

φ(~vf − ~vs) = −kφ
n

µ
(∇pf + ρf~g),

∇ · ~vs = −φ
m

η
pe − φbβφ

dpe
dt
,

∇ptot = ρtot~g,

ptot = φpf + (1− φ)ps,

pe = (1− φ)(ps − pf ), ρtot = φρf + (1− φ)ρs.

В одномерном случае система выглядит следующим
образом:

∂φ

∂t
+

∂

∂x
(φvf ) = 0,

∂(1− φ)

∂t
+
∂

∂t
(vs(1− φ)) = 0,

φ(vf − vs) = −k
µ
φn
(
∂pf
∂x
− ρfg

)
,

∂vs
∂x

= −φ
m

η
pe − φbβφ

(
∂pe
∂t

+ vs
∂pe
∂x

)
,

∂ptot
∂x

= −ρtotg.

Перейдем в этой системе уравнений к безразмерным
переменным
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t′ =
t

t1
, x′ =

x

x1

, v′f =
vf
v1

, v′s =
vs
v1

, g′ =
g

g1

,

p′f =
pf
p1

, ρ′f =
ρf
ρ
, ρ′s =

ρs
ρ
, p′tot =

ptot
p1

=
φpf + (1− φ)ps

p1

.

Система уравнений принимает следующую форму
(штрихи опускаются)

1

t1

∂φ

∂t
+
v1

x1

∂

∂x
(vfφ) = 0,

1

t1

∂(1− φ)

∂t
+
v1

x1

∂

∂x
(vs(1− φ)) = 0,

φv1(vf − vs) = −k
µ
φn
(
p1

x1

∂pf
∂x
− g1ρρfg

)
,

v1

x1

∂vs
∂x

= −φ
m

η
p1(ptot − pf )−

−φbβφ
(
p1

t1

∂(ptot − pf )
∂t

+
v1p1

x1

vs
∂(ptot − pf )

∂x

)
,

p1

x1

∂ptot
∂x

= −g1ρ(φρf + (1− φ)ρs)g.

Положим x1
v1

= t1, g1ρ = p1
x1
, βφ = t1

η
. Тогда система

примет следующий вид:

∂φ

∂t
+

∂

∂x
(vfφ) = 0, (4.1)

∂(1− φ)

∂t
+

∂

∂x
(vs(1− φ)) = 0, (4.2)

φ(vf − vs) = −φnα
(
∂pf
∂x
− ρfg

)
, (4.3)
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λ
∂vs
∂x

= −φm(ptot − pf )−

−φb
(
∂(ptot − pf )

∂t
+ vs

∂(ptot − pf )
∂x

)
,

(4.4)

∂ptot
∂x

= −(φρf + (1− φ)ρs)g. (4.5)

Здесь

α =
kg1ρ

µv1

, λ =
1

p1βφ
.

Для системы (4.1)–(4.5) рассматривается автомодель-
ное решение типа "бегущей волны". Полагая, что все ис-
комые функции зависят лишь от переменной ξ = x−ct (c
– постоянный параметр), приходим к следующей системе
уравнений:

d

dξ
((−c+ vf )φ) = 0, (4.6)

d

dξ
((1− φ)(vs − c)) = 0, (4.7)

φ(vf − vs) = −αφn
(
dpf
dξ
− ρfg

)
, (4.8)

λ
dvs
dξ

= −φm(ptot − pf )− φb(vs − c)
d(ptot − pf )

dξ
, (4.9)

dptot
dξ

= −(φρf + (1− φ)ρs)g. (4.10)

Система рассматривается при ξ > 0 и дополняется гра-
ничными условиями:

vs(0) = v0
s , vf (0) = v0

f , φ(0) = φ0, lim
ξ→∞

vs(ξ) = u+;

lim
ξ→∞

vf (ξ) = u+, lim
ξ→∞

φ(ξ) = φ+;

(4.11)
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где v0
s , v

0
f , φ

0, φ+ - заданные постоянные, удовлетворяю-
щие условиям φ0 6= φ+, v0

s 6= v0
f .

Определение 4.1. Классическим автомодельным реше-
нием задачи (4.6)–(4.11) называется совокупность функ-
ции (φ(ξ), vi(ξ), pi(ξ)), i = s, f , если они обладают непре-
рывными производными, входящими в уравнения (4.6)–
(4.10), удовлетворяют этим уравнениям и граничным
условиям (4.11) как непрерывные в Q̄T функции.

Сформулируем основной результат настоящего пара-
графа.
Теорема 4.1. Пусть выполнены следующие условия:
g = 0, φ0 > φ+, (φ0, φ+) ∈ (0, 1), Тогда существу-
ет единственное классическое автомодельное решение
(φ(ξ), vi(ξ), pi(ξ)), i = s, f задачи (4.6)–(4.11).

В дальнейшем предполагаются выполненными следу-
ющие условия на данные задачи:

φ+ 6= φ0 (φ+, φ0) ∈ (0, 1).

Доказательство существования решения проводится на
основе теоремы Шаудера [5] и использует стандартные
вспомогательные построения.

Из (4.6)–(4.7) получаем φ(vf − c) = A1, (1−φ)(vs− c) =
A2, A1, A2 = const, и, следовательно, vf = c + A1

φ
, vs =

c+ A2

1−φ . Тем самым приходим к следующей системе урав-
нений для неизвестных постоянных A1, A2, u

+, c:

v0
f = c+

A1

φ0
, v0

s = c+
A2

1− φ0
,

u+ = c+
A1

φ+
, u+ = c+

A2

1− φ+
.

Решение последней дается формулами

c =
φ+(1− φ0)v0

s − φ0(1− φ+)v0
f

φ+ − φ0
, u+ = v0

fφ
0 + (1−φ0)v0

s ,
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A2 =
(1− φ+)φ0(1− φ0)(v0

f − v0
s)

φ+ − φ0
, A1 =

φ+

1− φ+
A2.

Далее из уравнения (4.8) выразим dpf
dξ

с учетом най-
денных представлений для скоростей обеих фаз:

dpf
dξ

= ρfg −
1

α
φ1−n

(
A1

φ
− A2

1− φ

)
.

Подставляя представление для vs в уравнение (4.9), до-
множая полученное уравнение на φ−m и дифференцируя
по ξ, получим

A2λ
d

dξ

(
1

φm
d

dξ

(
1

1− φ

))
= − d

dξ
(ptot − pf )−

− d

dξ

(
φb−m

(
A2

1− φ

)
d

dξ
(ptot − pf )

)
.

Подставим в последнее уравнение представления для
производных pf и ptot:

d

dξ

(
φ−m

d

dξ
(1− φ)−1

)
+

+
1

λα

d

dξ

(
φb−m−n(1− φ)−1

(
A1 − A2

φ

1− φ

))
+

+
1

αλA2

φ−n
(
A1 − A2

φ

1− φ

)
= 0.

Положим s = φ
1−φ , тогда φ = s

1+s
, 1 − φ = 1

1+s
, и

уравнение для s примет вид

d

dξ

(
s−m(1 + s)m

ds

dξ

)
+

1

αλ

d

dξ
·

·
(
sb−m−n(1 + s)n+m−b+1(A1 − A2s)

)
−
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− 1

αλ
s−n(1 + s)n

(
s− A1

A2

)
= 0.

Уравнение для функции s дополняется соответствую-
щими условиями для φ:

s(0) =
φ0

1− φ0
, lim
ξ→∞

s(ξ) =
φ+

1− φ+
= s+.

Полагая

u(s(ξ)) =

∫ s(ξ)

s+
a(τ)dτ =

∫ s(ξ)

s+

(
1 + τ

τ

)m
dτ,

приходим к задаче

u′′ + b(u)u′ − d(u)u = 0,

u(0) =

s0∫
s+

a(τ)dτ ≡ u0, u(∞) = 0,
(4.12)

где

b(u) =
1

αλ

(
s(u)

1 + s(u)

)m(
l

(
s(u)

1 + s(u)

)l−1

(A1 − A2s(u))+

+

(
s(u)

1 + s(u)

)l
(1−l)(A1−A2s(u))−A2(1+s(u))

(
s(u)

1 + s(u)

)l)
,

d(u) =
1

αλu
s−n(u)(1 + s(u))n

(
s(u)− A1

A2

)
, l = b−m− n.

В дальнейшем считаем s+ < s0 (случай s+ > s0 рас-
сматривается аналогично).

На отрезке [0, n] рассмотрим вспомогательную задачу

для v(ξ) =

s(ξ)∫
s+

a(τ)dτ :

v′′ + b(v)v′ − d(v)v = 0, v(0) = u0, v(n) = 0. (4.13)
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Решения последней в силу принципа максимума [28]
удовлетворяют неравенствам u0 ≥ v(ξ) ≥ 0 для всех
ξ ∈ [0, n]. Поэтому функции b(v) и d(v) являются стро-
го положительными и ограниченными.

Производная решения задачи (4.13) в точке ξ = n
неположительна, поскольку предположение v′(n) > 0,
ввиду граничного условия v(n) = 0, приводит к противо-
речию с неотрицательностью v(ξ). Представив уравнение
(4.13) в виде

ψ′ = vd(v) ≥ 0, ψ = v′ +

v∫
0

b(τ)dτ, (4.14)

выводим, что монотонно возрастающая функция ψ(ξ) яв-
ляется неположительной. Поэтому v′(ξ) ≤ 0 для всех
ξ ∈ [0, n].

Из (4.14) следует v′ + α∗v ≤ 0, где α∗ – минимальное
значение функции b(v). Отсюда получаем

v(ξ) ≤ v0 exp(−α∗ξ). (4.15)

Уравнение (4.13) представим в видеv′ + v∫
0

b(τ)dτ

′ − vd(v) = 0

и проинтегрируем по ξ от 0 до текущего значения ξ:

v′(ξ)− v′(0) =

vo∫
v(ξ)

b(τ)dτ +

ξ∫
0

τd(τ)dτ ≡ ϕ(ξ) ≥ 0.

Имеем |v′(0)|−ϕ(ξ) ≤ −v′(ξ). Интегрируя последнее нера-
венство по ξ от 0 до n, получим

|v′(0)| ≤ 1

n

 n∫
0

ϕ(τ)dτ + v0

 ≡ N <∞.
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Поскольку ψ(0) ≤ ψ(ξ) ≤ ψ(n), то имеем

v′(0) +

vo∫
0

b(τ)dτ ≤ v′(ξ) +

v(ξ)∫
0

b(τ)dτ.

Учитывая, что
v0∫

0

b(τ)dτ ≥
v(ξ)∫
0

b(τ)dτ , получим:

|v′(ξ)|+
v(ξ)∫
v0

b(τ)dτ ≤ |v′(0)|.

Отсюда следует, что для всех ξ ∈ [0, n]

|v′(ξ)| ≤ |v′(0)| ≤ N. (4.16)

Пусть y ≡ |v′(ξ)|. Уравнение (4.13) представим в виде

y′ + b(v)y + d(v)v = 0.

В частности имеем неравенство y′+α∗y ≤ 0. Отсюда сле-
дует, что

|v′(ξ)| ≤ N exp(−α∗ξ). (4.17)

Представим решение задачи (4.13) в виде

v(ξ) = v0 −
ξ∫

0

(|v′(0)| − ϕ(τ))dτ ≡ T (v), (4.18)

где значение v′(0) определяется из соотношения

n∫
0

(|v′(0)|+ ϕ(ξ))dξ = v0.
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В пространстве непрерывных функций C[0, n] рас-
смотрим замкнутое, ограниченное, выпуклое множество
M = {v(ξ)| 0 ≤ v(ξ) ≤ u0, ξ ∈ [0, n]}. Оператор T
определен на множестве M , и в силу принципа максиму-
ма имеет место вложение T (M) ⊂M .

Проверим непрерывность оператора Т. Возьмем про-
извольную непрерывную функцию ṽ(ξ), такую, что
ṽ(0) = v0, ṽ(n) = 0. Подставляя ṽ(ξ) вместо v(ξ) в (4.18),
получим T (ṽ).

Пусть последовательность непрерывных функций
ṽi(ξ), таких, что ṽi(0) = v0, ṽi(n) = 0, равномерно схо-
дится к ṽ(ξ) в пространстве C[0, n]:

|ṽi(ξ)− ṽ(ξ)| −→ 0, i→∞ ∀ξ ∈ [0, n].

Рассмотрим последовательность функций vi(ξ) = T (ṽi).
Положим

f(ξ, v) =

ξ∫
0

d(v(τ))v(τ)dτ, h(ξ, v) =

v(ξ)∫
v0

b(v(τ))dτ.

Тогда

|ṽi(ξ)− ṽ(ξ)| ≤
ξ∫

0

|f(σ, ṽ)− f(σ, ṽi)|dσ+

+

ξ∫
0

|h(σ, ṽi)− h(σ, ṽ)|dσ,

|f(σ, ṽ)− f(σ, ṽi)| =

∣∣∣∣∣∣
ξ∫

0

[d(ṽ(τ))ṽ(τ)− d(ṽi(τ))ṽi(τ)]dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

ξ∫
0

[|ṽ(τ)||d(ṽ(τ))− d(ṽi(τ))|+ |d(ṽi(τ))||ṽ(τ)− ṽi(τ)|]dτ,
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|h(σ, ṽi)− h(σ, ṽ)| =

∣∣∣∣∣∣
ṽi(ξ)∫
v0

b(ṽi(τ))dτ −
ṽ(ξ)∫
v0

b(ṽ(τ))dτ

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣−
v0∫

ṽi(ξ)

[b(ṽ(τ))− b(ṽi(τ))]dτ −
ṽ(ξ)∫

ṽi(ξ)

b(ṽ(τ))dτ

∣∣∣∣∣∣∣ .
Поскольку d(v), b(v) – непрерывные функции, а после-
довательность ṽi(ξ) равномерно сходится к ṽ(ξ), то полу-
чаем, что

|f(σ, ṽ)− f(σ, ṽi)| −→ 0, i→∞,

|h(σ, ṽi)− h(σ, ṽ)| −→ 0, i→∞ ∀σ ∈ [0, ξ].

Поэтому

|ṽi(ξ)− ṽ(ξ)| −→ 0, i→∞ ∀ξ ∈ [0, n].

Следовательно, оператор T непрерывен. Из оценок
(4.15)–(4.17) вытекает, что T является вполне непрерыв-
ным. По теореме Шаудера на множестве M задача (4.13)
имеет по крайней мере одно решение. Это решение един-
ственно, если (vd(v))′v > 0. Действительно, пусть f(ξ) –
достаточно гладкая функция, определенная на интерва-
ле [0, n] и равная нулю при ξ = 0 и ξ = n. Умножим обе
части уравнения (4.13) на f(ξ) и проинтегрируем полу-
ченное равенство по ξ от нуля до n, проводя однократное
интегрирование по частям. В результате приходим к сле-
дующему интегральному равенству:

n∫
0

v′(ξ)f ′ + f ′
v∫

0

b(z)dz + fvd(v)

 dξ = 0. (4.19)

Пусть v1 и v2 – два различных решения задачи (4.13).
Положим U = v1 − v2, U(0) = U(n) = 0. Из (4.19) после
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интегрирования по частям выводим
n∫

0

U [(f ′)′ −B1(ξ)f ′ −B2(ξ)f ]dξ = 0,

где

B1(ξ) = U−1

v2∫
v1

b(z)dz, B2(ξ) = U−1(v1d(v1)− v2d(v2)) > 0.

Определим f(ξ) как решение следующей линейной зада-
чи:

(f ′)′ −B1(ξ)f ′ −B2(ξ)f = h(ξ), f(0) = f(n) = 0,

где h(ξ) – произвольная непрерывная функция. Согласно
[58] данная задача разрешима при любой непрерывной
правой части. Поэтому U = 0.

Решение задачи (4.12) на бесконечном интервале по-
лучим как предел последовательности {vn(ξ)} решений
задачи (4.13) при n → ∞, используя независящие от n
оценки (4.15)–(4.17). В силу единственности решений за-
дач (4.13) ограниченная последовательность {vn(ξ)} мо-
нотонно возрастает и, следовательно, сходится к некото-
рой функции u(ξ). Осуществляя предельные переходы в
равенствах (4.18), записанных для {un(ξ)}, получим ана-
логичное равенство для предельной функции. Последнее
означает, что u(ξ) является классическим решением за-
дачи (4.12). Асимптотическое поведение решения опреде-
ляется неравенствами (4.15), (4.17).

Сформулируем достаточные условия единственности
решения задачи (4.12) в терминах краевых данных за-
дачи для функции s. Условие (vd(v))′v > 0 эквивалентно
следующему:

(vd(v))′v =
1

αλ
sm−n(1 + s)n−1−m·
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·(n(s− s+) + (1 + s)((1− n) + ns−1s+)) > 0.

Это неравенство справедливо при

s2 + s(1− n) + ns+ > 0. (4.20)

Чтобы неравенство (4.20) было выполнено, достаточно
потребовать выполнения условий на граничные данные.
Если 0 < n ≤ 1, то решение единственно для любого
s+ ≤ s ≤ s0. Если n > 1, то с учетом того, что s+ ≤ s ≤ s0,
имеем

s2 + s(1− n) + ns+ ≥ (s+)2 − s0(n− 1) + ns+ > 0,

при

s0 <
(s+)2 + ns+

n− 1
.

Таким образом, теорема доказана.

2 Фильтрация вязкой жидкости в тонком
вязкоупругом слое

В области Ω = (x, z) = [0, L] × [0, H] рассматривается
следующая система уравнений составного типа

∂(1− φ)

∂t
+ div((1− φ)~vs) = 0,

∂φ

∂t
+ div(φ~vf ) = 0,

(4.21)

φ(~vf − ~vs) = −K(φ)(∇pf + ρf~g), (4.22)

div~vs = −a1(φ)pe − a2(φ)
dpe
dt
, (4.23)

ρ~g+ div

(
(1− φ)η

(
∂~vs
∂~x

+

(
∂~vs
∂~x

)∗))
−∇ptot = 0, (4.24)

ptot = φpf + (1− φ)ps,

pe = (1− φ)(ps − pf ), ρtot = φρf + (1− φ)ρs.
(4.25)
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2.1 Введение малого параметра

Проведем обезразмеривание уравнений (4.21)–(4.25).
Пусть x̄, z̄, t̄ – безразмерные переменные, определенные
равенствами

x̄ =
x

L
, z̄ =

z

H
, t̄ = εkτ0t, ε =

H

L
� 1,

где [L] = [H] = [м], [τ0] = [1/с]; k – фиксированный пара-
метр [76].

Положим:

pf (t, x, z) = αp̄f (t̄, x̄, z̄) = αp̄f

(
εkτ0t,

x

L
,
z

H

)
,

ps(t, x, z) = αp̄s(t̄, x̄, z̄) = αp̄s

(
εkτ0t,

x

L
,
z

H

)
,

vis(t, x, z) = βiv̄is(t̄, x̄, z̄) = βiv̄is

(
εkτ0t,

x

L
,
z

H

)
, i = 1, 2,

vif (t, x, z) = βiv̄if (t̄, x̄, z̄) = βiv̄if

(
εkτ0t,

x

L
,
z

H

)
, i = 1, 2,

ptot(t, x, z) = αp̄tot(t̄, x̄, z̄),

ρfg =
α

H
ρ̄f ḡ, ρsg =

α

H
ρ̄sḡ, ρg =

α

H
ρ̄ḡ,

K(φ) = k0K̄(φ), a1(φ) = a1ā1(φ), a2(φ) = a2ā2(φ).

Здесь [βi] =[м/с], [α] =[Па], [k0] = [ м2

Па·c ], [a1] = [ 1
Па·c ],

[a2] = [1/Па].
Система (4.21)–(4.25) в скалярной форме преобразует-

ся к виду

εkτ0
∂(1− φ)

∂t̄
+
β1

L

∂v̄1
s(1− φ)

∂x̄
+
β2

H

∂v̄2
s(1− φ)

∂z̄
= 0,

εkτ0
∂φ

∂t̄
+
β1

L

∂v̄1
fφ

∂x̄
+
β2

H

∂v̄2
fφ

∂z̄
= 0,

(4.26)
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φ(β1v̄1
f − β1v̄1

s) = −k0K̄(φ)
α

L

∂p̄f
∂x̄

,

φ(β2v̄2
f − β2v̄2

s) = −k0K̄(φ)

(
α

H

∂p̄f
∂z̄
− α

H
ρ̄f ḡ

)
,

(4.27)

1

1− φ

(
εkτ0

∂φ

∂t̄
+ β1v̄1

s

1

L

∂φ

∂x̄
+ β2v̄2

s

1

H

∂φ

∂z̄

)
=

= −a1ā1(φ)α(p̄tot − p̄f )− a2ā2(φ)

(
εkτoα

∂(p̄tot − p̄f )
∂t̄

+

+β1v̄1
s

α

L

∂(p̄tot − p̄f )
∂x̄

+ β2v̄2
s

α

H

∂(p̄tot − p̄f )
∂z̄

)
, (4.28)

2
β1

L2

∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂x̄

)
+
β1

H2

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
+

+
β2

HL

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂x̄

)
=

α

Lη

∂ptot
∂x̄

, (4.29)

− α

Hη
ρ̄ḡ +

β2

L2

∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂x̄

)
+ 2

β2

H2

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂z̄

)
+

+
β1

HL

∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
=

α

Hη

∂p̄tot
∂z̄

. (4.30)

Положим

β1 = εkτ0L, β2 = εkτ0H.

Тогда системе (4.26)–(2.1) можно придать вид

∂(1− φ)

∂t̄
+ div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ

∂t̄
+ div(φv̄f ) = 0,

(4.31)
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εkτ0L
2

k0α
φ(v̄1

f − v̄1
s) = −K̄(φ)

∂p̄f
∂x̄

,

εk+2τ0L
2

k0α
φ(v̄2

f − v̄2
s) = −K̄(φ)

(
∂p̄f
∂z̄
− ρ̄f ḡ

)
,

(4.32)

εkτ0

a1α(1− φ)

dφ

dt̄
= −ā1(φ)(p̄tot−p̄f )−

εkτ0a
2

a1
ā2(φ)

d(p̄tot − p̄f )
dt̄

,

(4.33)

2εk
∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂x̄

)
+ εk−2 ∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
+

+εk
∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂x̄

)
=

α

ητ0

∂ptot
∂x̄

, (4.34)

τ0η

α
(εk+2 ∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂x̄

)
+ 2εk

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂z̄

)
+

+εk
∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= ρ̄ḡ +

∂p̄tot
∂z̄

.

(4.35)

2.2 Предельный переход

В системе (4.31) – (4.35) коэффициенты
τ0L2

k0α
, ητ0

α
, τ0

a1α
, τ0a2

a1
безразмерные. Параметры

η, τ0, L, K фиксированы. После предельного пере-
хода по ε→ 0 в этой системе в зависимости от параметра
k получим различные варианты

1. k = 0

∂(1− φ)

∂t̄
+ div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ

∂t̄
+ div(φv̄f ) = 0,



Примеры глобальной разрешимости задач фильтрации несжимаемой ... 115

τ0L
2

k0α
φ(v̄1

f − v̄1
s) = −K̄(φ)

∂p̄f
∂x̄

,

∂p̄f
∂z̄

= ρ̄f ḡ,

τ0

a1α(1− φ)

dφ

dt̄
= −ā1(φ)(p̄tot − p̄f )−

a2τ0

a1
ā2(φ)

d(p̄tot − p̄f )
dt

,

∂

∂z

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0,

2
∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂z̄

)
+

∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
=

=
α

τ0η

(
ρ̄ḡ +

∂p̄tot
∂z̄

)
.

2. k = 2

∂(1− φ)

∂t̄
+ div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ

∂t̄
+ div(φv̄f ) = 0,

∂p̄f
∂x̄

= 0,
∂p̄f
∂z̄

= ρ̄f ḡ,

p̄tot = p̄f ,

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
=

α

ητ0

∂p̄tot
∂x̄

,

ρ̄ḡ = −∂p̄tot
∂z̄

.

3. 0 < k < 2

∂(1− φ)

∂t̄
+ div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ

∂t̄
+ div(φv̄f ) = 0,
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∂p̄f
∂x̄

= 0,
∂p̄f
∂z̄

= ρ̄f ḡ, p̄tot = p̄f

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0,

ρ̄ḡ = −∂p̄tot
∂z̄

.

4. k > 2

∂(1− φ)

∂t̄
+ div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ

∂t̄
+ div(φv̄f ) = 0,

∂p̄f
∂x̄

= 0,
∂p̄f
∂z̄

= ρ̄f ḡ, p̄tot = p̄f ,

∂ptot
∂x̄

= 0,

ρ̄ḡ = −∂p̄tot
∂z̄

.

5. −2 < k < 0

∂(1− φ)

∂t̄
+ div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ

∂t̄
+ div(φv̄f ) = 0,

v1
s = v1

f ,

∂p̄f
∂z̄

= ρ̄zḡ,

1

a2α(1− φ)

dφ

dt̄
= −ā2(φ)

d(p̄tot − p̄f )
dt̄

,

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0,
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2
∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂z̄

)
+

∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0.

6. k = −2

∂(1− φ)

∂t̄
+ div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ

∂t̄
+ div(φv̄f ) = 0,

(4.36)

v̄1
s = v̄1

f , (4.37)

τ0L
2

k0α
φ(v̄2

f − v̄2
s) = −K̄(φ)

(
∂p̄f
∂z̄
− ρ̄f ḡ

)
, (4.38)

1

a2α(1− φ)

dφ

dt̄
= −ā2(φ)

d(p̄tot − p̄f )
dt̄

, (4.39)

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0, (4.40)

2
∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂z̄

)
+

∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0. (4.41)

7. k < −2

∂(1− φ)

∂t̄
+ div((1− φ)v̄s) = 0,

∂φ

∂t̄
+ div(φv̄f ) = 0,

~vs = ~vf ,

1

1− φ
dφ

dt̄
= −a2αā2(φ)

d(p̄tot − p̄f )
dt̄

,

∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0,

2
∂

∂z̄

(
(1− φ)

∂v̄2
s

∂z̄

)
+

∂

∂x̄

(
(1− φ)

∂v̄1
s

∂z̄

)
= 0.
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2.3 Решение в квадратурах

Рассмотрим наиболее физичный случай 6, который
описывает медленное течение жидкости в пороупругой
среде (далее черточки опускаются).

Уравнение (4.39) представим в виде

dG(φ)

dt
=
dptot
dt

,

где
dG(φ)

dφ
=

1

a2αa2(φ)(1− φ)
.

Откуда получим уравнение для нахождения ps:

∂U

∂t
+ v1

s

∂U

∂x
+ v2

s

∂U

∂z
= 0,

где U = G(φ) + (1− φ)(pf − ps).
Это уравнение решается методом характеристик. По-

следние определяются как решения задачи Коши

v1
s =

dx

dt
, v2

s =
dz

dt
, U |t=0= G(φ0) + (1− φ0)(p0

f − p0
s).

Для нахождения первых компонент скоростей дважды
проинтегрируем уравнение (4.40) по z и с учетом (4.37),
получим

v1
s = v1

f = A(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dτ +B(x, t), (4.42)

где функции A(x, t), B(x, t) определим после задания кра-
евых условий.

Уравнение (4.41) после дифференцирования по z с уче-
том (4.42) примет вид

2
∂

∂z

(
(1− φ)

∂v2
s

∂z

)
+
∂A(x, t)

∂x
= 0.
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Проинтегрируем последнее по z дважды, получим
представление для v2

s через φ и функции времени и ко-
ординаты x, которые могут быть найдены после задания
краевых условий:

v2
s = −1/2

∂A(x, t)

∂x

z∫
0

τ

1− φ
dτ+D(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dτ+C(x, t).

Складывая уравнения (4.36), получим

div(φ(~vf − ~vs) + ~vs) = 0.

С учетом уравнений (4.37)–(4.38) имеем

div~vs =
k0α

τ0L2

∂

∂z

(
K(φ)

(
∂pf
∂z
− ρfg

))
.

Подставляя в последнее уравнение представления для
компонент скорости твердой среды, получим

∂

∂x

A(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dτ

+
∂B(x, t)

∂x
− 1/2

∂A(x, t)

∂x

z

1− φ
+

+D(x, t)
1

1− φ
=

k0α

τ0L2

∂

∂z

(
K(φ)

(
∂pf
∂z
− ρfg

))
.

Проинтегрируем это уравнение дважды по z, получим
представление для pf через φ и функции времени и ко-
ординаты x, которые могут быть найдены после задания
краевых условий

pf = ρfgz+
τ0L

2

k0α

z∫
0

1

K(φ)

 ζ∫
0

∂

∂x

A(x, t)

ξ∫
0

1

1− φ
dτ

 dξ+

+
1

2

∂A(x, t)

∂x

ζ∫
0

τ

1− φ
dτ +

∂B(x, t)

∂x
ζ +D(x, t)

ζ∫
0

1

1− φ
dτ+
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+E(x, t)] dζ + F (x, t).

Возвращаемся в (4.38) и получаем представление для
v2
f через φ

v2
f = −1

φ

 z∫
0

∂

∂x

A(x, t)

ξ∫
0

1

1− φ
dτ

 dξ−

−1

2

∂A(x, t)

∂x

z∫
0

τ

1− φ
dτ +

∂B(x, t)

∂x
z+

+D(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dτ + E(x, t)

− 1

2

∂A(x, t)

∂x

z∫
0

τ

1− φ
dτ+

+D(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dτ + C(x, t).

Подставляя в (4.36) представления для компонент ско-
рости твердой фазы, получим уравнение для s = 1− φ

∂s

∂t
+

∂

∂x

sA(x, t)

z∫
0

s−1dτ + sB(x, t)

+

+
∂

∂z

(
−s1

2

∂A(x, t)

∂x

z∫
0

τ

s
dτ + sD(x, t)

z∫
0

s−1dτ+

+sC(x, t)) = 0.

Как частный случай рассмотрим задачу для уравне-
ний (4.36)–(4.41), дополненных следующими начально-
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краевыми условиями:

∂v2
s

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0, v2
s

∣∣
z=H

= C = const,

v1
s

∣∣
z=H

= B = const,
∂v1

s

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0,

φ |t=0= φ0(x, t),
∂pf
∂z

∣∣∣∣
z=H

= 0,

pf |t=0= p0
f (x, z), ps |t=0= p0

s(x, z), pf |z=0= p0(x, t).
(4.43)

Тогда, пользуясь краевыми условиями, из представлений
для ~vs, ~vf , pf находим неизвестные функции координаты
x и времени t

A(x, t) = 0, B(x, t) = B = const, C(x, t) = C = const,

D(x, t) = 0, E(x, t) = −ρfgk0α

τ0L2
K(φ(x,H, t)), F (x, t) = p0.

откуда
v1
s = v1

f = B, v2
s = C.

а уравнение для s перепишется в виде

∂s

∂t
+B

∂s

∂x
+ C

∂s

∂z
= 0.

Его решение есть

φ = φ0(x−Bt, z − Ct).

Тогда

v2
f =

ρfgk0α

τ0L2

K(φ0(x−Bt,H − Ct))
φ0(x−Bt, z − Ct)

+ C,

pf = p0 + ρfg(z −
z∫

0

K(φ0(x−Bt,H − Ct))
K(φ0(x−Bt, τ − Ct))

dτ),
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Решение для ps в выглядит следующим образом

ps = pf − p0
f (x−Bt, z − Ct) + p0

s(x−Bt, z − Ct).

Таким образом, решение задачи (4.36)–(4.43) получено
в квадратурах.



Глава 5

Задачи неизотермической
фильтрации жидкостей в
пороупругих средах

В данной главе исследуются системы уравнений неизо-
термической фильтрации вязких жидкостей в пороупру-
гой среде. Доказана локальная по времени разрешимость
задачи неизотермической фильтрации сжимаемой жид-
кости в вязкой пористой среде, для несжимаемой жидко-
сти доказана глобальная по времени теорема существо-
вания и единственности классического решения задачи.
Для задачи фильтрации воды и воздуха в тонком поро-
упругом слое льда построены решения в квадратурах.

1 Неизотермическая фильтрации вязкой
жидкости в вязкой пористой среде

1.1 Постановка задачи

В случае неизотермической фильтрации вязкой жид-
кости в деформируемой вязкой пористой среде к уравне-
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ниям (1.5)–(1.9) необходимо добавить уравнения сохране-
ния энергии для каждой фазы. Вместо этого применяем
уравнение сохранения энергии системы в целом. Вывод
этого уравнения основан на гипотезе о том, что фазовые
температуры в каждой точке сплошной среды совпадают.

Уравнение сохранения энергии берется в виде [82], [87]

(ρfcfφ+ ρscs(1− φ))∂θ
∂t

+ (ρfcfφ~vf + ρscs(1− φ)~vs)∇θ =

= div(λ∇θ),

где θ – температура среды (the same for each phases),
cs и cf – теплоемкости при постоянном объеме фаз. Ко-
эффициент теплопроводности среды λ(φ) берется в виде
λ(φ) = λfφ+λs(1−φ), где λf , λs – теплопроводность жид-
кой и твердой фазы (усредненная теплопроводность)[82].

Таким образом, с учетом зависимостей коэффициен-
тов вязкости и сжимаемости скелета от пористости и тем-
пературы уравнения модели при отсутствии фазовых пе-
реходов имеют вид [73], [93], [71], [82]:

∂(1−φ)ρs
∂t

+ div((1− φ)ρs~vs) = 0,

∂(ρfφ)

∂t
+ div(ρfφ~vf ) = 0,

(5.1)

φ(~vf − ~vs) = −K(φ)

µ(θ)
(∇pf + ρf~g), (5.2)

∇ · ~vs = −a1(φ)ξ1(θ)pe − a2(φ)ξ2(θ)(
∂pe
∂t

+ ~vs · ∇pe), (5.3)

∇ · σ + ρtot~g = 0, ρtot = φρf + (1− φ)ρs, (5.4)

(ρfcfφ+ ρscs(1− φ))∂θ
∂t

+ (ρfcfφ~vf + ρscs(1− φ)~vs)∇θ =

= div(λ∇θ),
(5.5)
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ptot = φpf + (1− φ)ps, pe = (1− φ)(ps − pf ). (5.6)

Данная квазилинейная система составного типа опи-
сывает пространственное нестационарное неизотермиче-
ское движение сжимаемой жидкости в вязкоупругой сре-
де. Здесь K(φ), a1(φ), a2(φ), ξ1(θ), ξ2(θ) – параметры по-
роупругой среды.

Для коэффициента проницаемости K(φ) использует-
ся известная зависимость вида K(φ) = K ′φn, где K ′ =
const > 0, n = 3, [71]. В дальнейшем используются обо-
значения k(φ) = K(φ)/µ(θ), a1(φ) = φm, ξ1(θ) = 1/η(θ),
где η(θ) – коэффициент динамической вязкости скеле-
та, который характеризует связь между тензором ско-
рости деформации и тензором напряжений и определя-
ется из эксперимента при одноосном сжатии [72], [78].
В качестве модельной принята следующая зависимость:
η(θ) = ηrexp(Qr(1− θ/θr)/Rθ), ηr, Qr, θr, R – положитель-
ные константы (аналог формулы Аррениуса для зависи-
мости скорости реакции от температуры) [71].

Численные исследования различных начально-
краевых задач для системы уравнений (5.1)–(5.6)
проведены в работах [93], [71], [121]. Численный анализ
начально-краевой задачи для системы (5.1)–(5.6) прове-
ден в [86]: построены разностные схемы и их установлена
их сходимость. Вопросы обоснования в этих статьях не
рассматривались. В некоторых частных случаях вопро-
сы обоснования этой модели обсуждаются в [113], [98].
Локальная разрешимость задачи Коши в пространствах
Соболева установлена в [109].

Система уравнений, описывающая одномерное неста-
ционарное движение сжимаемой жидкости в вязкой по-
ристой среде (a2(φ) = 0) в области (x, t) ∈ QT = Ω ×
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(0, T ),Ω = (0, 1), выглядит следующим образом [93], [82]:

∂(1−φ)ρs
∂t

+ ∂
∂x

((1− φ)ρsvs) = 0,

∂(ρfφ)

∂t
+ ∂

∂x
(ρfφvf ) = 0,

(5.7)

φ(vf − vs) = −k(φ)

µ(θ)
(
∂pf
∂x
− ρfg), (5.8)

∂vs
∂x

= −a1(φ)ξ1(θ)pe, pe = ptot − pf ,

ptot = φpf + (1− φ)ps,
(5.9)

ρtotg +
∂ptot
∂x

= 0, (5.10)

(ρfcfφ+ ρscs(1− φ))∂θ
∂t

+

+(ρfcfφvf + ρscs(1− φ)vs)
∂θ
∂x

= ∂
∂x

(λ ∂θ
∂x

).
(5.11)

Задача записана в эйлеровых координатах x, t. Истин-
ная плотность твердых частиц ρs считается постоянной,
а зависимость Клапейрона берется в виде pf = Rθρf , R =
const > 0. На границе области Ω, задаются скорости фаз
vs, vf , градиент температуры ∂θ/∂x, а также плотность
ρ0
f (x), пористость φ0(x) и температура θ0(x) в начальный

момент времени.
Для системы (5.7)–(5.11) задаются следующие усло-

вия:

vs|x=0,1 = vf |x=0,1 = 0, ∂θ
∂x
|x=0,x=1= 0

ρf |t=0 = ρ0(x), φ|t=0 = φ0(x), θ |t=0= θ0(x).
(5.12)

Следуя [5], [95], [96] перепишем систему (5.7)–(5.11).
Положим x̄ = x̄(τ, x, t) – решение задачи Коши

∂x̄

∂τ
= vs(x̄, τ), x̄ |τ=t= x.
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Положим x̂ = x̄(0, x, t) и возьмем x̂ и t в качестве но-
вых переменных. Тогда 1−φ(x̂, t) = (1−φ0(x̂))Ĵ(x̂, t), где
Ĵ(x̂, t) = ∂x̂

∂x
(x̂, t) – Якобиан перехода. Вместо (5.7)–(5.11)

имеем
∂(1−φ̂)
∂t

+ (1−φ̂)2

1−φ0
∂v̂s
∂x̂

= 0,

∂
∂t

(ρ̂f φ̂) + (1−φ̂)
1−φ0

∂
∂x̂

(ρ̂f φ̂v̂f ) = v̂s
(1−φ̂)
1−φ0

∂
∂x̂

(ρ̂f φ̂),

φ̂(v̂s − v̂f ) = k(φ̂)

µ(θ̂)

(1−φ̂)
1−φ0

∂p̂f
∂x̂
, (1−φ̂)

1−φ0
∂v̂s
∂x̂

= −a1(φ̂)ξ1(θ̂)p̂e.

Поскольку

v̂s
∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂) =

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂v̂s)− ρ̂f φ̂

∂v̂s
∂x̂

,

уравнение неразрывности для жидкой фазы можно пере-
писать в виде

1

(1− φ̂)

∂

∂t
(ρ̂f φ̂)+

1

1− φ0

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂(v̂f−v̂s))+

1

1− φ0
ρ̂f φ̂

∂v̂s
∂x̂

= 0.

Используя уравнение неразрывности для твердой фазы,
имеем

∂

∂t
(ρ̂f

φ̂

1− φ̂
) +

1

(1− φ0)

∂

∂x̂
(ρ̂f φ̂(v̂f − v̂s)) = 0.

Наконец, переходя (x̂, t) к массовым переменным
Лагранжа (y, t) по правилу [5] (1−φ0(x̂))dx̂ = dy, y(x̂) =
x̂∫
0

(1−φ0(η))dη ∈ [0, 1] и формально заменяя y на x, систе-

ма (5.7)–(5.11) может быть записана в виде

∂(1− φ)

∂t
+ (1− φ)2∂vs

∂x
= 0, (5.13)

∂

∂t

(
ρf

φ

1− φ

)
+

∂

∂x
(ρfφ(vf − vs)) = 0, (5.14)
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φ(vs − vf ) =
k(φ)

µ(θ)
((1− φ)

∂pf
∂x
− ρfg), (5.15)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −a1(φ)ξ1(θ)pe, pe = ptot − pf , (5.16)

ρtotg + (1− φ)
∂ptot
∂x

= 0, (5.17)

(ρfcfφ+ ρscs(1− φ))∂θ
∂t

= (1− φ) ∂
∂x

(λ(1− φ) ∂θ
∂x

)+

+k(φ)
µ(θ)

cfρf ((1− φ)
∂pf
∂x
− ρfg) ∂θ

∂x
.

(5.18)
Принимая во внимание уравнение (5.17), получим

представление для ptot :

ptot = P 0(t)−
∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ.

Перепишем уравнение (5.16) в виде

∂vs
∂x

= −a1(φ)

1− φ
ξ1(θ)(ptot − pf ).

После интегрирования по x от 0 до 1 и с учетом пред-
ставления для ptot получим

P 0 = (

1∫
0

(
a1(φ)

1− φ
ξ1(θ)(pf +

∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ)

)
dx−

−vs(1, t) + vs(0, t)) ·

 1∫
0

a1(φ)

1− φ
ξ1(θ)dx

−1

.

Преобразуя исходную систему уравнений, мы получа-
ем систему для определения пористости, давления жид-
кости и температуры (5.18) (используя уравнение (5.14),
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с учетом (5.15) и используя уравнение (5.13), принимая
во внимание уравнение (5.16)):

∂

∂t
(
pf
Rθ

φ

1− φ
) =

∂

∂x
(
k(φ)

µ(θ)

pf
Rθ

((1− φ)
∂pf
∂x
− g

Rθ
pf )), (5.19)

∂G

∂t
= ξ1(θ)(pf − ptot), (5.20)

(ρfcfφ+ ρscs(1− φ))∂θ
∂t

= (1− φ) ∂
∂x

(λ(1− φ) ∂θ
∂x

)+

+k(φ)
µ(θ)

cfρf ((1− φ)
∂pf
∂x
− ρfg) ∂θ

∂x
,

(5.21)
где

ptot =

1∫
0

(
a1(φ)

1− φ
ξ1(θ)(pf (ρf )+

+

∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ)

)
dx

 1∫
0

a1(φ)

1− φ
ξ1(θ)dx

−1

−
∫ x

0

ρtotg

1− φ
dξ,

и функция G определяется следующим образом:

∂G

∂φ
=

1

(1− φ)a1(φ)
.

1.2 Сжимаемая жидкость

Для системы (5.19)–(5.21) условия (5.12) могут быть
переписаны в виде

((1− φ)
∂pf (ρf )

∂x
− ρfg) |x=0,x=1= 0, ∂θ

∂x
|x=0,x=1= 0,

pf |t=0= p0(x), φ |t=0= φ0(x), θ |t=0= θ0(x),
(5.22)

где
p0(x) = Rθ0ρ0.
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В обозначениях функциональных пространств мы сле-
дуем [28]: Ck+α,m+β(QT ) – пространство Гельдера, где
k,m – натуральные числа, (α, β) ∈ (0, 1], с нормой
||f ||Ck+α,m+β(QT ).

Определение 5.1. Решением задачи (5.19)–(5.22) назы-
вается набор функций φ, ρf , θ ∈ C2+α,1+β(QT ), таких что
0 < φ < 1, ρf > 0, θ > 0. Эти функции удовлетворяют
уравнениям (5.19)–(5.21), а ткаже краевым и началь-
ным условиям (5.22) и рассматриваются как непрерыв-
ные функции в QT .

Теорема 5.1. Пусть данные задачи (5.19)–(5.22) удовле-
творяют следующим условиям:
1. функции k(φ), ξ1(θ), λ(φ), µ(θ), a1(φ) и их производные
до второго порядка непрерывны для φ ∈ (0, 1), pf > 0, θ >
0 и удовлетворяют условиям

k−1
0 φq1(1− φ)q2 ≤ k(φ) ≤ k0φ

q3(1− φ)q4 ,

k−1
0 φq5(1− φ)q6 ≤ λ(φ) ≤ k0φ

q7(1− φ)q8 ,

0 < ξ0
1 ≤ ξ1(θ) ≤ ξ1

1 <∞, 0 < µ0 ≤ µ(θ) ≤ µ1 <∞,
a1(φ) = a0(φ)φα1(1− φ)α2−1, 0 < R1 ≤ a0(φ) ≤ R2,

где k0, ξ
0
1 , ξ

1
1 , µ0, µ1αi, Ri, i = 1, 2 – положительные посто-

янные, q1, ..., q8 – фиксированные вещественные числа,
2. Начальные функции φ0, p0, θ0 и функция g, удо-
влетворяют следующим условиям гладкости: φ0 ∈
C2+α(Ω), p0 ∈ C2+α(Ω), θ0 ∈ C2+α(Ω), g ∈ C1+α,1+α/2(Q̄T ),
условиям согласования:

((1− φ0)
dp0

dx
− ρ(p0, θ0)g(x, 0)) |x=0,x=1= 0,

а также удовлетворяют неравенствам:

0 < m0 ≤ φ0(x) ≤M0 < 1, 0 < m1 ≤ p0(x) ≤M1 <∞,
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0 < m2 ≤ θ0(x) ≤M2 <∞, 0 < g(x, t) ≤ g0 <∞, x ∈ Ω,

где m0,M0,m1,M1, g0 - положительные константы.
Тогда задача (5.19)–(5.22) имеет локальное решение, то
есть существует значение: t0 ∈ (0, T ) такое, что:

(φ(x, t), pf (x, t), θ(x, t)) ∈ C2+α,1+α/2(Qt0).

Более того, 0 < φ(x, t) < 1, pf (x, t) > 0, θ(x, t) > 0 в Qt0.

Доказательство. Разрешимость задачи (5.19)–(5.22)
устанавливается с помощью теоремы Тихонова-Шаудера
о неподвижной точке [5].

Так как функция ψ = G(φ) является строго монотон-
ной, при φ ∈ (0, 1), то существует обратная функция:
φ = G−1(ψ). Положим p(x, t) = pf (x, t)−p0(x), ω(x, t) =
G(φ)−G(φ0), θ1 = θ− θ0, тогда уравнения (5.19)–(5.21)
можно представить в виде:

∂
∂t

( p+p0

R(θ1+θ0)
φ(ω)

1−φ(ω)
) =

= ∂
∂x

(
k(φ(ω))
µ(θ1+θ0)

p+p0

R(θ1+θ0)
((1− φ(ω))∂p+p

0

∂x
− g(p+p0)

R(θ1+θ0)

)
,

(5.23)
∂ω
∂t

= ξ1(θ1 + θ0)((p+ p0)−

−
1∫

0

(
a1(φ(ω))

1− φ(ω)
ξ1(θ1 + θ0)((p+ p0)+

+

∫ x

0

ρtot(ω)g

1− φ
dξ)

)
dx ·

 1∫
0

a1(φ(ω))

1− φ(ω)
ξ1(θ1 + θ0)dx

−1

+

+

∫ x

0

(
p+ p0

R(θ1 + θ0)

φ(ω)

1− φ(ω)
+ ρs)gdξ),

(5.24)
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(
cf (p+p0)

R(θ1+θ0)
φ

1−φ + csρs)
∂θ1
∂t

= ∂
∂x

(λ(1− φ)∂(θ1+θ0)
∂x

)+

+ k(φ)
µ(θ1+θ0)

cf (p+p0)

R(θ1+θ0)
((1− φ)∂(p+p0)

∂x
− g(p+p0)

R(θ1+θ0)
)∂(θ1+θ0)

∂x
.

(5.25)
В качестве банахова пространства мы выбираем про-

странство C2+β,1+β/2(Qt0), где β – любое число из интер-
вала (0, α), α ∈ [0, 1). Положим

V = {p̄(x, t), ω̄(x, t), θ̄ ∈ C2+α,1+α/2(Qt0)|

p̄ |t=0= ω̄ |t=0= θ̄ |t=0=
∂θ̄

∂x
|x=0,x=1=

= ((1− φ(ω̄))
∂(ρ̄+ ρ0)

∂x
− (ρ̄+ ρ0)g) |x=0,x=1= 0,

m∗1 − p0(x) ≤ p̄(x, t) ≤M∗
1 − p0(x) <∞,

m∗1 =
m1

2
(1 +

g0

Rm2(1−M0)
)−1,

M∗
1 = 2M1(1 +

g0

Rm2(1−M0)
)−1,

m2 − θ0 ≤ θ̄ ≤M2 − θ0,

G(
m0

2
)−G(φ0) ≤ ω̄(x, t) ≤ G(

M0 + 1

2
)−G(φ0) <∞,

(x, t) ∈ Qt0 ,

(|ω̄|1+α,(1+α)/2,Qt0
, |p̄|1+α,(1+α)/2,Qt0

, |θ̄|1+α,(1+α)/2,Qt0
) ≤ K1,

(|ω̄|2+α,(2+α)/2,Qt0
, |p̄|2+α,(2+α)/2,Qt0

, |θ̄|2+α,(2+α)/2,Qt0
) ≤

≤ K1 +K2,

где K1 - произвольная положительная постоянная, а по-
ложительная константа K2 будет определена позже. От-
метим, что на множестве V выполняются следующие
неравенства: 0 < m0/2 ≤ φ(ω̄) ≤ (M0 + 1)/2 < 1.
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Построим оператор Λ, отображающий V в V . Пусть
ω̄, p̄, θ̄ ∈ V . Используя (5.24), определим функцию ω:

ω =

t∫
0

ξ1(θ̄ + θ0)((p̄(x, τ) + p0(x))−

−
1∫

0

(
a1(φ(ω̄))

1− φ(ω̄)
ξ1(θ̄ + θ0)((p̄+ p0)+

+

∫ x

0

(
p̄+ p0

R(θ̄ + θ0)

φ(ω̄)

1− φ(ω̄)
+ ρs)g)dξ))dx·

·(
1∫

0

a1(φ(ω))

1− φ(ω)
ξ1(θ1 + θ0)dx)−1+

+

x∫
0

g(ρs +
p̄+ p0(ξ)

R(θ̄ + θ0)

φ(ω̄)

1− φ(ω̄)
)dξ)dτ.

(5.26)

Из представления (5.26) следует, что гладкость ω
определяется гладкостью функций: p̄, ω̄, θ̄, θ̄0, p0, P 0 и
g. Следовательно, существует такое значение t1 =
t1(m0,M0,m1,M1,m2,M2), что для всех t0 ≤ t1 выпол-
няется неравенство:

0 <
m0

2
≤ φ(x, t) ≤ M0 + 1

2
, (x, t) ∈ Qt0 . (5.27)

В частности, имеем оценку:

|ω|2+α,1+α/2,Qt0
≤

≤ C0(m0,M0,m1,M1, K1,m2,M2, T, |g|1+α,Ω, |p0|2+α,Ω,

|θ0|2+α,Ω, |φ0|2+α,Ω|P 0|α/2,[0,T ])(1+t0(|ρ̄xx|α,α/2,Ω+|θ̄xx|α,α/2,Ω)).
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Принимая во внимание (5.27), также имеет место оцен-
ка для функции ω(x, t):

G(
m0

2
) ≤ ω(x, t) +G(φ0) ≤ G(

M0 + 1

2
).

Используя(5.23), p̄, θ̄ и ω̄, найдём функцию p(x, t) как
решения задачи (здесь и далее предполагается, что на-
чальные и граничные условия согласованы):

∂
∂t

( p+p0

R(θ̄+θ0)

φ(ω̄)
1−φ(ω̄)

) = ∂
∂x

( k(φ(ω̄))

µ(θ̄+θ0)
p̄+p0

R(θ̄+θ0)
((1−

−φ(ω̄))∂p+p
0

∂x
− g(p+p0)

R(θ̄+θ0)
),

(5.28)

p |t=0= 0, ((1− φ(ω̄))
∂(p+ p0)

∂x
− g(p+ p0)

R(θ̄ + θ0)
) |x=0,x=1= 0.

Уравнение для p(x, t) является равномерно параболиче-
ским. С учётом свойств ω̄(x, t), θ̄(x, t) и p0(x), θ0(x) задача
(5.28) имеет классическое решение [28]. Кроме того, име-
ем следующую оценку:

| 1

a(ω̄)

∂a(ω̄)

∂t
| ≤ C1(m0,M0,m1,M1,m2,M2,

max
0≤t≤T

|p0(t)|, max
0≤t≤T

|θ0(t)|).

При дополнительном условии малости на величину ин-
тервала времени справедливо следующее утверждение.

Лемма 5.1. Существует такое значение t2, что при
t0 ≤ min(t1, t2), классическое решение задачи (5.23) удо-
влетворяет в Qt0 неравенству:

0 < m̂1 ≤ ρ(x, t) + ρ0(x) ≤ M̂1 <∞.
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Доказательство. Полагая U(x, t) = p(x, t)+p0(x), задачу
(5.28) представим в виде

∂
∂t

(a(ω̄, θ̄)U) = ∂
∂x

(
K(ω̄)b(p̄, θ̄)∂U

∂x
− k(ω̄)c(p̄, θ̄)U

)
,

(∂U
∂x
− d̃U) |x=0,x=1= 0, U |t=0= p0,

(5.29)
где a(ω, θ) = φ(ω)

1−φ(ω)
1

R(θ+θ0)
, b(p, θ) = p+p0

µ(θ+θ0)R(θ+θ0)
, c(p, θ) =

g(p+p0)
µ(θ+θ0)R2(θ+θ0)2

, d̃(ω, θ) = g
(1−φ(ω))(θ+θ0)R

, K(ω) = k(φ(ω))(1−
φ(ω)), φ(ω) = G−1(ω +G(φ0)).

Сначала покажем, что U(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ Qt0 . В урав-
нении (5.29) сделаем замену U(x, t) = −z(x, t). Тогда

z
∂a

∂t
+ a

∂z

∂t
=

∂

∂x
(Kb

∂z

∂x
− kcz).

Положим

z(0)(x, t) = max{z, 0}, z(0)(x, t) |t=0= max{−ρ0, 0} = 0,

σε(x, t) = z(0)(x, t)(|z(0)(x, t)|2 + ε)−1/2, ε > 0.

Домножим уравнение для функции z на σε и результат
проинтегрируем по Ω. Получим равенство

d
dt

1∫
0

a(|z(0)|2 + ε)1/2dx+

1∫
0

∂a

∂t
(zσε − (|z(0)|2 + ε)1/2)dx+

+ε

1∫
0

(Kb
∂z

∂x

∂z(0)

∂x
(|z(0)|2 + ε)−3/2−

−kcz ∂z(0)
∂x

(|z(0)|2 + ε)−3/2)dx = 0.
(5.30)

Положим

A+(t) = {x ∈ Ω| z(x, t) > 0}, A−(t) = {x ∈ Ω| z(x, t) ≤ 0}.
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Следуя [114], получим оценки для каждого слагаемого

1∫
0

∂a

∂t
(zσε − (|z(0)|2 + ε)1/2)dx =

= −ε
∫

A+(t)

∂a

∂t
(|z|2 + ε)−1/2dx− ε1/2

∫
A−(t)

∂a

∂t
dx,

1∫
0

a(|z(0)|2 + ε)1/2dx =

∫
A+(t)

a(|z|2 + ε)1/2dx+ ε1/2

∫
A−(t)

adx,

1∫
0

a(|z(0)|2 + ε)1/2 |t=0 dx = ε1/2

1∫
0

a |t=0 dx,

∫
A+(t)

a(|z|2 + ε)1/2dx ≥
∫

A+(t)

a|z|dx =

1∫
0

az(0)dx.

Последнее можно оценить следующим образом

1∫
0

εkcz
∂z(0)

∂x
(|z(0)|2 + ε)−3/2dx ≤

≤ ε

2

∫
A+(t)

(
∂z(0)

∂x
)2(|z(0)|2 + ε)−3/2Kbdx+

+
ε

2

∫
A+(t)

(
(kcz)2

Kb
)2(|z(0)|2 + ε)−3/2Kbdx

Имеем

εz2(|z(0)|2 + ε)−3/2 ≤ ε(|z(0)|2 + ε)−3/2 ≤
√
ε −→ 0,
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если ε→ 0.

Проинтегрировав равенство (5.30) по времени, получим∫
A+(t)

a(|z|2 + ε)1/2dx+ ε1/2

∫
A−(t)

adx+

+
ε

2

t∫
0

∫
A+(τ)

Kb|∂z
∂x
|2(z2 + ε)−3/2dxdτ =

= ε

t∫
0

∫
A+(τ)

∂a

∂τ
(|z|2 + ε)−1/2dxdτ + ε1/2

t∫
0

∫
A−(τ)

∂a

∂τ
dxdτ+

+ε1/2

1∫
0

a |t=0 dx+

√
ε

2

t∫
0

∫
A+(τ)

(kc)2

Kb
dx.

Следуя [114], перейдем к пределу ε → 0. Получим, что
z(0) = 0, то есть U ≥ 0.

Запишем задачу (5.29) в виде:

Ut− ã11Uxx+ ã1Ux+ ãU = 0, (Ux− d̃U)|x=0,1 = 0, U |t=0= p0,
(5.31)

где

ã11 =
Kb

a
, ã1 =

d− (Kb)x
a

, ã =
at + (kc)x

a
.

Следуя [28], перейдем от функции U(x, t) к новой
функции w(x, t), связанной с ней соотношением: w(x, t) =
e−λtϕ(x)U(x, t), где

ϕ = −mx2 +mx+ 1 > 0,m ≡ 2 max
Qt
|d̃| = 4g0

(1−M0)Rm2

,

а λ будет определена позже.



138 Глава 5

С учетом (5.31) функция w является решением задачи

wt − ã11wxx + (ã1 +
2ã11ϕx
ϕ

)wx+

+(−2ã11
ϕ2
x

ϕ2
+ ã11

ϕxx
ϕ
− ã1

ϕx
ϕ

+ ã+ λ)w = 0,

wx|x=0,1 = ((
ϕx
ϕ

+ d̃)w)|x=0,1, w|t=0 = ϕ(x)p0,

где wx|x=0 ≥ 0, wx|x=1 ≤ 0, т.к. ϕ|x=0,1 = 1, ϕx|x=0 =

m > 0, ϕx|x=1 = −m ≡ −2 max d̃ < 0. Выберем

λ > max
Qt

[2ã11
ϕ2
x

ϕ2
− ã11

ϕxx
ϕ

+ ã1
ϕx
ϕ
− ã],

тогда функция w достигает положительного максимума
при t = 0. Т.е.

U(x, t)e−λtϕ(x) ≤ max
Qt

(U(x, t)e−λtϕ(x)) = max
Qt

w(x, t) ≤

≤ max
x

w|t=0 = max
x

(U(x, t)e−λtϕ(x))|t=0.

поэтому имеем оценку сверху для U :

U ≤ eλtM1(1 +
g0

(1−M0)Rm2

).

Тогда существует такое значение t̃2 = ln 21/λ, что для
всех t ≤ t̃2 имеем оценку для ρ сверху из леммы 5.1.

Для получения оценки снизу уравнение (5.29) предста-
вим в виде (z(x, t) = 1/U(x, t))

zt − ã11zxx +
2ã11

z
(z2
x) + ã1zx − ãz = 0.

Перейдем от функции z(x, t) к новой функции w1(x, t),
связанной с ней равенством w1(x, t) = e−λ1tϕ(x)z(x, t), где
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функция ϕ определяется как и раннее для оценки сверху,
а число λ1 будет определено позже.

Функция w1 является решением задачи

w1t − ã11w1xx + (ã1 +
2ã11ϕx
ϕ

− 4ã11
ϕx
ϕ2

)w1x+

+(−2ã11
ϕ2
x

ϕ2
+ ã11

ϕxx
ϕ
− ã1

ϕx
ϕ

+

+2ã11
ϕ2
x

ϕ3
− ã+ λ1)w1 + 2ã11

w2
1x

ϕ2w
= 0,

w1x|x=0,1 = ((
ϕx
ϕ
− d̃)w1)|x=0,1, w1|t=0 = ϕ(x)

1

p0
,

где w1x|x=0 ≥ 0, w1x|x=1 ≤ 0, так как ϕ|x=0,1 =

1, ϕx|x=0 = m > 0, ϕx|x=1 = −m ≡ −2 max d̃ < 0.
Выберем

λ1 > max
Qt

[2ã11
ϕ2
x

ϕ2
− ã11

ϕxx
ϕ

+ ã1
ϕx
ϕ
− 2ã11

ϕ2
x

ϕ3
+ ã],

тогда функция w1 достигает положительного максимума
при t = 0. Т.е.

max
Qt

(
1

U(x, t)
e−λ1tϕ(x)) = max

Qt
w1(x, t) ≤ max

x
w1|t=0 =

= max
x

(
1

U(x, t)
e−λ1tϕ(x))|t=0.

Откуда имеем, что

1

U(x, t)
≤ 1

m1

eλ1t(1 +
g0

R(1−M0)m2

).

Поэтому

U(x, t) ≥ m1e
−λ1t(1 +

g0

R(1−M0)m2

)−1.
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Тогда существует такое значение t̃3 = ln 21/λ1 , что для
всех t ≤ t̃3 имеем оценку для ρ снизу из леммы 5.1.

Выбирая t ≤ t2 = min{t̃2, t̃3}, лемма 5.1 доказана.

Используя (5.25), p̄, θ̄ и ω̄, найдём функцию θ1(x, t) как
решения задачи (здесь и далее предполагается, что на-
чальные и граничные условия согласованы)

(
cf (p̄+p0)

R(θ̄+θ0)

φ(ω̄)
1−φ(ω̄)

+ csρs)
∂θ1
∂t

= ∂
∂x

(λ(1− φ(ω̄))∂(θ1+θ0)
∂x

)+

+k(φ(ω̄))
cf (p̄+p0)

R(θ̄+θ0)
((1− φ(ω̄))∂(p̄+p0)

∂x
− g(p̄+p0)

R(θ̄+θ0)
)∂(θ1+θ0)

∂x
,

(5.32)

θ1|t=0 = 0,
∂θ1

∂x
|x=0,x=1 = 0.

Далее определим Ũ = θ1 + θ0 в (5.32), получим клас-
сический принцип максимума для функции Ũ : [28] m2 =
minx∈[0,1] θ

0 ≤ Ũ ≤ maxx∈[0,1] θ
0 = M2. Поэтому m2 − θ0 ≤

θ1 ≤M2− θ0, и имеются следующие оценки для функции
θ1 :

|θ1|α,α/2,Qt0 ≤ C2(m0,M0,m1,M1,m2,M2, K1),

|θ1|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C3(m0,M0,m1,M1,m2,M2, K1,

|θ0|2+α,ω,|φ0|2+α,ω ,|ρ0|2+α,ω) · (1 + |θ1x|α,α/2,Qt0 ).

Пользуясь компактным вложением C2+α,1+α/2(Qt0) в
C1+α,α/2(Qt0), получим

|θ1x|α,α/2,Qt0 ≤ ε|θ1|2+α,1+α/2,Qt0
+ Cε|θ1|α,α/2,Qt0 .

Тогда

|θ1|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C3(1 + ε|θ1|2+α,1+α/2,Qt0

+ CεC5).

Выбирая ε, получим

|θ1|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C4(m0,M0,m1,M1,m2,M2, K1).
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С учетом леммы 5.1 и свойств ω̄, имеем следующие
оценки [28]:

|ρ|α,α/2,Qt0 ≤ C5,

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C6(1 + |ρ0|2+α,Ω + |ρ̄x|α,α/2,Qt0+

+|ω̄t|α,α/2,+Qt0 + |ω̄x|α,α/2,Qt0 ),

в которых константы C5, C6 зависят от K1, m0, m1,m2,
M0, M1,M2. Следовательно

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ C7(K1,m0,m1,m2,M0,M1,M2).

Пусть C8 = max{C0, C4, C7}. Выберем K2 так что C8 ≤
(K1 +K2)/2. Тогда, для t0 < min(t1, t2, (K1 +K2)−1) полу-
чим

|ρ|2+α,1+α/2,Qt0
≤ K1 +K2, |ω|2+α,1+α/2,Qt0

≤ K1 +K2.

Осталось проверить условия

|ρ|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ K1, |ω|1+α,(1+α)/2,Qt0

≤ K1,

|θ|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ K1.

Интегрируя уравнения (5.28), (5.31) по времени, получим
|ρ|0,Qt0 ≤ C6t0, |θ|0,Qt0 ≤ C6t0. Из уравнения (5.26) полу-
чим |ω|0,Qt0 ≤ C7t0. Далее, используя для ρ, ω, θ неравен-
ства вида [5]

|u|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ C|u|c2+α,1+α/2,Qt0

|u|1−c0,Qt0
, c = (1+α)(2+α)−1,

найдём, что существует достаточно малое значение t0,
зависящее от K1 и K2, такое что выполняются требуе-
мые оценки: |ρ|1+α,(1+α)/2,Qt0

≤ K1, |ω|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ K1,

|θ|1+α,(1+α)/2,Qt0
≤ K1.

Таким образом оператор Λ отображает множество V
в себя для достаточно малых значений t0. Используя
оценки, полученные выше, мы можем показать непрерыв-
ность оператора Λ в норме пространства C2+β,1+β/2(Qt0).
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По теореме Тихонова-Шаудера существует неподвижная
точка (ρ, ω) ∈ V оператора Λ.

Единственность устанавливается стандартным обра-
зом [97].

Теорема 5.1 доказана.

1.3 Случай несжимаемой среды

Определение 5.2. Решением задачи (5.7)–
(5.12) называется набор функций φ, φt, θ, vs, vf ∈
C2+α,1+β(QT ), pf , ps ∈ C1+α,1+β(QT ), таких что
0 < φ < 1, 0 < θ < ∞. Эти функции удовлетво-
ряют уравнениям (5.7)–(5.11), а также начальным
и граничным условиям (5.12) как непрерывные в QT

функции.

Теорема 5.2. Предположим, что ρf = const > 0 и дан-
ные задачи (5.7)–(5.12) удовлетворяют следующим усло-
виям: 1) функции k(φ), a1(φ), λ(φ), ξ1(θ) и их производные
вплоть до второго порядка непрерывны для φ ∈ (0, 1),
θ ∈ (0,∞) и удовлетворяют условиям:

k−1
0 φq1(1− φ)q2 ≤ k(φ) ≤ k0φ

q3(1− φ)q4 ,

k−1
0 φq5(1−φ)q6 ≤ λ(φ) ≤ k0φ

q7(1−φ)q8 , ξ1(θ) > 0, θ ∈ (0,∞),

a1(φ) = a0(φ)φα1(1− φ)α2−1, 0 < R1 ≤ a0(φ) ≤ R2 <∞,
где k0, αi, Ri, i = 1, 2 - положительные константы,
q1, ..., q8 - фиксированные вещественные числа. 2) функ-
ция g, начальные функции φ0 и θ0 удовлетворяют сле-
дующим условиям гладкости:

g ∈ C1+α,1+β(Q̄T ), θ0, φ0 ∈ C2+α(Ω̄),

и неравенствам

0 < m0 ≤ φ0(x) ≤M0 < 1, 0 < m ≤ θ0(x) ≤M <∞,
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|g(x, t)| ≤ g0 <∞, x ∈ Ω̄, t ∈ (0, T ),

где m0,M0,m,M, g0 – положительные константы Тогда
задача (5.7)–(5.12) имеет локальное решение, то есть
существует значение t0, такое, что

φ(x, t), φt(x, t), θ(x, t) ∈ C2+α,1+β(Q̄t0),

(vs(x, t), vf (x, t)) ∈ C2+α,β(Q̄t0),

(pf (x, t), ps(x, t)) ∈ C1+α,β(Q̄t0).

Более того, 0 < φ(x, t) < 1, 0 < θ(x, t) <∞ в Q̄t0 .

Теорема 5.3. Пусть, дополнительно к условиям теоре-
мы 5.2, функции k(φ), ξ(φ, θ) удовлетворяют условиям:

k(φ) =
K

µ
φ, a1(φ) = φ4,

где K,µ - положительные константы. Тогда для всех
t ∈ [0, T ], T < ∞ существует единственное решение
задачи (5.7)–(5.12), причем существуют числа 0 < m1 <
M1 < 1, 0 < m2 < M2 такие, что m1 ≤ φ(x, t) ≤ M1,
m2 ≤ θ(x, t) ≤M2, (x, t) ∈ QT .

1.4 Локальная разрешимость

Сначала докажем локальную теорему.

Доказательство. При доказательстве теорем 5.2 и 5.3
удобно использовать переменные Лагранжа [95]. Предпо-
ложим, что x̄ = x̄(τ, x, t) является решением задачи Коши

∂x̄

∂τ
= vs(x̄, τ), x̄ |τ=t= x.

Пусть x̂ = x̄(0, x, t), тогда в качестве новы переменных
выберем x̂ и t. Тогда Ĵ(x̂, t) = ∂x̂

∂x
(x, t) = (1− φ(x̂, t))/(1−
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φ0(x̂)) - якобиан перехода. Следуя [97], приведем систему
(5.7)–(5.11) к виду:

∂
∂t

(
φ

1−φ

)
= ∂

∂x

(
k(φ)(1− φ) ∂

∂x

(
1

ξ1(θ)
∂G(φ)
∂t

)
−

−k(φ)g(ρtot + ρf )) ,

(5.33)

(
(1− φ) ∂

∂x

(
1

ξ1(θ)
∂G
∂t

)
− g(ρtot + ρf )

)
|x=0,x=1= 0,

φ |t=0= φ0(x),

(5.34)

(
csρs + cfρf

φ
1−φ

)
∂θ
∂t

+ cfρfφ(vf − vs) ∂θ∂x =

= ∂
∂x

(
λ(1− φ) ∂θ

∂x

)
,

(5.35)

∂θ

∂x
|x=0,x=1= 0, θ |t=0= θ0(x), (5.36)

∂G(φ)

∂t
= ξ1(θ)pe,

dG

dφ
=

1

a1(φ)(1− φ)
. (5.37)

В системе (5.33) - (5.37) основными уравнениями яв-
ляются (5.33) и (5.35) для искомых функций φ и θ.

Подставим в коэффициенты уравнения (5.33) и гра-
ничное условие (5.34) вместо θ(x, t) произвольную глад-
кую функцию θ0(x, t) ∈ C2+α1,1+β1(QT ), которая удовле-
творяет неравенствам 0 < m ≤ θ0(x) ≤ M < ∞. Сохра-
ним предыдущее обозначение φ для решения возникшей
задачи и назовем последнюю задачей I.

Лемма 5.2. Пусть данные задачи I удовлетворяют
условиям теоремы 5.2. Тогда задача I имеет единствен-
ное локальное решение, то есть существует значение
t0 такое, что

(φ, φt) ∈ C2+α,1+β(Qt0), φ ∈ (0, 1).
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Доказательство. Полагая z = 1
ξ1(θ0)

∂G
∂t
, приходим к сле-

дующей задаче для G, z :

z =
1

ξ1(θ0)

∂G

∂t
, G |t=0= G(φ0) = G0(x), (5.38)

z
d(G,θ0)

− ∂
∂x

(
a(G) ∂z

∂x
− b(G)

)
= 0,(

a(G) ∂z
∂x
− b(G)

)
|x=0,x=1= 0,

(5.39)

где

d(G, θ0))) =
1− φ(G)

a1(φ(G))ξ1(θ0)
, a(G) = k(φ(G))(1− φ(G)),

b(G) = k(φ(G))g(ρtot + ρf ).

Поскольку 0 < m0 ≤ φ0(x) ≤ M0 < 1 и функция G(φ)
монотонная, то G(m0) ≤ G0(x) ≤ G(M0). Из (5.38) при
выполнении неравенства max(x,t) |ξ1(θ)z(x, t)| ≤ c0 имеем,
что найдтся значение t0, такое, что для всех t ≤ t0 спра-
ведливы оценки:

G1(m0) = G(m0)− c0t0 ≤ G(x, t) ≤ G(M0) + c0t0 = G2(M0),

0 ≤ G−1(G1(m0)) ≤ φ(x, t) ≤ G−1(G2(M0)) < 1.
(5.40)

Пусть G0(x, t) непрерывная по x и t функция, удовле-
творяющая неравенствам (5.40) и имеющая непрерывную
по x, t производную ∂G0/∂x. Подставляя G0(x, t) вместо
G(x, t) в коэффициенты уравнения (5.39) и граничные
условия, приходим к линейной задаче для z, в которой
a > 0, b > 0 и d > 0. Решение этой задачи единственно.
Существование решения следует, например, из теоремы
Гильберта [31] для обыкновенных линейных уравнений
второго порядка. Переменная t играет роль параметра.
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Тем самым (z, zx, zxx) ∈ C(Qt0). После нахождения z(x, t)
можно найти новое значение G(x, t) из уравнения (5.38).
Это значение будет удовлетворять условию (5.40).

Чтобы доказать разрешимость задачи I воспользуемся
методом последовательных приближений. Пусть zi(x, t) и
Gi(x, t) – решение задачи

∂Gi+1

∂t
= ξ1(θ0)zi+1, Gi+1(x, 0) = G0(x),

zi+1

d(Gi)
− ∂

∂x

(
a(Gi)

∂zi+1

∂x
− b(Gi)

)
= 0,

(
a(Gi)

∂zi+1

∂x
− b(Gi)

)
|x=0,x=1= 0,

где i = 0, 1, 2, .... Подставляя на первом шагеG0(x) в урав-
нение для z, находим z1(x, t). После этого из уравнения
для G находим G1(x, t) и т.д. При каждом i существу-
ет единственное решение zi(x, t) и Gi(x, t), удовлетворя-
ющее(5.40). Стандартным образом проверяется, что при
малом значении t0 решения zi(x, t),Gi(x, t) и их производ-
ные до второго порядка включительно ограничены рав-
номерно по i.

Положим yi+1 = zi+1 − zi, ωi+1 = Gi+1 −Gi. Имеем

∂ωi+1

∂t
= ξ1(θ0)yi+1, ωi+1 |t=0= 0,

yi+1

d(Gi)
+ A1ω

i − ∂

∂x

(
ayi+1

x + A2ω
i
)

= 0,

(ayi+1
x + A2ω

i)|x=0,x=1 = 0,

где коэффициенты A1, A2 легко восстанавливаются и яв-
ляются ограниченными. Имеем из данной системы сле-
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дующие неравенства∫ 1

0

(|yi+1|2 + |yi+1
x |2)dx ≤ c1

∫ 1

0

|ωi|2dx ≤ c1 max
x
|ωi|2,

max
x
|ωi+1| ≤ c1

∫ t

0

max
x
|yi+1|dτ,

в которых постоянная c1 не зависит от i. Принимая во
внимание последнее неравенство для функции vi(t) =

maxx |yi(x, t)|2, получим vi+1(t) ≤ c2

∫ t

0

vi(τ)dτ и, следова-

тельно, [28], vi(t) ≤ (c2T )iv0/i!→ 0 при i→∞. После это-
го легко устанавливается, что последовательности zi, Gi

являются фундаментальными в C(Qt0) и имеют преде-
лы z(x, t) ∈ C(Qt0) и G(x, t) ∈ C(Qt0). Последовательно-
сти zix, z

i
xx, G

i
t также являются фундаментальными. Пе-

реходя к пределу по i → ∞, получим, что предельные
функции удовлетворяют задаче (5.38), (5.39). Единствен-
ность решения доказывается аналогично [115]. Повыше-
ние гладкости начальных данных до указанных в усло-
виях теоремы 2 позволяет получить, что φ(x, t), φt(x, t) ∈
C2+α,1+β(Q̄t0).

Лемма 5.2 доказана

Подставляя θ0(x, t) и решение задачи I в коэффици-
енты уравнения (5.35), приходим к линейной задаче для
θ(x, t) вида

Q
∂θ

∂t
+ V

∂θ

∂x
=

∂

∂x

(
λ(1− φ)

∂θ

∂x

)
,

∂θ

∂x
|x=0,x=1= 0, θ |t=0= θ0(x),

где

Q = ρscs + ρfcf
φ

1− φ
,
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V = cfρfφ(vf −vs) = ρfcfk(φ)

(
(1− φ)

∂z

∂x
+ g(ρtot + ρf )

)
.

Однозначная разрешимость данной задачи в гельде-
ровских классах следует из [28], причем для решения
справедлива оценка

0 < θ = min
x
θ0(x) ≤ θ(x, t) ≤ max

x
θ0(x) = θ̄ <∞.

После этих замечаний локальная разрешимость задачи
(5.33) - (5.36) легко может быть получена с помощью тео-
ремы Шаудера по схеме, использованной в работе [115].

После нахождения φ, θ остальные функции системы
(5.7)–(5.11) могут быть определены следующим образом.
Из (5.7) находим скорости фаз

vf (x, t) = −1

φ

x∫
0

∂φ

∂t
dξ ∈ C2+α,β(Qt0),

vs(x, t) = − 1

1− φ

∫ x

0

∂(1− φ)

∂t
dξ ∈ C2+α,β(Qt0).

Из (5.10) находим ptot(x, t) = p0(t) −
x∫
0

ρtotgdξ ∈

C3+α,1+β(Qt0).
Из (5.9) имеем pe(x, t) = −∂vs

∂x
ξ(φ, θ) ∈ C1+α,β(Qt0), то-

гда
pf (x, t) = ptot − pe ∈ C1+α,β(Qt0),

ps(x, t) =
ptot

1− φ
− φ

1− φ
pf ∈ C1+α,β(Qt0).

Теорема 5.2 доказана.
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1.5 Глобальная разрешимость

Теперь проведем доказательство теоремы 5.3.

Доказательство. В силу теоремы 5.2 будем считать, что
на промежутке [0, t0] существует решение задачи (5.7)–
(5.12), причем 0 < φ(x, t) < 1, 0 < θ(x, t) < ∞, x ∈ Ω, t ∈
[0, t0]. После получения необходимых априорных оценок,
не зависящих от величины t0, локальное решение можно
продолжить на весь отрезок [0, T ].

Лемма 5.3. При выполнении условий теоремы 5.3 для
всех t ∈ [0, T ] имеют место следующие соотношения∫ 1

0

s(x, t)dx =

∫ 1

0

s0(x)dx, s =
φ

1− φ
, s0 = s(x, 0),

(5.41)

0 < θ ≡ min
x∈[0,1]

θ0(x) ≤ θ(x, t) ≤ max
x∈[0,1]

θ0(x) ≡ θ <∞,

(5.42)

∫ 1

0
1

ξ1(θ)
a1

1−φ

(
∂G
∂t

)2
dx+ 1

2

∫ 1

0
k(φ)(1− φ)

∣∣∣ ∂∂x ( 1
ξ1(θ)

∂G
∂t

)∣∣∣2 dx ≤
≤ 1

2

∫ 1

0
k(φ)
1−φg

2(ρtot + ρf )
2dx ≤ N.

Здесь и далее через N обозначается постоянная, кото-
рая зависит только от данных задачи (5.7)–(5.12) и не
зависит от t0.

Доказательство. Проинтегрируем уравнение (5.33) по x
от 0 до 1 и учтем граничное условие (5.34). После ин-
тегрирования по времени от 0 до текущего значения t
приходим к равенству (5.41).
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Уравнение (5.35) запишем в дивергентном виде:

∂
∂t

(
θ(csρs + cfρf

φ
1−φ)

)
+ ∂

∂x

(
θcfρfφ(vf − vs)− λ(1− φ) ∂θ

∂x

)
=

= θ
[
∂
∂t

(
csρs + cfρf

φ
1−φ

)
+ ∂

∂x
(cfρfφ(vf − vs))

]
.

Правая часть этого уравнения равна нулю, поскольку
второе уравнение из (5.7) в переменных Лагранжа при-
нимает вид [97]

∂

∂t

(
φ

1− φ

)
+

∂

∂x
(φ(vf − vs)) = 0.

В частности, из (5.43) имеем∫ 1

0

(
cfρf

φ

1− φ
+ csρs

)
θdx =

∫ 1

0

(
cfρf

φ0

1− φ0
+ csρs

)
θ0dx,

и, следовательно, θ(x, t) ∈ L1[0, 1] для всех t ∈ [0, T ].
Пусть гладкая функция κ(θ) удовлетворяет условию

κ′′(θ) = d2κ/dθ2 ≥ 0. Умножая уравнение (5.35) на κ′(θ) ≡
dκ/dθ, и следуя равенству (5.43) приведем полученное ра-
венство к виду
∂
∂t

((
csρs + cfρf

φ
1−φ

)
κ(θ)

)
+ ∂

∂x
(cfρfφ(vf − vs)κ(θ)) =

= ∂
∂x

(
λ(1− φ)∂κ(θ)

∂x

)
− κ′′(θ)

(
∂θ
∂x

)2
λ(1− φ).

В этом случае κ(θ) = θp, p > 1, из (5.43) выводим∫ 1

0

θp(x, t)dx ≤ max
x∈[0,1]

(
cfρf
csρs

φ0(x)

1− φ0(x)
+ 1

)∫ 1

0

|θ0(x)|pdx.

Откуда стандартным образом получим, что θ(x, t) ≤
maxx∈[0,1] θ

0(x) для всех t ∈ [0, T ], x ∈ [0, 1]. Положим
θ1 = 1/θ и уравнение (5.33) представим в виде(

csρs + cfρf
φ

1− φ

)
∂θ1

∂t
+ cfρf (vf − vs)

∂θ1

∂x
=
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=
∂

∂x

(
λ(1− φ)

∂θ1

∂x

)
− 2λ(1− φ)

(
∂θ1

∂x

)2

θ.

Умножая (5.35) на κ′1(θ1) = dκ1/dθ1, κ1 = θp1, и интегрируя
по x, приходим к соотношению вида (5.41) для θ1(x, t).
Поэтому θ(x, t) ≥ minx∈[0,1] θ

0(x) для всех t ∈ [0, T ], x ∈
[0, 1].

Умножая уравнение (5.33) на 1
ξ1(θ)

∂G
∂t

и интегрируя по
x приходим к соотношению∫ 1

0

1

ξ1(θ)

a1(φ)

1− φ

(
∂G

∂t

)2

dx +

+

∫ 1

0

k(φ)(1− φ)

∣∣∣∣ ∂∂x
(

1

ξ1(θ)

∂G

∂t

)∣∣∣∣2 dx =

=

∫ 1

0

k(φ)g(ρtot + ρf )
∂

∂x

(
1

ξ1(θ)

∂G

∂t

)
dx ≤

≤ 1

2

∫ 1

0

k(φ)(1− φ)

∣∣∣∣ ∂∂x
(

1

ξ1(θ)

∂G

∂t

)∣∣∣∣2 dx +

+
1

2

∫ 1

0

k(φ)

1− φ
g2(ρtot + ρf )

2dx.

Последнее слагаемое правой части ограничено равномер-
но по t0, поскольку φ < 1 и, следовательно, ρtot ≤
max(ρf , ρs). Наконец, в силу (5.41) имеем∫ 1

0

dx

1− φ
= 1 +

∫ 1

0

s0(x)dx. (5.43)

Лемма 5.3 доказана.

Лемма 5.4. При выполнении условий теоремы 5.3 для
всех t ∈ [0, T ], x ∈ [0, 1] имеет место оценка
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0 < m ≤ φ(x, t) ≤M < 1. (5.44)

Доказательство. В соответствии с условиями теоремы
5.3 функция G имеет вид

G = ln|φ| − ln|φ− 1| − 1

φ
− 1

2φ2
− 1

3φ3
.

Она монотонно возрастает. Поэтому, если докажем огра-
ниченность G, то придём к оценкам (5.44). Чтобы дока-
зать ограниченность функции G, сначала установим вло-
жение вида

1

φ
∈ L1(0, 1).

В силу свойств функции ξ1(θ) и (5.43) имеем∫ 1

0

a1(φ)

1− φ

(
∂G

∂t

)2

dx =

∫ 1

0

1

φ4(1− φ)3

(
∂φ

∂t

)2

dx ≤

≤ N max
x,t

ξ1(θ),

N max
x,t

ξ1(θ) ≡ N1.

Из последнего неравенства и (5.43) имеем∫ 1

0

1

φ2(1− φ)2

∣∣∣∣∂φ∂t
∣∣∣∣ dx ≤ (∫ 1

0

dx

1− φ

)1/2

·

·

(∫ 1

0

1

φ4(1− φ)3

∣∣∣∣∂φ∂t
∣∣∣∣2 dx

)1/2

≤

≤ (1 +

∫ 1

0

s0(x)dx)1/2N
1/2
1 ≡ N2.

Следовательно∣∣∣∣ ddt
∫ 1

0

r(φ)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

1

φ2(1− φ)2

∣∣∣∣∂φ∂t
∣∣∣∣ dx ≤ N2,
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где

r(φ) = −1

φ
+

1

1− φ
+ 2ln

φ

1− φ
.

Интегрируя последнее неравенство по t от 0 до текущего
значения, получим

−N2t+

∫ 1

0

r(φ0)dx ≤
∫ 1

0

r(φ)dx ≤ N2t+

∫ 1

0

r(φ0)dx.

Откуда следует

−N2t

3
− 1

3

∫ 1

0

r(φ0)dx+
1

3

∫ 1

0

s0(x)dx+
4

3
≤
∫ 1

0

1

φ
dx ≤

≤ −1 + 3

∫ 1

0

s0(x)dx+N2t−
∫ 1

0

r(φ0)dx,

и ∣∣∣∣∫ 1

0

1

φ
dx

∣∣∣∣ ≤ N3,

где

N3 = max{N2T

3
+

1

3

∫ 1

0

r(φ0)dx− 1

3

∫ 1

0

s0(x)dx− 4

3
,

−1 + 3

∫ 1

0

s0(x)dx+N2T −
∫ 1

0

r(φ0)dx}.

Наконец, возвращаясь к (3.16), имеем∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂∂x
(

1

ξ1(θ)

∂G

∂t

)∣∣∣∣ dx ≤
≤

(∫ 1

0

k(φ)(1− φ)

∣∣∣∣ ∂∂x
(

1

ξ1(θ)

∂G

∂t

)∣∣∣∣2 dx
)1/2

·

·
(∫ 1

0

1

k(φ)(1− φ)
dx

)1/2

≤
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≤ (2N
µ

K
)1/2

(∫ 1

0

1

φ(1− φ)
dx

)1/2

≤

≤ (2N
µ

K
)1/2

(
N

1/2
3 + (1 +

∫ 1

0

s0(x)dx)1/2

)
≡ N4,

и существует точка x0(t), в которой ∂G
∂t

(x0(t), t) = 0, сле-
довательно

min
x∈(0,1)

∣∣∣∣ 1

ξ1(θ)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∂G∂t
∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

ξ1(θ)

∂G

∂t

∣∣∣∣ ≤
≤
∫ 1

0

∣∣∣∣ ∂∂x
(

1

ξ1(θ)

∂G

∂t

)∣∣∣∣ dx ≤ N4.

Принимая во внимание (5.42) и условия теоремы 5.3, из
последнего неравенства имеем

|lns− 1 + s

s
− 1

2

(1 + s)2

s2
− 1

3

(1 + s)3

s3
| =

= |G(x, t)| ≤ |G0(x)|+ TN4 max
x,t

ξ1(θ) ≡ N5.

Константыm иM восстанавливаются отсюда следующим
образом. Если s > 1, то из последнего неравенства следу-
ет

lns ≤ N5 +
1

s
+ 1 +

1

2

(
1

s2
+

2

s
+ 1

)
+

+
1

3

(
1

s3
+

3

s
+

3

s2
+ 1

)
≤ N5 + 7.

Тогда у нас есть
1 < s ≤ eN5+7.

Если 0 < s < 1, то ln1
s
≤ N5 и у нас есть оценка e−N5 ≤ s.

Следовательно

m =
1

1 + eN5
, M =

1

1 + e−N5−7
.

Таким образом, мы приходим к (3.18).
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Положим z = 1
ξ1(θ)

∂G
∂t
. Задача (5.33), (5.34) примет вид

a1(φ)ξ1(θ)z

(1− φ)
=

∂

∂x

(
k(φ)(1− φ)

∂z

∂x
− k(φ)g(ρtot + ρf )

)
,

(
k(φ)(1− φ)

∂z

∂x
− k(φ)g(ρtot + ρf )

)
|x=0,x=1= 0.

В силу лемм 5.3 и 5.4 имеем∫ t

0

∫ 1

0

θ2
xdxdτ +

∫ 1

0

(z2 + z2
x)dx ≤ N6,

где N6 – положительная постоянная, зависящая от на-
чальных данных, параметров и постоянных задачи, но
не зависящая от t0.

Используя представление

G(φ) =

∫ t

0

ξ1(θ)zdτ +G(φ0),

получим

G′(φ)φx =

∫ t

0

(zxξ1(θ) + zξ′1θx)dτ +Gx(φ
0).

Поэтому ∫ 1

0

φ2
xdx ≤ N7.

Уравнение для функции z(x, t) имеет вид

a0(φ, θ)z = a1(φ)zxx + a′1(φ)φxzx + a′2(φ)φx.

Коэффициенты a0(φ, θ) > 0, a1(φ) > 0, a2(φ) ограничены
и легко вычисляются.

Имеем
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∫ 1

0

z2
xxdx ≤ C1

(∫ 1

0

(z2 + φ2
x)dx+

∫ 1

0

|zxxzxφx|dx
)
,

где

I1 =

∫ 1

0

|zxx||zxφx|dx ≤ max |zx|
(∫ 1

0

z2
xxdx

)1/2(∫ 1

0

φ2
xdx

)1/2

≤

≤ C1

((∫ 1

0

z2
xxdx

)1/2(∫ 1

0

φxdx

)1/2

+

+

(∫ 1

0

z2
xxdx

)3/4(∫ 1

0

φxdx

)1/2
)
.

Постоянная C1 не зависит от t0.
Поэтому

max
x
|zx|+

∫ 1

0

z2
xxdx ≤ N8.

Уравнение для функции θ(x, t) имеет вид

θt + a3(φ, zx)θx = a4(φ)θxx + a5(φ)φxθx,

где коэффициенты a4(φ) > 0, a3(φ, zx), a5(φ) ограничены
и легко вычисляются.

Поскольку

∫ 1

0

|θxθxxφx|dx ≤ max
x
|θx|

(∫ 1

0

θ2
xxdx

)1/2(∫ 1

0

φ2
xdx

)1/2

≤

≤ c

(∫ 1

0

θ2
xxdx

)3/4(∫ 1

0

φ2
xdx

)1/2(∫ 1

0

θ2
xdx

)1/4

,

то из уравнения для θ имеем
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∫ 1

0

θ2
xdx+

∫ t

0

∫ 1

0

(θ2
t + θ2

xx)dxdτ ≤ N9.

Для завершения доказательства теоремы 3 нужно по-
лучить гельдеровскую непрерывность по x, t функций φx
и zx, входящих в коэффициенты уравнений для z и θ.
Из вложения zxx ∈ L2[0, 1] и представления для φ имеем
φxx ∈ L2[0, 1]. Тогда для w = θx получим∫ 1

0

(θ2
t + w2

x)dx+

∫ t

0

∫ 1

0

(w2
t + w2

xx)dxdτ ≤ N10.

После этого выводим, что |φxt| ≤ N11. Наконец, следуя
[115], для функции σ = zt получим σx ∈ L2[0, 1].

Теорема 5.3 доказана.

2 Задача фильтрации воды и воздуха в
пороупругом льду

2.1 Постановка задачи

Существует большое количество работ, посвященных
фильтрации воды и воздуха, при таянии снега, в кото-
рых используются экспериментальные данные и эмпири-
ческие соотношения [88]–[108]. По большей части эмпи-
рические модели одномерны и не позволяют рассчитать
скорость фильтрации жидкости, а модели, которые рас-
считывают скорость фильтрации жидкости, обычно не
учитывают фазовые переходы или подходят только для
конкретных режимов движения воды в снежном покрове,
также они не предоставляют необходимой информации о
поле скоростей и насыщенности жидкой фазы, необходи-
мой для оценки стока. Существуют различные подходы
к моделированию процессов фильтрации при таянии сне-
га. Для оценки глубины снежного покрова используют-
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ся балансовые модели [88], [110], которые позволяют оце-
нить интенсивность таяния снега и объем общего стока.
Эти модели не позволяют оценить величину поверхност-
ного и подземного стока, так как процессы фильтрации
в этих моделях не рассматриваются. Абсолютно разные
подходы к моделированию фильтрации при таянии снега
предложены в [69], [108]. В этих работах вводятся неиз-
вестные границы между талым снегом, содержащим воду
и снегом без воды, со стандартной реологией. Кинемати-
ческие и динамические условия используются в задачах
со свободными границами (аналог классической задачи
Стефана) для определения неизвестных границ. Одна-
ко при таком подходе пористость считается постоянной
в области движения воды. Очевидно, что такая модель
значительно упрощается, так как при таянии снега пори-
стость должна зависеть от температуры. В этой работе
учитывается деформация ледяного каркаса, то есть пере-
менная пористость. Снег - это пористая среда, твёрдый
каркас которой состоит из частиц льда. В процессе та-
яния в пористой среде происходит совместное движение
трёх фаз: воды, воздуха и льда. В снегу происходят посто-
янные фазовые превращения, приводящие к перераспре-
делению масс фаз. Подробная формулировка проблемы
приведена в [116].

В области Ω = (x, z) = [0, L] × [0, H] рассматривает-
ся система дифференциальных уравнений, описывающая
движения воздуха и воды в снежно-ледовом покрове, с
учётом фазовых переходов:

∂(1−φ)ρi
∂t

+∇ · ((1− φ)ρivi) = Iwi + Iai,

∂(ρwswφ)
∂t

+∇ · (ρwφsw vw) = Iiw + Iaw,

∂(ρasaφ)
∂t

+∇ · (ρaφsava) = Iia + Iwa,

(5.45)
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swφ(vw − vi) = −K0(φ)k0w(sw)
µw(θ)

(∇pw − ρwg),

saφ(va − vi) = −K0(φ)k0a(sa)
µa(θ)

(∇pa − ρag),
(5.46)

∇ · vi = −φ(α(θ)pe + β(θ)
dpe
dt

), (5.47)

ptot = φpf + (1− φ)pi, pe = (1− φ)(pi − pf ),

pf = swpw + sapa,
(5.48)

∇ptot = ρtotg +∇ ·
(

(1− φ)η(θ)
(
∂vi
∂x +

(
∂vi
∂x

)∗))
,

ρtot = φρf + (1− φ)ρi, ρf = swρw + saρa,

(5.49)

(ρacasaφ+ ρwcwswφ+ ρici(1− φ))∂θ
∂t

+

+(ρacasaφva + ρwcwswφvw + ρici(1− φ)vi)∇θ =

∇ · (λtot(φ)∇θ)− LiIai − νIwi,

(5.50)

где ρa, ρw, ρi,va,vw,vi - истинные плотности и скорости
фаз соответственно (a – воздух, w – вода, i – лёд),
sa, sw - насыщенности воздуха и воды соответственно, φ
- пористость [33], Ilm - интенсивность фазовых перехо-
дов из l - фазы в m - фазу на единицу объёма в мо-
мент времени, Ilm = −Iml; θ - температура среды (θi =
θw = θa = θ), pw, pa - давление воды и воздуха соответ-
ственно, k0w(sw), k0a(sa) - проницаемость воды и воздуха,
µw(θ), µa(θ) - динамические вязкости воды и воздуха, g
- вектор ускорения силы тяжести, α(θ), β(θ) - заданные
параметры среды, ptot - общее давление, pe = ptot − pf -
эффективное давление [111], ρtot - общая плотность, η(θ) -
вязкость пористого скелета, ∗ - символ операции транспо-
нирования, ci = const > 0, cw = const > 0, ca = const > 0 -
теплоёмкости льда, воды и воздуха при постоянном объ-
ёме соответственно; Li = const > 0 - удельная тепло-
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та сублимации льда, ν = const > 0 - удельная тепло-
та плавления льда; λtot - коэффициент теплопроводно-
сти среды в целом (λtot = atot + btotρ

2
tot, atot = const > 0,

btot = const > 0). Фазовые давления pa и pw различают-
ся на величину капиллярного скачка: pa − pw = pc(x, z).
Для замыкания уравнений можно учесть зависимость
плотностей жидких фаз от давлений и температур или
определить плотности постоянными. Структурно анало-
гичная модель используется для описания неизотермиче-
ского движения магмы в пороупругой среде. В системе
(5.45)-(5.50) в одномерном случае с постоянной темпера-
турой, изучается зависимость плотности жидкой фазы от
давления, а в отсутствии фазовых переходов доказана ло-
кальная разрешимость в [97]. Глобальная разрешимость
доказана в [115] для той же задачи, когда плотности по-
стоянны.

2.2 Введение малого параметра, предельный пе-
реход и решение в квадратурах

Обезразмерим уравнения (5.45) – (5.50). Пусть x̄, z̄, t̄
- безразмерные переменные, определяемые равенствами
[76]: x̄ = x/L, z̄ = z/H, t̄ = εlτ0t, ε = H/L � 1,где
[L] = [H] = [m], [τ0] = [sec−1]; l - фиксированный пара-
метр. Далее используем предположение, что η(θ) = η =
const > 0, k = const [82], [93]. Положим v1 = εlτ0L, v2 =
εlτ0H. Для малого параметра ε, ε→ 0, уравнения (5.45) –
(5.50) зависят от параметра l. Рассмотрим наиболее физи-
ческий случай (l = −2), описывающий медленное течение
жидкости в пороупругой среде (далее черточки опуска-
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ются):
∂(1−φ)
∂t

+∇ · ((1− φ)vi) = 0,

∂φsw
∂t

+∇ · (φvwsw) = 0,

∂φsa
∂t

+∇ · (φvasa) = 0,

(5.51)

v1
i = v1

w, v1
i = v1

a, (5.52)

τ0µw(θ)L2

k0w(sw)p
swφ(v2

w − v2
i ) = −K0(φ)∂pw

∂z
,

τ0µa(θ)L2

k0a(sa)p
saφ(v2

a − v2
i ) = −K0(φ)∂pa

∂z
,

(5.53)

∂v1
i

∂x
+
∂v2

i

∂z
= −φβ(φ)p

d(ptot − pf )
dt

, (5.54)

∂

∂z

(
(1− φ)

∂v1
i

∂z

)
= 0, (5.55)

2 ∂
∂z

(
(1− φ)

∂v2i
∂z

)
+ ∂

∂x

(
(1− φ)

∂v1i
∂z

)
= 0, (5.56)

(φ(ρwcwsw+ρacasa)
ρici

φ+ (1− φ))∂θ
∂t

+

+(φ(ρwcwswv1w+ρacasav1a)
ρici

+ (1− φ)v1
i )

∂θ
∂x

+

+(φ(ρwcwswv2w+ρacasav2a)
ρici

+ (1− φ)v2
i )
∂θ
∂z

=

= 1
L2τ0ci

∂
∂z

(atot
ρi

+ btotρi(φ(
ρf
ρi
− 1) + 1)2)∂θ

∂z
.

(5.57)

Здесь [p] =[Pa] - положительная константа, возникаю-
щая в процессе обезразмеривания. Опишем схему реше-
ния уравнений (5.51) – (5.57). Часть уравнений интегри-
руется, и в результате некоторых преобразований полу-
чим уравнения для функций φ, sa. На первом этапе из
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уравнения неразрывности твёрдой фазы (5.51) получим
уравнение для pi (если найдены φ и pw):

∂U

∂t
+ v1

i

∂U

∂x
+ v2

i

∂U

∂z
= 0, U = G(φ) + (1− φ)(pf − pi),

dG(φ)

dφ
=

1

βpφ(1− φ)
.

Это уравнение решается методом характеристик, ко-
торые определяются, как решение задачи Коши:

v1
i =

dx

dt
, v2

i =
dz

dt
,

U |t=0= G(φ0)+(1−φ0)(s0
wp

0
w+(1−s0

w)(p0
w−pc(x, z))−p0

i ).

На втором этапе мы находим представление для ком-
понент скоростей. Для этого дважды проинтегрируем
уравнение (5.55) по z и, используя уравнение (5.52), мы
получим

v1
i = v1

w = v1
a = A(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dτ +B(x, t), (5.58)

где A(x, t), B(x, t) - произвольные функции, зависящие
от (x, t). Получим представление для v2

i , зависящее от
φ и произвольных функций C(x, t), D(x, t), из уравнения
(5.56), используя (5.58):

v2
i = −1

2

∂A(x, t)

∂x

z∫
0

τ

1− φ
dτ + C(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dτ +D(x, t).

Суммируя уравнения (5.51) и, используя уравнения
(5.52), (5.53) и представления компонент скорости твёр-
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дой фазы мы получим представления для pw и pa в тер-
минах φ, sw, θ и произвольных функций E(x, t), F (x, t):

pw =
τ0L

2

p

z∫
0

µw(θ)µa(θ)

K0(φ)(k0w(sw)µa(θ) + k0a(sa)µw(θ))
·

·

 ζ∫
0

(
∂

∂x
A(x, t)

ξ∫
0

1

1− φ
dτ)dξ +

∂B(x, t)

∂x
ζ−

−1

2

∂A(x, t)

∂x

ζ∫
0

τ

1− φ
dτ+

+C(x, t)

ζ∫
0

1

1− φ
dτ − k0a(sa)

µa(θ)

∂pc
∂ζ

+ E(x, t)

 dζ + F (x, t),

pa = pc + pw.

Используя представления для pw, из (5.53) выведем
уравнение для второй компоненты скорости v2

w в терми-
нах φ, θ, sw ( v2

a можно найти тем же способом):

v2
w = − 1

swφ

k0w(sw)µa(θ)

k0w(sw)µa(θ) + k0a(sa)µw(θ)
·

·

 z∫
0

∂

∂x

A(x, t)

ξ∫
0

1

1− φ
dτ

 dξ +
∂B(x, t)

∂x
z−

−1

2

∂A(x, t)

∂x

z∫
0

τ

1− φ
dτ+

+C(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dξ + E(x, t)− k0a(sa)

µa(θ)

∂pc
∂z

−
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−1

2

∂A(x, t)

∂x

z∫
0

ξ

1− φ
dξ + C(x, t)

z∫
0

1

1− φ
dξ +D(x, t).

На последнем этапе уравнение неразрывности для
твёрдой фазы используется для определения пористости
φ (s ≡ 1− φ):

∂s

∂t
+

∂

∂x

sA(x, t)

z∫
0

s−1dτ + sB(x, t)

+

+
∂

∂z
(−s1

2

∂A(x, t)

∂x

z∫
0

τ

s
dτ+sC(x, t)

z∫
0

s−1dτ+sD(x, t)) = 0.

Теперь мы можем найти sw из (5.51). Обратите внима-
ние, что представление для pi может быть найдено после
получения представления для компонент скорости твёр-
дой фазы и давления жидких фаз. Рассмотрим следу-
ющую начально-краевую задачу для уравнений (5.51)–
(5.56). Пусть капиллярный скачок отсутствует (pc = 0):

v1
i |z=H= B = const, v2

i |z=H= D = const,

∂v1i
∂z
|z=0= 0,

∂v2i
∂z
|z=0= 0, pw |z=0= p0(x, t),

∂pw
∂z
|z=H= 0, φ |t=0= φ0(x, t),

pw |t=0= p0
w(x, z), pi |t=0= p0

i (x, z), sw |t=0= s0
w(x, z),

(5.59)
где B и D - константы. Это позволяет однозначно опре-
делить следующие функции: A(x, t) = 0, B(x, t) = B =
const, C(x, t) = 0, D(x, t) = D = const, E(x, t) =



Задачи неизотермической фильтрации жидкостей ... 165

0, F (x, t) = p0(x, t), v1
i = v1

w = v1
a = B, v2

i = v2
w =

v2
a = C, pa = pw = p0(x, t), φ = φ0(x − Bt, z −
Dt), pi = p0(x, t) + p0

i (x − Bt, z − Dt) − (p0
w(x − Bt, z −

Dt) + pc(x, z)(1 − s0
w(x − Bt, z − Dt))).Насыщенность sw

может быть найдена из уравнения неразрывности (5.51).
Уравнение для θ примет следующий вид со следующими
начально-краевыми условиями:

(ρwcwsw+ρacasa
ρici

φ0(x−Bt, z −Dt)+

+(1− φ0(x−Bt, z −Dt)))
(
∂θ
∂t

+B ∂θ
∂x

+D ∂θ
∂z

)
=

= 1
L2τ0ci

∂
∂z

(
atot
ρi

+ btotρi(φ
0(x−Bt, z −Dt)·

·
(
ρf
ρi
− 1
)

+ 1)2 ∂θ
∂z

)
,

θ |t=0= θ0(x, z), ∂θ
∂z
|z=0,z=H= 0, ∂θ

∂x
|x=0,x=L= 0.

Уравнение для θ является линейный, равномерно-
параболическим. Для функции θ справедлив принцип
максимума, а также установлена теорема существования
решения (см. [28], p.29, 364). Таким образом решение за-
дачи (5.51) – (5.57), (5.59) найдено.

2.3 О движении воды в деформируемом льду

Лед рассматривается как вязкоупругая деформируе-
мая пористая среда, в порах которой движется сжимае-
мая вязкая жидкость (концентрацией воздуха и обменом
импульса фаз пренебрегаем).

Для описания процесса используются уравнения со-
хранения массы для каждой фазы (w – вода, i – лед) с
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учетом фазовых переходов

∂(1− φ)ρi
∂t

+ div((1− φ)ρi~vi) = Iwi,

∂(ρwφ)

∂t
+ div(ρwφ ~vw) = Iiw,

(5.60)

закон Дарси для жидкой фазы, учитывающий движение
льда

φ(~vw − ~vi) = −k(φ)

µ
(∇pw + ρw~g), (5.61)

и соотношение типа Максвелла для эффективного давле-
ния pe [71]

div~vi = −φ
(
αpe + β

dpe
dt

)
,

d

dt
=

∂

∂t
+ (~vi · ∇). (5.62)

Эффективное давление pe и давления в жидкой pw и
твердой pi фазах связаны соотношениями

ptot = φpw + (1− φ)pi, pe = (1− φ)(pi − pw). (5.63)

Уравнение баланса сил системы в целом имеет вид

∇ptot = ρtot~g + div

(
(1− φ)η

(
∂~vi
∂~x

+

(
∂~vi
∂~x

)∗))
,

ρtot = φρw + (1− φ)ρi.

Уравнение сохранения энергии берется в виде

(ρwcwφ+ ρici(1− φ))
∂θ

∂t
+

+(ρwcwφ~vf + ρiciφ~vi)∇θ = div (λc∇θ) + ν
∂ρi(1− φ)

∂t
.

(5.64)
Здесь ρw, ρi, ~vi, ~vw – соответственно истинные плот-

ности и скорости фаз, φ – пористость, k(φ) – проницае-
мость, µ – динамическая вязкость жидкости, α, β – за-
данные параметры среды, ptot – общее давление, ρtot –
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общая плотность, Iwi – интенсивность перехода массы из
воды в лед в единице объема в единицу времени, θ – тем-
пература среды (θi = θw = θ), ci = const > 0, cw =
const > 0 – теплоемкость льда и воды при постоянном
объеме соответственно; ν = const > 0 – удельная теплота
плавления льда; λtot – теплопроводность среды в целом
(λtot = atot+ btotρ

2
tot, ρtot = φρw + (1−φ)ρi, atot = const > 0,

btot = const > 0), ~g – вектор ускорения силы тяжести.
Система (5.60)–(5.64) в автомодельных переменных

(ξ = z − ct), в предположении, что скорость льда рав-
на нулю (~vi = 0) и ρi, ρw = const, сводится к следующей
системе уравнений:

c
d

dξ
(φρw + (1− φ)ρi) =

d

dξ
(φρwvw) (5.65)

φvw = −k(φ)

µ

(
dpw
dξ
− ρwg

)
, (5.66)

αpe = c
dpe
dξ

, (5.67)

dptot
dξ

= −ρtotg, (5.68)

−c(ρwcwφ+ ρici(1− φ))
dθ

dξ
+

+ρwcwφvw
dθ

dξ
=

d

dξ

(
λc
dθ

dξ

)
− cν dρi(1− φ)

dξ
.

(5.69)

Уравнения дополняются следующими условиями

φ(0) = φ0, φ|ξ→−∞ = 0,

vw(0) = v0 ≤ 0, pe|ξ=0 = p0
e.

(5.70)

Интегрируя (5.65), получим

c(φρw + (1− φ)ρi)− φρwvw = A = const. (5.71)
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Используя условия (5.70) из равенства (5.71) выводим
представление для постоянных c и A: c = v0ρw

ρw−ρi ≤ 0,
A = cρi. После этого, возвращаясь в (5.71), приходим к
равенству φ(vw−v0) = 0, из которого следует, что vw = v0

при φ 6= 0. Если же φ = 0, то будем считать vw = 0.
Из уравнения (5.67) получаем представление для pe:

pe = p0
e exp

(α
c
ξ
)
.

Уравнения (5.66) и (5.68), представление для pe, а так-
же предположение, что k(φ) = k0φ

n, k0 = const > 0 и
равенство pw = ptot − pe дают алгебраическое уравнение
для нахождения функции φ:

aφn + bφn−1 − 1 = 0,

где

a =
k0g

µv0
(ρw − ρi),

b =
k0

µv0

(
p0
e

α

c
exp

(α
c
ξ
)

+ g(ρw + ρi)
)
.

Положим y = φa1/n, тогда уравнение перепишется в
виде

yn + Cyn−1 − 1 = 0, C = ba(1−n)/n.

Поскольку C > 0, то уравнение имеет действительные
решения и, в случае наложения дополнительных огра-
ничений на начальные данные задачи, выполняется фи-
зический принцип максимума для функции пористости
0 < φ < 1. После нахождения φ найдем pw из уравнения
(5.68), а затем θ из уравнения (5.69).



Нерешенные задачи

1. Наиболее интересной и трудной представляется про-
блема существования решений задачи движения вязкой
сжимаемой жидкости в деформируемой вязкоупругой
среде “в целом” для многомерного случая. В одномерном
случае этот результат получен в работах [50], [97], [117],
[115], [99].

2. Вопрос о стабилизации решений открыт для задач
любой размерности.

3. Обоснование разностной схемы при нулевых гранич-
ных условиях в одномерном изотермическом случае дано
в работе [86]. В переменных Эйлера и для других краевых
условий вопрос открыт.

4. Вместо уравнения состояния pf = Rρf использо-
вать более физическое для рассматриваемого класса за-
дач условие вида dpf

dρf
= 1

βρf
.

5. Полученные результаты для вязкой пористой сре-
ды существенно используют то обстоятельство, что на-
чальное условие φ0 строго отделено от нуля и единицы.
Это позволяет получить аналогичный результат и для φ.
Важной является задача с 0 ≤ φ0 ≤ 1. При исследовании
вязко-упругой пористой среды можно рассмотреть следу-
ющее модельное уравнение:

1

1− φ
dφ

dt
= −φ(α

dpe
dt

+ βpe)



170 Нерешенные задачи

с постоянными α, β. Истинные плотности считать посто-
янными. Получить однозначную разрешимость и устано-
вить принцип максимума 0 ≤ φ ≤ 1. Будет ли полученное
решение обладать свойством конечной скорости распро-
странения возмущений?

6. Также большое прикладное значение имеет задача
со свободными границами, учитывающая фазовые пере-
ходы. Данная модель позволяет, например, описать вы-
ход магмы на поверхность земли.

7. Большой интерес представляют проблема обоснова-
ния модели двухфазной фильтрации в пороупругой сре-
де. Построить математическую теорию процесса, обобща-
ющую результаты для модели Маскета-Леверетта [5]. На
первом этапе рассмотреть задачу двухфазной фильтра-
ции в тонком пороупругом слое [38], [116].

8. Кроме того, большой интерес представляют прило-
жения моделей фильтрации в пороупругих средах в био-
логии и медицине. Задачи движения физиологических
жидкостей, таких как кровь, лимфа, в тканях, процессы
роста опухолей могут быть описаны уравнениями филь-
трации жидкостей в деформируемой пористой среде [7]
– [9], [10]. Вопросы разрешимости большинства из них
остаются открытыми.

9. Одним из способов «смягчения» глобального потеп-
ления является улавливание и захоронение в земной коре
углекислого газа. Математические модели этих процес-
сов основаны на уравнениях многофазной фильтрации в
недеформируемых средах [94]. Несомненный интерес ана-
логичные задачи представляют с использованием моде-
лей пороупругих сред.
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