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1 1 2 2 3 3< х, y  > = -х  y  + х  y  + х  y  и псевдовекторное произведение [2 ,

Теорема. Пусть и  : R  ^  H  исчерпывающая внешняя мера. Тогда 

существует исчерпывающая внешняя мера и  : P ^  H  , продолжающая 

внешнюю меру и  такая, что R всюду плотно в P относительно J  ( и ) .
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3
В псевдоевклидовом пространстве [1. с. 246] R1 определено ска

лярное произведение

< х , 
с. 69; 3]

хА у = (-(х2y3 -  х3y 2), х3y1 -  х1 y3, х1 y 2 -  х2y1) . Обозначим

H+ = {хе Rf : -(х1)2 + (х2)2 + (х3)2 = -1 ,х1 > 1. (1)

Гиперболоид H+ является моделью плоскости Лобачевского L .
3 2  Метрика на R1 индуцирует риманову метрику на H + . На кривой

2у е H  + можно ввести естественную параметризацию.
2

Итак, рассмотрим кривую у е H+ : х = х (;) , где s -  длина дуги.

Обозначим —  = r ( s ) .
ds

„ d 2 х d r  ,
Разложим вектор — — = —  на касательную k ge и нормальную

ds2 ds *
knn составляющие, где kg , kn - геодезическая и нормальная кривизны 

кривой у , соответственно.
В нашем случае n = х, kn = 1. Определен ортогональный репер [3]

{ х ,г , e }:
х А г  = e,rAe = - х, хАв = - r ,  < х, х  >= -1, < r ,r  >= 1, < e, e >= 1 (2) 

Итак, [3]
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dx d r  de
—  _ r ,—  _ kge + x ,—  
ds ds ds

Окружность, принадлежащая

—  _ r ,—  _ k ge + x ,—  _ — k gr  (3)1 1 & Лс &

H+: F  (X  (s)) =< C  — X , C  — X  > —a2 _ 0, < X , X  > _ —1, 

имеет с кривой у в точке s0 соприкосновение второго порядка [4, 
с. 40], если

dF d  2 F
F (x(s0)) _ 0 ,—  ls _ 0 ,— — ls _ 0 . Используя (2), (3), находим 

ds 0 ds2 0
C  || x'Ax" _ kgx  + e .

Рассмотрим те кривые, для которых вектор C  имеет мнимую дли
ну.

2 2 2 Положим с _ a C  е H+ . Имеем < с, с >_ a  (—kg +1).

1 2Так как < с, с > _ —1, то с _ , - (kg x + e), kg > 1. Кривая

Лk2 — 1

у : с _ с^ ) называется [3] гиперболической эволютой кривой у .

Для у е  ^  определен репер Френе {x ,r,v , 3 }  и формулы Френе [2, 
c. 70]

—  _ r, —  _ k v , _ — k r  + к р , _ KV,vAr _ fi,vA fi _ r, 3A r _ v,
ds ds ds ds
< v,v  >_ 1, < 3 ,3  >_ —1, < r ,r  >_ 1, 

где k > 0, к -  кривизна и кручение кривой, v, 3  -  орты главной норма
ли и бинормали кривой, соответственно.

Теорема 1. Кривизна кривой у равна k  _

kgТеорема 2. Кручение кривой у равно к  _ -------— .
k2 —1

Теорема 3. Касательная к гиперболической эволюте параллельна 
главной нормали исходной кривой.

Теорема 4. Радиус-вектор с гиперболической эволюты у равен 
вектору 3  бинормали исходной кривой у .
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Теорема 5. Кривизна к гиперболической эволюты у равна

4 k 2 -  к2 1г2 к 2 _ А
k  —------------- , k  — к  > 0 . 

1 к |
Теорема 6. Кручение к  гиперболической эволюты у равно

k  K -  k K  
к  = —

I к |(k 2 -  к2)'
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И нтервальны е прилож ения теорем ы  М иранды  

С.П. Шарый
Институт вычислительных технологий СО РАН, 

г. Новосибирск
В математическом анализе хорошо известна
Теорема Больцано-Коши.
Если функция F  : Z ^  Z непрерывна на интервале X  из Z и на его 

концах принимает значения разных знаков, то внутри интервала суще
ствует нуль функции F, т.е. точка у, в которой F(y) = 0.
Её многомерным аналогом является результат, опубликованный более 
чем столетием позже в заметке [4] -

Теорема Миранды.
Пусть F  : Z n ^  Z n, F (х) = ( F 1 (х), F2 (х), . . . , Fn (х))^  -  функция, 

непрерывная на брусе X  из Zn, со сторонами, параллельными коорди
натным осям, и для каждого i = 1, 2 , . . . , n имеет место

F, (X i, . . . ,  Х и1ш in f  X , X i+I, . . . , X„) ■
Fi (Xj, . . . , X - 1, sup X , , X+i, . . . , Xn) < 0,


