
СЕКЦИЯ -  6. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ МАТЕМАТИКА ... 121

Арифметическая иерархия 
относительно оракула и ограничения 

В.А. Ганов, В.Р. Карымов
Алт ГУ, г. Барнаул

Продолжаются исследования, начатые в [1], обобщенных вычисле
ний на абстрактных вычислительных машинах с оракулом, работаю
щих с ограничением на число тактов работы. Эти вычисления исполь
зуются для построения аналога арифметической иерархии множеств и 
предикатов из [2]. Фиксируется некоторый числовой оракул F, и эф
фективная нумерация всех программ машин с оракулом. Кодом маши

, , р _
ны называется номер ее программы. Через |z j t (x) обозначается зна
чение, которое вычисляет машина с кодом z на аргументах x , рабо
тающая с оракулом F  и ограничением t. Запись x является сокраще
нием записи кортежа (x1, . . . ,xn). Числовая функция f  (x) называется
F-вычислимой с ограничением t, если существует машина z такая, что

_ , ,р _ _ _
для всех x | z | t (x) = f  (x). При этом код z называется кодом f  (x).
Естественным образом определяются F-разрешимые множества и от
ношения.

Определение 1. Отношение R входит в арифметическую иерархию 
относительно F  и t, если R является F-разрешимым с ограничением t 
или может быть получено из некоторого F-разрешимого с ограничени
ем t отношения S  путем последовательного применения конечного 
числа операций проектирования и взятия дополнения.

На практике арифметические относительно F  и t отношения запи
сывают в виде (1) на основании следующего утверждения.

Теорема 1. n-местное отношение R (x1,.. . , xn) входит в арифмети
ческую иерархию относительно F  и t тогда и только тогда, когда оно 
F-разрешимо с ограничением t или может быть выражено при некото
ром m в следующей предикатной форме

(Qi yj) ••• (Qmym) S (xl , . , xn, Уl, . , Уш ) , (1)
где Qt -  кванторы V или 3 , а S - это (n+m)-местное отношение, F- 
разрешимое с ограничением t. Для краткости (1) записывается в виде

(Qy ) S ( x , y  ) ,
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 ̂ ч F t
Далее, аналогично [2, с. 290-303] вводятся классы у п и

П F. арифметических относительно F  и t множеств и отношений.

При этом отношения класса У  ̂ J представимы в кванторной форме 
(1), в которой кванторная приставка начинается с 3 и имеет п перемен

n F .tп представимы в кван-
торной форме (1), в которой кванторная приставка начинается с V и 
имеет п перемен кванторов. В общем случае легко доказываются сле
дующие утверждения.

теоРема 2. 1) у 1  и п Г е У 1 1 ^ П 15 , где t1 находит
ся рекурсивно по t.

2) Для любого отношения R верно соотношение:

R е У Kt е П  Ft ,п п
где t1 находится рекурсивно по t.

3) Для любого п > 0 верно:

у FJ - п Kt * 0 ;  П Kt - у FJ * 0 .*-^п И п  И п  *-̂ п
Но оракул F  и ограничение t на число тактов работы могут оказы

вать существенное влияние на выполнение предыдущих соотношений. 
Например, если оракул F есть всюду определенная функция, то сосед

ние по числу n классы у F'* , П F  ̂ могут совпадать между собой.
Аналогичная ситуация наблюдается при малых ограничениях t. Другая 
особенность в том, что при рассмотрении различных свойств замкну
тости данных классов приходится изменять параметр t так, как это де
лалось в теореме 2.
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