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УДК 514.765

О левоинвариантных римановых метриках четырех
мерных групп Ли с гармоническим тензором 

конциркулярной кривизны 

П.Н. Клепиков, О.П. Хромова
АлтГУ, г. Барнаул

Конциркулярные преобразования (т.е. нетривиальные конформные 
преобразования, сохраняющие геодезические окружности) и один из 
их инвариантов -  тензор конциркулярной кривизны были введены К. 
Яно в [1]. Позднее была установлена их важность в геометрии некото
рых F-структур: комплексных, почти комплексных, кэлеровых, почти 
кэлеровых, контактных, почти контактных, а также в теории относи
тельности.

В данной работе получена полная классификация вещественных 
четырехмерных алгебр Ли, группы Ли которых наделены левоинвари
антной римановой метрикой с гармоническим тензором конциркуляр- 
ной кривизны. Среди полученных в результате классификации алгебр 
Ли выделены те метрические алгебры Ли, которые не являются кон- 
циркулярно-плоскими, т.е. имеют нетривиальный тензор концирку- 
лярной кривизны.

Пусть (М,д)  -  риманово многообразие размерности n; X,Y,Z,V -  
векторные поля на М. Обозначим через V связность Леви-Чивита и 
через R(X,Y)Z = VYVXZ — VXVYZ+V[ XY]Zтензор кривизны Римана. 
Тензор Риччи г  и скалярную кривизну р  определим соответственно 
как r (X,Y) = tr(7 —> R(X,V)Y)  и р =  tr(r). Рассмотрим тензор кон- 
циркулярной кривизны, определяемый равенством [1]

Z = R ----- - Ц а »  а,2п(п-1) а
где » обозначает произведение Кулкарни-Номидзу (см. [2]), или в ко
ординатах

^hijk = Rhijk — n(n_̂ ) (9ij9hk — dikdhj).
Дивергенцию тензора конциркулярной кривизны будем определять 

формулой
div Zijk = д Zij t̂-s,

где Zijkt-.s = Г ^Ijkt — ^sj^ilkt — ^sk^ijlt — ^st^ijkl -  ковариант-
ные производные тензора Z.
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Определение 1. Назовем тензор конциркулярной кривизны гармо
ническим, если div Z = 0.

Пусть далее G -  группа Ли с левоинвариантной римановой метри
кой, {д, [•,•]} -  соответствующая алгебра Ли. Тогда существует взаимно 
однозначное соответствие между множеством скалярных произведе
ний в g и множеством левоинвариантных римановых метрик в G (см.
[2]). Будем обозначать соответствующее скалярное произведение через 
(v ) и называть пару {д, (•,•)} метрической алгеброй Ли.

Фиксируем базис {Е1,Е2, —,Еп} в д. Положим [Et,Ej] = CjjEk, 
^Ej ĵ = rjCjEk, (Et,Ej) = g tj, где Cjj -  структурные константы алгебры 
Ли, g tj -  метрический тензор.

Пусть CijS = Cjjgks, тогда символы Кристоффеля первого и второго 
родов вычисляются соответственно по формулам

rij,k =  2 i^ijk — Cjki + Ckij), Гу = Гij,k9kS, 
где ||,gks|| есть матрица обратная к ||gks||.

Из вышеприведенных формул следует, что тензоры Римана Rijkt, 
Риччи rik, скалярная кривизна р,  тензор конциркулярной кривизны 
Ztj kt являются функциями структурных констант С/у и компонент 
метрического тензора g tj (см. [3-5]).

Определение 2. Будем называть алгебру Ли группы Ли разложи
мой, если она представима в виде прямой суммы алгебр Ли меньших 
размерностей.

Определение 3. Алгебра Ли g называется унимодулярной, если след 
любого внутреннего дифференцирования алгебры Ли равен нулю, т.е. 
tr(ad X) =  0, VX е  g, где ad X (Y) = [X, У], для любых X,Y е  д.

Придерживаясь системы обозначений работ [4, 5], сформулируем 
следующие результаты.

Теорема 1. Пусть G -  вещественная четырехмерная унимодуляр- 
ная группа Ли с левоинвариантной римановой метрикой и алгеброй Ли 
д. Тогда div Z = 0 в том и только в том случае, если алгебра Ли д и ее 
структурные константы содержатся в таблице 1.

Следствие 1. Среди вещественных четырехмерных унимодулярных 
алгебр Ли групп Ли с левоинвариантной римановой метрикой и гармо
ническим тензором конциркулярной кривизны только алгебра Л3 9 ®  
А1 имеет нетривиальный тензор конциркулярной кривизны.

Теорема 2. Пусть G -  вещественная четырехмерная неунимоду- 
лярная группа Ли с левоинвариантной римановой метрикой и алгеброй 
Ли д. Тогда div Z = 0 в том и только в том случае, если алгебра Ли д 
и ее структурные константы содержатся в таблице 2.
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Следствие 2. Среди вещественных четырехмерных неунимодуляр- 
ных алгебр Ли групп Ли с левоинвариантной римановой метрикой и 
гармоническим тензором конциркулярной кривизны только алгебра
,а,рА4 g имеет тривиальный тензор конциркулярной кривизны.

Таблица 1
Четырехмерные унимодулярные алгебры Ли с гармоническим тен

зором конциркулярной кривизны
№ Алгебра Ли Ненулевые структурные константы
1 4Аг
2 3̂,6 © А1 С'2.3 — с, ^ 1 3  = —с, где с > 0.
3 Л3 9 © А1 С32 = а, = —am, С-}3 = а(т2 + 1), 

С23 = —а(т2 + 1), где а > 0.

Таблица 2
Четырехмерные неунимодулярные алгебры Ли с гармоническим 

тензором конциркулярной кривизны
№ Алгебра Ли Ненулевые структурные константы
1 А2 © 2Л1 Сi22 = а, где а > 0.
2 2Л2 С122 = а, С|4 — д, где а > 0,д > 0.
3 3̂,3 © 1̂ С̂ з = С223 = а, где а > 0.
4 WR © > 0 С̂ з = С|,3 = al, С2, з = — С2,з = 1, где 

1 > 0.
5 А1’1Л4,5 с1,4 = с224 = сз34 = 1, где 1 > 0.
6 <6°, « *  0 Cl4 — al, С234 = —1, С24 = 1, где 1 > 0.
7 * 

& 
Ъ 

д > 0 1̂,4 — 2̂,4 — 3̂,4 — 3̂,4 — — ̂ 2,4 — ^
где 1 > 0.

8 А1л4,9 *̂1,4 — *̂2,3 — 2а, *̂2,4 — "̂з,4 — ,̂ где 
а > 0.

9 да4,11 Cl4 — 2С334 — 2С224 — 2аа, С£3 — 2а|а|, 
С324 — —С234 — а, где а > 0.

10 4̂,12 Г1 — Г2 — п Г1 — Г2 — h Г1 —и1,3 _  и2,3 _  “j и1,4 _  и2,4 _  и2,4 _
—С24 — d, где а > 0, d > 0.
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Односторонние поверхности 
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АлтГУ, г. Барнаул

Впервые уравнение односторонней поверхности, открытой Мебиу
сом, было получено Машке [1]. Если гауссова кривизна листа Мебиуса 
равна нулю, то он называется плоским. Библиография работ на эту 
тему дана в работе [2]. К односторонним поверхностям относятся: 
скрещенный колпак [3, c. 304], римская поверхность [3, c. 305], по
верхность Боя [3, c. 305], [4, c. 315], бутылка Клейна [3, c. 306; 4, c.
307].
В работах [4, 5] показано разрезание бутылки Клейна на два листа Ме
биуса.

В евклидовом пространстве E3 рассмотрим гладкую замкнутую 
неплоскую кривую у без самопересечения, заданную 4% - 
периодической вектор-функцией р  = p ( v ) , которая не является 2% - 
периодической и 2% -антипериодической. Так как

р  = p(v + 4%), (1)
то функция

•?0) = 2  (p(v) + рО  + 2%)) , (2)


