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1. Предисловие. Работа посвящена построению новой математиче­

ской модели аэродинамики воздушных потоков у поверхности листа



70

растения с учетом влияния опушения. Естественным образом, решение 
этой задачи лежит в области механики сплошных сред, то есть, лист 
моделируется как упругое или абсолютно твердое тело, обтекаемое 
воздухом (сжимаемым газом).

2. История вопроса. Очень простой и вместе с этим весьма востре­
бованной является модель, предложенная в двухтомнике Гольдстейна
[1]. В этой модели рассматривается процесс обтекания воздухом тон­
кой пластины с одним штырем, перпендикулярно приваренным к пла­
стине. Считается, что воздух набегает на пластину параллельно ей. 
Дается ответ на вопрос, при каких условиях поток воздуха остается 
ламинарным после прохождения около штыря. Истоки этой модели 
лежат в области аэронавтики, более точно, в теории крыла летательно­
го аппарата, что напрямую не имеет отношения к моделированию био­
логических процессов.

Тем не менее, в ряде работ, например, в работе Шройдера и соавто­
ров [2], авторам удалось приспособить модель из монографии Гольд- 
стейна к изучению течения воздуха в окрестности листа с трихомами 
одинаковой высоты.

Трихомами называются волоски (ворсинки) на поверхности листа. 
Основные функции трихом -  защитные: длинные более редкие три­
хомы защищают лист от агрессии насекомых, короткие более частые 
трихомы создают микроклимат в непосредственной близости по­
верхности листа, в частности, защищают от высыхания под палящим 
солнцем или, в противоположном случае, от переохлаждения при 
заморозке.

Шройдером и соавторами проведены численные расчеты для неко­
торых растений, которые в рамках модели позволяют определить, при 
каких силе ветра и высоте трихом течение воздуха около листа остает­
ся ламинарным. Эти расчеты проведены посредством конечных явных 
алгебраических формул, поэтому применение даже простейших чис­
ленных методов не потребовалось. Стоит отметить, что турбулентные 
режимы в рамках этой модели изучать невозможно.

3. О современных подходах. Более современной и гораздо более 
перспективной, чем в монографии Гольдстейна, является работа 
Хоффмана и соавторов [3]. В этой работе рассматривается механиче­
ская система, описывающая взаимодействие упругой пластины с дос­
таточно часто расположенными на ней упругими цилиндрами малого 
диаметра и одинаковой фиксированной высоты. Проведена гомогени­
зация этой системы, то есть получена модель, в рамках которой от­
дельные цилиндры не различаются, а описывается эффективное тече­
ние воздуха в окрестности пластины. Гомогенизация проведена и ма­
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тематически строго обоснована с помощью метода двухмасштабной 
сходимости Аллера-Нгуетсенга, который является достаточно глубо­
ким методом функционального анализа. Хоффманом и соавторами 
проведены численные эксперименты с помощью вычислительных па­
кетов, разработанных в CAESAR (Center of Advanced European Studies 
and Research, Bonn, Germany). Найдены величины эффективных коэф­
фициентов модели. Вообще, эта модель была выведена исходя из дос­
таточно общих положений, и поэтому может быть применена для опи­
сания как ламинарных, так и турбулентных процессов.

4. Построение новой модели методом Аллера-Бриана. В на­
стоящей работе построена новая математическая модель аэродинамики 
вблизи поверхности листа для случая трихом различной высоты. По­
строение этой модели основано на идеях из статьи [3] и на системати­
ческом применении метода Аллера-Бриана многомасштабной сходи­
мости [4]. Модель Хоффмана и соавторов допускает естественное 
обобщение на случай, когда количество высоких и низких трихом име­
ет одинаковый порядок. Скажем, например, на одной единице площа­
ди расположена одна высокая и три низких трихомы.

В сказанном выше мы предположили, что все множество трихом 
имеет всего два размера по высоте. Такое ограничение несущественно: 
в рамках модели Хоффмана и соавторов можно рассмотреть любое 
конечное множество высот трихом. Вместе с этим, в ряде работ, по­
священных описанию строения листа растения, например, в статье 
Генаева и соавторов [5], замечено, что количество трихом разной вы­
соты имеет разные порядки, то есть на одну высокую трихому на еди­
ницу площади листа приходится много низких трихом. Поэтому в на­
стоящей работе построено естественное обобщение модели Хоффмана 
и соавторов. Искомая модель сконструирована методом гомогениза­
ции Аллера-Бриана, позволяющим учитывать сложную иерархиче­
скую структуру трихом.

Построенная модель является неклассической системой интегро- 
дифференциальных уравнений. Она состоит из уравнений на макро­
скопическом уровне, то есть на уровне, на котором характерным раз­
мером является размер листа растения, и из уравнений на мезо- и мик­
роскопическом уровнях. На мезо- и микроскопическом уровнях харак­
терными размерами являются расстояния между высокими и низкими 
трихомами, соответственно.

Работа поддержана грантом РНФ 14-14-00734 
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1. Постановка задачи. Рассматривается модельная линейная зада­
ча описания малых возмущений двухфазной вязкой сжимаемой жид­
кости в упругом пористом грунте. Движение жидких компонент опи­
сывается нестационарными уравнениями Стокса, движение упругого 
грунта -  уравнениями Ламэ линейной теории упругости. На границе 
между жидкой и упругой фазами выполняется условие непрерывности 
перемещений и условие Рэнкина-Гюгонио. Эта система уравнений 
дополняется начальными условиями для перемещений и скоростей и 
условиями неподвижности на внешней границе.

Считается, что жидкость полностью заполняет поры и что размер 
пор очень мал по отношению к размеру всего пористого тела. В связи с


