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Замечание. 6v2 4 соответствует примерно 17° 45 '.
Утверждение 6. Для прямоугольного треугольника единичной 

площади, ориентированная площадь треугольника замечательных то­

чек принимает значения в интервале 
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К геометрии листа Мебиуса в Е4
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т-,4В евклидовом пространстве Ь  рассматривается лист Мебиуса 
Впервые уравнение односторонней поверхности, открытой Мебиу­

сом, было получено Машке [1]. Если гауссова кривизна листа Мебиуса 
равна нулю, то он называется плоским. Библиография работ на эту 
тему дана в работе [2]. В [3] указано разрезание бутылки Клейна в Е ъ 
на два листа Мебиуса.

В евклидовом пространстве Е 4 рассмотрим гладкую замкнутую не­
плоскую кривую у без самопересечения, заданную с помощью Л,к -

периодической вектор - функцией ^  .

Тогда функция s(v) =-^(p(v) + p(v + 2л)) есть 2ж -  периодическая,

а вектор -  функция /(v) = ^  (p(v) -  p(v -  2л)) есть 2ж -

антипериодическая.
Рассмотрим линейчатую поверхность М : г (и. v) = s(v) + u l(v).

и е [-l,...l],v  = [-ж ,ж ]. Имеем гомеоморфизм прямоугольника

Т2 ’Т2
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т--4
Н Л М  -л -, л-] в , причем точки с координатами (—и ,—п),(и ,п) 
«совпадают». Поверхность М  есть модель листа Мебиуса [4].

Вектор-функция г = r(u,v) определяет одностороннюю поверх­
ность -  лист Мебиуса, для которого s = s(v) -  средняя линия, а 

Р = Р(У) = ''(1. V) -  край.
Рассмотрим тор Клиффорда r(u,v) = (cos(u). sin(«). cos(i’). sin(i’))

V . V .
и кривую на нем р  = (cos(—), sin(—), cos(v), sin(v)). Тогда

s(v) = (0, 0, cos(v), sin(v)), / (v) = (cos(^), sin(^), 0, 0) .

Исследуем лист Мебиуса M  :
r (u ,v )  =  s ( v ) + u l ( v ) , и e  [-1 ,1 ] ,v e  [0 ,2 ж ] .

Имеем

ri = ru=  /О), r2 =rv = s ’(у) + ul'(y), | Tj |= 1, | r2 |= -^л/4 + и2.

Касательное пространство примет вид:
ТрМ  = {l(y), s' (v) +  ul' (у), р  е М
Рассмотрим два единичных нормальных вектора в нормальном 

пространстве в точках поверхности М .

п\ = ,  ̂ - (us'(у) - А Г { у) ) ,п2 = s (v)
Vm2 +4

Пусть/ = f'r е ТрМ ,р е М  -  касательный вектор, длина которого 

равна единице. Рассмотрим вектор нормальной кривизны b = b (l.l) . 
где b(t,f)~  вторая фундаментальная форма поверхности М  . Зафик­
сируем точку р  , а вектор / будем менять. Концы вектора нормальной 
кривизны с началом в точке р  опишут в ТрМ 1 кривую, которая назы­
вается индикатрисой нормальной кривизны [5]. Индикатриса нормаль­
ной кривизны есть эллипс либо отрезок прямой. Определим ее.

Имеем:

/ = cos(/3)-^- + sin(/3)-^-
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b(t,t) = (cos (J})2blll + 2sin(/3)cos (P)bl
2

л/и2 +4

+ sm {P fb \2- ^ - ) n l + 
и + 4

2
(cos (J})2b1n + 2sin(/3)cos(/3)i212------

л/и2 +4
4

sm(/?) 622 —— - > 2
и +4

=(.г ц- nk X bh = °= bu = °> bh = ~ 1
л/м2 +4 

b22 = 0, й22 = 0,b22 = - 1 .
Переходя к двойному углу, получим
и ы л  2 sin(2 /?) _ 2 ( l-c o s (2 /?))
* (^ 0  = ------— « 1 -------------- ----------- 2 ̂

и +4 и +4

(й1)2 +(й2+ ^ - )  2= — — - ,Ъ = (Ъ \Ъ 2)

ИЛИ

2 2=___ 4_
и2 +4 (и2 + 4 )2

Таким образом, имеет место следующее утверждение.
Теорема 1. Индикатриса нормальной кривизны в любой точке лис­

та Мебиуса есть окружность, проходящая через эту точку, причем, 
наибольший радиус имеют окружности вдоль линии s = s(v) .

Определим метрический тензор g t/ и скалярную кривизну К  по­

верхности м
и2 +4 -Я

Имеем gn =1 , g 12 = 0 ,g  22 = — — ,К  =
4 ' (и2 +4 )2

Теорема 2. Скалярная кривизна К  листа Мебиуса вдоль кривых 
и = const постоянная. В точках кривой s = s(v) она наименьшая и рав­

на ——. Скалярная кривизна листа Мебиуса К  и радиус R окружности

индикатрисы нормальной кривизны удовлетворяют соотношению 
K  + 2R2 = 0.

Построим индикатрису листа Мебиуса при и = 0 (рис. 1) и график 
функции К  = K(u,v) (рис. 2).

+
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Рис.1. Индикатриса листа Мебиуса при и  = О .
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