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Мебиусовые поверхности

М.А. Чешкова
АлтГУ, г. Барнаул

В евклидовом пространстве рассматриваются мебиусовые поверхно­
сти. В процессе исследования используется система компьютерной ма­
тематики.

Пусть вдоль замкнутой кривой на поверхности обносится нормаль­
ный вектор. Если при возвращении в исходную точку направление нор­
мали совпадает с исходным, независимо от выбора кривой, то поверх­
ность называется двусторонней. В противном случае имеем односто­
роннюю поверхность.

Впервые уравнение односторонней поверхности, открытой Мебиу­
сом, было получено Машке [1]. Если гауссова кривизна листа Мебиуса 
равна нулю, то он называется плоским. Библиография работ на эту тему 
дана в работе [2]. В [3] указано разрезание бутылки Клейна на два листа 
Мебиуса.

В евклидовом пространстве Е ъ рассмотрим линейно независимые 
вектор-функции .v = .v(i’). It =/j(v),/2 = /2(v), где s = s(y) является 2ж - 

периодической, a lx =l1(v),l2 =l2(v) 2 ж -антипериодические вектор- 
функции. Удобно /j, 12 выбрать ортогональными.

Определим поверхность К  уравнением
r(u,v) = s(v) +sin(M)/j(v) + asm(mu)l2(v). 
v = 0..2л ,и  = 0..л  / т

Теорема 1. Поверхность К  односторонняя.
Доказательство. Исследуем вектор нормали вдоль замкнутой кри­

вой 5 = ('v)(u = 0) .
n(v) = [г , г ] = [s'(v), lx (v) + aml2 (v)].

Так как п(у) = —п(у + 2 л ) , то поверхность К  есть односторонняя 
поверхность.

Теорема 2. Поверхность К при т нечетном есть мебиусова по­
верхность.

Доказательство. При т нечетном кривая г (и) = (sin(u),asin(mu)) 
незамкнутая, и поверхность К  есть поверхность с краем.
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Если т = 1, или а = О, то это отрезок прямой и поверхность К  
есть прямолинейный лист Мебиуса.

Рассмотрим несколько примеров поверхностей Мебиуса.
Зададим вектор-функции s = s(v). /, = /, (v), /2 = /2 (v) в виде

/j (v) = (cos(Av / 2) cos(v), cos (Ат / 2) sin(v), sin(Av / 2)),

/2 (v) = (sin(£v / 2) cos(v), sin(b^ / 2) sin(v), -  cos(b^ / 2)) , (2)
где к -  нечетное число.

Пример 1. Положим А* = 1, а = 1, т = 3 . Имеем
r(u,v) = (2cos(v) + sin(M)cos(v/2)cos(v) + sin(3M)sin(v/2)cos(v),
2sin(v) + sin(M)cos(v/ 2)sin(v) + sin(3M)sin(v/ 2)sin(v),
sin(M)sin(v/2) -sin(3M)cos(v/2),и e \—x  / 3 ,x  / 3],v e [0,2яг].
Полагая и = л- / 3 , получим край.

Построим поверхность Мебиуса, используя математический пакет 
(рис. 1).

Пример 2. Положим А = 3. а = \.т = 3 . Имеем
r(u,v) = (2cos(v) +sin(M)cos(3v/ 2)cos(v) + sin(3M)sin(3v/ 2)cos(v),

2 sin(v) + sin(M) cos(3v / 2) sin(v) + sin(3M) sin(3v /2 )  sin(v),

sin(M)sin(3v/2) -sin(3M )cos(3v/2),и = -ж 13,...,тг / 3,v = 0,...,2тг.

Полагая и = п  / 3 , получим край.
Построим поверхность Мебиуса (рис. 2).

s(v) = (2cos(v),2sin(v),0),

Г.

Рис. 1. Лист Мебиуса А = 1, а = 1, m = 3
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Рис. 2. Лист Мебиуса к = 3, а = 1, т = 3

Пример 3. Положим к = 1, а = 1, т = 5 . Имеем
r(u,v) = (2cos(v) + sin(!y)cos(v/2)cos(v) + sin(5fOsin(v/2)cos(v),
2sin(v) + sin(f0cos(v/ 2)sin(v) + sin(5f0sin(v/ 2)sin(v), .
sin(!y)sin(v/2 )-sin(5f0cos(v/2),u e \-% / 5 , i / 5 ] ,v e  [0,2ж].

Полагая и = л  / 5, получим край.
Построим поверхность Мебиуса, используя математический пакет 

(рис. 3).

1 

О 

-1

Рис. 3. Лист Мебиуса к = 1, а = 1, т = 5 
Пример 4. Положим к = 3, а = 1, т = 5 . Имеем

r(u,v) = (2cos(v) + sin(jf)cos(3v/ 2)cos(v) +sin(5jf)sin(3v/ 2)cos(v),
2sin(v) +sin(jf)cos(3v/ 2)sin(v) + sin(5f0sin(3v/ 2)sin(v),
sin(iOsin(3v/ 2) -sin(5jf)cos(3v/ 2),и = -ж / 5,..., ж / 5,v = 0 ,...,2x.

Полагая ^  ^  /  5 получим край.
Построим поверхности Мебиуса (рис. 4).
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Рис. 4. Лист Мебиуса к = 3, а = 1, т = 5 
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