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Моделирование конвективного течения жидкости 
с испарением на основе приближения тонкого слоя 

уравнений конвекции Обербека-Буссинеска

Л. А. Масенюк, Е.В. Резанова, Я.А. Тарасов
АлтГУ, г. Барнаул

Динамика, устойчивость и разрыв тонких пленок жидкостей встре­
чаются во многих областях инженерии, геофизики и биофизики. В ча­
стности, в промышленных технологиях применяются тонкие пленки 
жидкостей для охлаждения локально нагреваемых поверхностей [1]. 
Построению математических моделей, описывающих течения тонких 
слоев жидкостей, исследованию их устойчивости и численному реше­
нию посвящено достаточно много работ [2-5]. Моделирование испа­
ряющихся пленок проводится в работах [4-7].

В данной работе исследуется процесс стекания тонкого слоя вяз­
кой, несжимаемой жидкости по неравномерно нагретой, наклоненной 
под углом а  к линии горизонта подложке. Сопутствующий поток газа 
движется над слоем жидкости. Требуется учесть эффекты испарения 
на термокапиллярной границе.

Течение жидкости моделируется при помощи системы уравнений 
конвекции Обербека-Буссинеска [8] и обобщенных кинематического, 
динамического и энергетического условий на границе раздела [9]. 
При построении математической модели выбираются два характерных 
масштаба -  продольный / и поперечный d. Решение задачи строится в 
виде разложений по степеням малого параметра е, равного отношению 
характерной поперечной длины к продольной.

В безразмерном виде классические уравнения конвекции могут 
быть записаны следующим образом [6]:
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Res2(ut +uux +wuz ) = uzz — p'x + e 2uxx — ŷ  sinoT,

Ree4(wt +uwx +wwz ) = e 2wz z - p ’z + s 4wxx+y2 cosaT, 
ux +wz = 0,

RePrs2(Tt +uTx +wTz ) = s 2^  +TZZ.

Здесь (и, w) -  вектор скорости, p' = p -  —  xs ina  + y2zcosa  -  безраз-
Bu

мерное модифицированное давление, Т -  температура, у1 = — ,
в

Gr у ^  d 3g/3T*
у7 = — , Рг = — -  число Прандтля, Ur = -----  —  -  число Грасгофа,

Re X v 2
и*1

Re = ----  -  число Рейнольдса. При этом вектор ускорения силы тяже-
v

сти имеет вид g = (g sin a - g  cos a ) , v -  коэффициент кинематической 
вязкости, x  ~ коэффициент температуропроводности, [j -  коэффициент 
теплового расширения, а Т* и и* -  характерные значения температуры 
и продольной скорости.

На термокапиллярной границе раздела z = h(x. I) выполняются 
обобщенные кинематическое, динамическое и энергетические условия 
(см. [6, 7, 9]). Для задания зависимости локального потока массы испа­
ряющейся жидкости от температуры на границе раздела используется 
кинетическое уравнение Герца-Кнудсена [6, 7, 9]. На твердой, непро­
ницаемой границе z = 0 выполняются условия прилипания и\ ,

w\ , а также условие неоднородного нагрева вида Т\ = 0 О (х, I).
Задача сводится к поиску главных и первых членов разложения по 

степеням малого параметра е. Все искомые функции будут найдены, 
как только станет известна толщина слоя h. Для нахождения толщины 
слоя имеет место уравнение, которое является следствием обобщенно­
го кинематического условия

Е
ht + uhx — w Л— J ev = 0 ,

s
а именно [6]:
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ht + hx [h4 ~^(У 2  cosa^4x + sy2 cosaB x } + 

+h3 — ((©o)x/2 cos a; sin a  + sy1 s in a 5 ) +
6

+/г2 — ((C0)x +©o7i sin a  +е(С0)х) + /г(С1 +eC 1)] +

+[/*5 T ^ 2 cosa(A “  + e 'B« ) ) +

+/г4 ((©o) « r2 cosa + y2 sma(Ax +sBx)) +

+ ^ 3 “ ((C o  )xx +  (® 0 )x J'l s in a  +  e ( Q  )xx  )  +  “ ( ( Q  )x  +  e ( Q ) x  )] +

Eoc j ,, ,
н------- (Ah + ©q + eBh) = 0.

s
Предполагается, что Re = 1. Функции^, В и 0 q  определяют теп­

ловой режим, а функции Cq,Cj,Cq,Q  выражаются через . I. В и 0 q . 
Проведен параметрический анализ задачи для систем «жидкость-газ» 
типа «этанол-азот», «HFE7100-азот», «РС72-азот». Построен алгоритм 
численного решения задачи.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 14­
08-00163).
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Об одной модели двухфазной фильтрации 
в пороупругой среде 

А.А. Папин, Ю.Ю. Подладчиков
АлтГУ г. Барнаул, университет Лозанны

Рассматривается изотермическое движение двух
несмешивающихся жидкостей в деформируемой пористой среде. 
Уравнения сохранения массы для каждой из жидкостей и пористой 
среды, законы Дарси и Лапласа для жидкостей, а также реологическое 
соотношение для пористости имеют вид [1, 2]:
Я я
-  ) + v • ( ф З ф , ) = О, / = 1,2, -  ((1 -  Ф)р1 ) + V • ((1 ■- ф )р$щ) = о,
Ot Ot

~ Щ )  = - ^ о  — (V f t  + p f g ) ,  Р 2 ~ Р \ =  Р с ( х ^ \ \  51 + s 2 = 1, 
Mi

1 dv
V  ' “ 3 =  “ 7 7 7 7  Pe -  Pt  +  Щ ■ VA ),%(</>) dt

VPtot  = P t o t i = P e =  P t o t - P f ’ P f =  S\ P \  +  S2P2>


