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силы тяжести и без нее, а также в «однофазном» и «двухфазном» слу
чаях.
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В работе изучается следующая система уравнений составного типа:

решаемая в области ( x , t )e Q T =Qx(0,T), Q = (0,1), при краевых и 
начальных условиях

Данная начально-краевая задача описывает одномерное движение в 
неподвижной пористой среде двухфазной смеси, состоящей из 
твердых частиц и жидкости [1]. Здесь ф -  пористость, 5 -
насыщенность воды, /  -  интенсивность перехода массы из твердого 
скелета; кроме того К 0(ф), a(s), b(s), F ( s ^ )  -  заданные функции.

= ^ - ( К 0 ̂ )a (s)V s -  b(s)v(t) + F(s, ф)\
dt дх ( 1 )

(2)

s(0,t) = s0(t), s(l,t) = sl ( t \  

s(x,0) = 5°(x), ф(х,0) = ф°(х).

(3)
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Задача записана в эйлеровых координатах х, t . Искомыми 
являются величины 5 и ф. Математические модели процесса 
суффозии изложены, например, в работах [1-2]. Математическое 
обоснование постановок задач отсутствует, за исключением 
рассмотрения частных решений [3-6]. Вывод уравнений (1), (2) дан в 
работе [7]. Система уравнений близка по структуре уравнениям 
двухфазной фильтрации несмешивающихся жидкостей в случае 
известной пористости [8-10]. Особенностью данной задачи является 
необходимость обоснования физического принципа максимума для 
пористости ф и насыщенности S вида 0< ф < \.  0 < .v < 1. Кроме того 
коэффициент a(s) в общем случае обладает свойствами 
а(0) = а( 1) = 0, a(s) > 0 при s е (0,1), то есть уравнение (1) является 
вырождающимся на решении, а переменная неизвестная пористость 
существенно усложняет структуру системы (1), (2). Поэтому на первом 
этапе исследования задачи (1)-(3) рассматривается случай 
невырождающегося уравнения (1) ( a(s) > 0 при v е |0 .11. 0 < ф < I ). 
Целью работы является доказательство классической разрешимости 
задачи (1)-(3). Ключевым моментом является доказательство 
гельдеровской непрерывности насыщенности.
Для интенсивности фазовых переходов принимается следующая 
модельная зависимость [1]: I  = 8 (э)К(ф)тах{\v(t) \ -v k ,0},

где v(t) -  суммарная скорость фильтрации (заданная функция), vk -  
предельное значение скорости фильтрации при превышении которой 
"запускается" процесс суффозии.

Определение 1. Классическим решением задачи (1) -  (3) в цилиндре

удовлетворяющую уравнениям (1), (2) и условиям (3) как непрерывные 
функции. Причем 0 < s < 1, 0 < < 1,

В дальнейшем, будем придерживаясь обозначений принятых в [11,

Теорема. Пусть данные задачи (1) -  (3) подчиняются условиям:
1. функции К 0(ф), ais ). b(s), F (s ,ф) и их производные до второго 
порядка непрерывны для s e [ 0 ,l ] ,  ф & \0.\\ и удовлетворяют 
условиям

0, 5 > 1;
8(s) = • 1-5 , 0 < s < 1;

1, 5<0.

0, ф> 1;
К(ф) = \ф(1-ф), 0<ф <1;

0, ф< 0.

От будем называть пару функций s(x,t), ф(х.1) е С'2+а,(2+а)/2

12].
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0 < m < K 0((f>), a (s )< M <  со,

F(s,<f>) = 0 при s <0, s > 1 .

2. функции v(t) , soCO; *i(0> 5°(х) > Ф°(х) удовлетворяют
следующим условиям гладкости

v(t), s0( t \  Sl( t ) e C 2+a[0 ,n ,  s°(x ), ф°(x) e C2+a (Q) 
и условиям согласования

*0(0) = Л 0 ) ,  5l(0) = 5°(l) , 5l(0) = 5°(l),
а также удовлетворяют неравенствам

|v (0  |> Vk , 0 < 5 ° (x )< l ,  0 <Mq <Ф° < M q <1,

О<50(0^1= 0 < s j( /)< 1 , 
где mq, m, M , v/.. M q -  известные положительные постоянные. 
Тогда для любого конечного интервала (0,7] задача (1) -  (3) имеет 
единственное классическое решение:

ф(х,1\ s ( x , t ) e C 2+a’(2+a)/2(QT).
Более того

0 < s (x ,/ )< l ,  0 < ^ (х ,/)< 1 , ( x , t ) e Q T .
Для классического решения справедливы следующие утверждения. 

Лемма 1. Пусть пара (*,ф) -  решение задачи (1) -  (3) и выполнены 
условия теоремы, тогда ф0 < ф < 1.
Лемма 2. Пусть пара (*,ф) -  решение задачи (1) -  (3), выполнены 
условия теоремы и ф0 < ф < 1, тогда 0 < .v < 1.
Лемма 3. Пусть две пары (л\. ф1) , / = 1, 2, являются классическими 

решениями задачи (1)-(3) с граничными S q \  ,v[f-1 и начальными s (/ . 

Ф1 условиями соответственно. Пусть

II 50 _50 II +11 s\ ~ s\ II +11 51° ~ s2 II +11 Ф\ ~Ф"2 11= ^

где || • || -  норма в /, 2 . Тогда верна оценка

J (s2 + s 2 + ф? + ф2)с1хЖ < Сд , (4)
Qt

где постоянная С зависит только от т 0, т, М , v/.. M q .
Замечание 1. Из (4) полним оценку постоянных Гельдера функций
s(x ,t) и 0(х,/)
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\\s\iQ<C3(mQ,m,M,vk),

II Ф ||g C4(m0,m,M,vk).

В данной работе доказана глобальная разрешимость начально
краевой задачи для невырожденных уравнений внутренней эрозии 
грунта. Естественным продолжением работы будет рассмотрение 
более физичного условия зависимости интенсивности фазового 
перехода не от сумарной скорости, а от скорости первой фазы. 
Нелокальная разрешимость близкой по структуре системы 
рассмотренна в работе [13].

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ №13
08-01097.
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Локализация решения уравнения движения жидкости 
в деформируемой пористой среде

М.А. Токарева, Ю.Ю. Подладчиков
АлтГУ, г. Барнаул

В работе рассмотрена математическая модель фильтрации 
жидкости в пороупругой среде с преобладанием упругих свойств 
относительно свойств вязкости и малом коэффициенте объемной сжи
маемости твердой среды. Для описания процесса фильтрации 
жидкости в пороупругой средеиспользуются законы сохранения масс 
для жидкой и твердой фаз, закон Дарси для жидкости, учитывающий 
движение скелета, реологический закон типа Максвелла и уравнение 
сохранения импульса системы в целом. Система уравнений при 
переходе к переменным Лагранжа сводится к вырождающемуся на 
решении параболическому уравнению для пористости. Для 
устанавления свойства конечной скорости стабилизации решения при 
малом коэффициенте объемной сжимаемости твердой среды использу
ется метод интегральных энергетических оценок [1,2].

Рассматривается следующая система уравнений [3, 4]


