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Интервалами называем замкнутые ограниченные и связные под
множества вещественной оси R , т.е. множества вида [ц, в] = { х € К 
tj < х < в  } для вещественных >/, в  е  Й . >] < 0. Интервалы и интерваль
ные величины обозначаются в работе буквами жирного шрифта, а не
интервальные (точечные) величины никак специально не выделяются. 
Посредством inf я и sup а обозначим левый и правый концы интервала 
а с  К , так что в целом а = [inf я, sup я] = { х е К  | inf а < х  < sup а }. 
Кроме того, mid я = Уг (sup я + inf я) -  середина интервала, rad я = Уг 
(sup а -  inf а) -  радиус интервала.

Интервальная матрица -  это прямоугольная таблица интервалов, 
которую мы обозначаем А  = (щ), имея в виду, что на пересечении ее /
ой строки и j-ro  столбца стоит элемент К интервальным матрицам 
операции mid и rad будут применяться поэлементно. Аналогично, по
элементным образом будем понимать теоретико-множественные 
включения и принадлежности. В частности, для матриц А = (%) и А  = 
(ягу) одинаковых размеров отношение А е А  означает, что а,,- е а у для 
всех элементов матриц.

Как известно, квадратная матрица называется неособенной (невы
рожденной), если ее определитель не равен нулю [1, 2]. Это эквива
лентно отсутствию линейной зависимости между строками (столбца
ми) такой матрицы. Иначе матрица называется особенной (вырожден
ной). Интервальная квадратная матрица А  называется неособенной, 
если неособенны все точечные матрицы А е А  [3-5]. Интервальная 
квадратная матрица называется особенной, если она не является не
особенной. Такая матрица содержит хотя бы одну особенную точеч
ную матрицу.

Ближайшим обобщением неособенных матриц, как точечных, так и 
интервальных, являются матрицы полного ранга. Рангом матрицы на
зывается максимальное число её линейно независимых строк или 
столбцов, либо максимальный из порядков ненулевых миноров этой 
матрицы [1, 2]. Как показывается в матричном анализе, все эти числа



96

совпадают между собой. Вещественная тхи-матрица называется мат
рицей полного ранга, если её ранг равен минимальному из чисел т и п  
(больше он быть не может). Назовем интервальную матрицу матрицей 
полного ранга, если она содержит только точечные матрицы полного 
ранга. Иначе говорим о том, что данная матрица имеет неполный ранг.

Интервальные матрицы интересуют нас, главным образом, в связи 
с интервальными системами линейных алгебраических уравнений вида

а п xi + ап х2 + ... + а\„х„ = ,
« 2 1  xi + а 22х2 + ... + а2п х„ = Ь2 ,

1 ^т ат2 х2 + ... + атп хп Ьт ,

где ау -  интервальные коэффициенты, Ь, -  интервальные свободные 
члены, / = 1,2, ... , m , j =  1 ,2 , ... , п. Если А  = (в;,) -  интервальная т*п- 
матрица, х = (хь х2, ... , х„)т и b = (Ь,) -  интервальный /и-вектор, то эту 
систему можно записать в краткой форме А х  = Ъ. Интервальные систе
мы уравнений рассматриваемого вида понимаются как совокупности 
точечных систем линейных алгебраических уравнений Ах = b с w хи- 
матрицам и А, принадлежащими Л, и m-векторами b из Ь. Множеством 
решений интервальной линейной системы уравнений будем называть 
множество

3 ( А , Ь ) = { х &  М" | (3 >4 е  А) (Э Ъ e b ) ( A x  = b ) },

образованное всевозможными решениями точечных систем Ах = b с 
А е А  и b е  Ь (см. [3-6]).

Факт полноранговости матрицы интервальной линейной системы 
уравнений важен при решении задачи восстановления зависимостей по 
неточным данным с интервальной неопределенностью, где возникают 
интервальные системы линейных алгебраических уравнений, в кото
рых число переменных, как правило, не совпадает с количеством урав
нений. Если интервальная матрица, построенная по данным наблюде
ний, имеет неполный ранг, то это является свидетельством неудачной 
организации экспериментов, поскольку результаты некоторых из них 
оказались следствиями (линейными комбинациями) остальных. На
против, полнорангованая матрица данных является максимально ин
формативной.

Можно показать (идея этого доказательства дана в [4], с. 92), что 
если интервальная я?хи-матрица А,  т > п ,  имеет полный ранг, то мно
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жество решений Б(А, Ь) интервальной системы линейных алгебраиче
ских уравнений А х  = b является ограниченным.

В общем случае проверка того, имеет ли интервальная матрица 
полный ранг, представляет собой NP-трудную задачу [5]. Ниже в рабо
те даётся достаточно общий признак полноранговости интервальных 
матриц.

Напомним (см. [1, 2]), что для вещественной да*и-матрицы А псев- 
дообратной матрицей (или обобщённой обратной [7]) называется та
кая вещественная п*т-матрица А+, что А А и А А являются симмет
ричными матрицами и

А А +А = А ,  А +А А + = А \

Если А -  неособенная квадратная матрица, то А ' = А Абсолютной 
нормой называется норма, зависящая лишь от абсолютных значений 
элементов (вектора или матрицы). Основной результат представляе
мой работы -

Теорема. Пусть INI -  абсолютная матричная норма. Если для ин

тервальной матрицы А  средняя точечная матрица mid А  имеет полный 
ранг и выполнено условие

II rad А  || < || (mid/O+H-1, 

то А  также имеет полный ранг.

Для случая квадратных интервальных матриц аналогичный резуль
тат о неособенности был сформулирован в [8 ], как следствие исследо
ваний, выполненных в [9].

Сингулярными числами вещественной т х«-матрицы А называются, 
как известно, арифметические квадратные корни из общих собствен
ных чисел матриц А Т А и ААТ (см. [10]). Мы будем обозначать посред
ством amm (А) и <х|Пах (А) наименьшее и наибольшее из сингулярных чи
сел матрицы А. Ещё один полезный новый результат нашей работы, 
тесно связанный с приведённой выше Теоремой, -  
Предложение. Если для интервальной матрицы А  справедливо
^тах (rad А ) < (7 ^  (mid А), то она имеет полный ранг.

Если А  = А -  точечная матрица, то mid А  = A, rad А  = 0, и все сингу
лярные числа матрицы rad А  также равны нулю. Тогда результат 
Предложения выражает хорошо известный из матричного анализа
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признак матрицы полного ранга -  условие (А) > 0. Для случая су
щественно интервальных матриц результат сформулированного Пред
ложения является обобщением известного признака Румпа [И ] (см. 
также [3, 1 2 ]).

В заключение работы отметим, что нахождение псевдообратной 
матрицы и сингулярных чисел матриц является хорошо разработан
ным в современном численном анализе. Для их вычисления созданы 
надежные алгоритмы, а соответствующие готовые подпрограммы вхо
дят в стандартные пакеты численных методов линейной алгебры.
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