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разий с тривиальным тензором Вейля), так и изучению многообразий, 

имеющих нетривиальный тензор Вейля, но при этом тензор имеет ну-

левой квадрат длины. 

В случае многообразий, имеющих размерность 3 изучается тензор 

Схоутена-Вейля, являющийся аналогом тензора Вейля в данных мно-

гообразиях, поскольку тензор Вейля здесь тривиален. В работе [1] тен-

зор Схоутена-Вейля был исследован в случае левоинвариантной ло-

ренцевой метрики на 3-мерных группах Ли. Данное исследование — 

продолжение исследований Дж. Милнора [2] по левоинвариантным 

римановым метрикам на 3-мерных группах Ли.  

Настоящая работа продолжает исследования, начатые в [3, 4], 

а именно, в ней изучаются 4-мерные локально однородные простран-

ства с левоинвариантной псевдоримановой метрикой с нетривиальной 

подгруппой изотропии и изотропным тензором Вейля. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рам-

ках научного проекта № 18-31-00033 мол_а. 
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Один из наиболее распространенных методов кластеризации дан-

ного конечного множества  
1,i n

X i


  является представление его ли-
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стьями взвешенного дерева  , ijX G  , где G - связный ацикличе-

ский взвешенный граф. Расстояние ij между двумя вершинами дерева 

– сумма весов ребер на пути между ними. Главная проблема при этом 

найти граф  , ijG   и метрику дерева, которая была бы наиболее адек-

ватна структуре X .  

Эта проблема, известная как численная таксономии, имеет прило-

жения в различных областях науки, таких как лингвистика и эволюци-

онная биология. Например, в эволюционной биологии метрики дерева 

представляют ветвящийся процесс эволюции, который приводит к 

наблюдаемому распределению данных [1]. Естественно, эта проблема 

привлекла (и привлекает) большое внимание. В данной работе уста-

навливается связь этой проблемы с псевдоевклидовой геометрией 

(теорема 3). 

Справедлива теорема Бунемана [2]: 

Теорема 1. Неотрицательная функция  : X X R   определяет 

на множестве объектов X  аддитивную метрику дерева в том и только 

в том случае если выполнено четырех-точечное условие:   

1. =ij ji  ,   , , , ,i j k s X   

2. max{ , }ij ks ik js kj is         ,                                    (*) 

3. = 0 =ij i j  .  

В этом случае однозначно строится взвешенный граф  , ijG   с 

множеством листьев X . Частным случаем аддитивной метрики явля-

ется ультраметрика: 

1. =ij ji  ,   , , ,i j k X   

2. max{ , }ij ik kj   ,    

3. = 0 =ij i j  . 

Замечание 1. Для любой строго монотонно возрастающей числовой 

функции  : R R    функция  ˆ( )ij   также ультраметрика.   

Определение 1. Пусть ji  – аддитивная метрика преобразованием 

Farris [3] называется переход к аддитивной метрики вида:  

ˆ = ,ij ij i j       

Теорема 1. Пусть ji  – аддитивная метрика существуют  k  и 

преобразование Farris переводящая еѐ в ультраметрику.  

Справедлива теорема [4]: 
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Теорема 2. Пусть  ,X   – конечное ультраметрическое простран-

ство с метрикой ij , тогда существует изометричное вложение  

  1: , nX R    в евклидово пространство 1nR  (n – число элементов в 

X ) такое, что: 

     , , ;ij i j i j X       

 
  , ,r i i X  

 

где 

1

2

D n
r

n




. То есть образ
   1nX R   – лежит на сфере с цен-

тром в начале координат радиуса r , здесь  ,= ,maxi j i jD x x - диа-

метр X .  

Пусть 1n nM R R  псевдоевклидово пространство, скалярный 

квадрат вектора 
1, n nz x R R M       в котором равен: 

2 2
,z z x   . Обозначим через: 

 : , 0, 0nС z M z z       

изотропный конус в пространстве Минковского nM .  

Лемма. Для любых двух точек конуса 1 2,z z С и 1 2, 0    верно 

равенство:   

1 1 2 2 1 2 1 2z z z z     , 

здесь 1 2z z   расстояние между точками в псевдоевклидовом про-

странстве nM . 

Доказательство: Так как  1 1 1,z x x    ,  2 2 2,z x x     

   
22 2

1 2 1 2 1 2z z x x x x     =  1 2 1 22 , 2x x x x   

значит 

 
2 2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 22 , 2z z x x x x z z          

 

Теорема 3. Пусть X  конечное множество с аддитивной метрикой 

: X X R   . Тогда существует изометричное вложение 

 : , [ ]ijX Exp C    в виде подмножества изотропного конуса в 

псевдоевклидова пространства  Минковского nM . 
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Доказательство: согласно замечанию 1 существует преобразование 

Farris переводящие аддититивную метрику ij  в ультраметрику 

ˆ = ,ij ij i j      по замечанию 2 и теореме 1 существует изометрич-

ное вложение 

  1ˆ: , [ ] n

ijX Exp S C     , 

или 

  1: , [ ] [ ] [ ] n

ij i jX Exp Exp Exp S C       . 

Применяя лемму получаем изометричное вложение 

 : , [ ]ijX Exp C    

Замечание. Метрика, [ ]ij ijExp    вообще говоря, не обладает че-

тырех-точечным свойством аддитивной метрики (*), вместо него вы-

полняется "усиленное" неравенство Птолемея:  

  max , , , , ,ij ks ik js kj is i j k s X        .          (**) 

Так как индексы , , ,i j k s равноправны, то данное неравенство эк-

вивалентно выполнению свойства:  , ,ij ks ik js kj is       - два числа из 

трех  равны и больше третьего, либо все равны между собой. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда 

фундаментальных исследований (код проекта 18-01-00620). 
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