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Рисунок 5 – Псевдосфера и еѐ инверсия  m a  
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( , ) (cos( ),sin( ),cos( ),sin( ))u v u u v v   

и обмотку тора 

( ) (cos( ),sin( ),cos( ),sin( ))
2 2

u u
u u u  . 

Так как ( ) ( 4 )u u    , то вектор-функция 

1

1
( ) ( ( ) ( )),

2
s u u u    где 1( ) ( 2 )u u     

есть 2 -периодическая не равная нулю, а вектор-функция 

1

1
( ) ( ( ) ( ))

2
l u u u    есть 2 -антипериодическая. 

Имеем 

( ) (0,0,cos( ),sin( )), ( ) (cos( ),sin( ),0,0)
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u u
s u u u l u  . 



 51 

Определим поверхность KL уравнением 

( , ) cos( ) ( ) sin( ) ( ),r u v v s u v l u     (1) 

[ , ], [ , ]u v       .. 

Теорема 1. Поверхность KL  топологически эквивалентна бутыл-

ке Клейна. 

Доказательство. Рассмотрим бутылку Клейна как фактор-

пространство [Фоменко 7, с.75] 

[ , ] [ , ]/[( , ) ( , ),( , ) ( , )]X v v u u              . Так как  

( 2 ) ( ), ( 2 ) ( )s u s u l u l u     , то   

( , ) ( , ), ( , ) ( , )r v r v r u r u        , и поверхность  

KL  определяет модель бутылки Клейна. 

Теорема 2. Если кривая  ( )u   есть обмотка тора Клиффорда, 

то поверхность KL есть минимальная поверхность на сфере. 

Доказательство. 
Из (1) следует 

cos( ) ( ) sin( ) ( )ur v s u v l u   , 

sin( ) ( ) cos( ) ( )vr v s u v l u  , 

2 2

22 12 11

11

1
( , ) 1, 0, cos( ) sin( ) ,

4

det( ) .

v v

ij

g r r g g v v

g g g

    

 

 

Поместим начало координат центр сферы 
3S . Обозначим через 

1 2,n n  – орты нормалей к поверхности 
3 4KL S R  . 

Имеем 

1

2

( , ) cos( ) ( ) sin( ) ( ),

1
(4cos( ) ( ) sin( ) ( ).

4

0, 1,2.i

n r u v v s u v l u

n v l u v s u
g

n 

  

  

  

 

Определим операторы [2, c. 22] 1 2,A A : 

( , ) ( , ), 1,2.k

i j k ijr A r r n     

Имеем 
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Вектор 

1 2 2 2

1
( ( ) ( ) )

2
tr A n tr A n    

есть вектор средней нормали поверхности KL  в 
4E  [2, c. 40], а вектор  

*

2 2

1
( )

2
tr A n   есть вектор средней нормали поверхности KL  в 

3S (3, 

c.11). Так как  2( ) 0tr A  , то поверхность KL  в 
3S  минимальная. 

Минимальная  в 
3S  поверхность KL  относится к классу поверхно-

стей Лаусона [4]: 

( , ) (cos( )cos( ),sin( )cos( ),cos( )sin( ),

sin( )sin( )), 0.

x y x y x y x y

x y
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