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Понятие вектора может быть успешно применено не только в гео-

метрии, но и при изучении некоторых вопросов элементарной матема-

тики, например, при решении систем уравнений (не только алгебраи-

ческих), доказательстве неравенств, решении тригонометрических, 

иррациональных неравенств и уравнений, а также при нахождении 

крайних значений функций. При этом, как будет видно ниже, решения 

получаются моментально, оригинально и красиво по сравнению со 

стандартными, традиционными способами.  

Для достижения этой цели нам достаточно вспомнить со 

школьного курса понятия скалярного произведения для 

конечномерного пространства евклида, неравенство треугольника и 

коллинеарность векторов. 

Теперь перейдем к решению нескольких примеров в 

действительной области с применением векторов. 

Пример 1. Найти все решения уравнения 

 √       √        √       √       

Решение. Введем два трехмерных вектора: 

 ⃗  (     )  ⃗⃗  (√    √       √     ). Тогда левая часть 
данного уравнения будет являться скалярным произведением этих век-

торов  ⃗ и  ⃗⃗. 

Найдем длины этих векторов: 

  ⃗  √          , 

| ⃗⃗|  √(   )  (     )  (     )  √      . 

Поэтому, исходное уравнение можно переписать в виде                 

 ⃗   ⃗⃗    ⃗  | ⃗⃗|  

Так как оба вектора  ⃗ и  ⃗⃗ – ненулевые, отсюда делаем вывод, что 

угол между векторами равен нулю, поэтому векторы коллинеарные, 

равносильно тому, что   число      что  ⃗⃗     ⃗, в координатной 

записи  √       √         √        .  
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Единственным решением этой системы является пара (   )  

(  √ )         .  

Примечание: Если воспользоваться классическим неравенством 

Коши-Буняковского, то сразу придем к последней системе.  

Ответ:    . 

Пример 2. Решить систему уравнений 

,
        

 √     √     √     
                          (1) 

Решение: Из системы уравнений имеем    . Введем два двумер-
ных вектора 

 ⃗  (   )  ⃗⃗  (√    √   ), тогда   ⃗  √      ,           

| ⃗⃗|  √     . Теперь найдем скалярное произведение векторов  ⃗ и 

 ⃗⃗, тогда,  ⃗   ⃗⃗   √     √   . 

Так как   ⃗  | ⃗⃗|   √     , то из второго уравнения системы 

(1) следует, что  ⃗   ⃗⃗    ⃗  | ⃗⃗|, значит вектора  ⃗ и  ⃗⃗ являются колли-

неарными, следовательно, соответствующие координаты пропорцио-

нальны:   
 

√   
 

 

√   
   =>   √     √   .  

Введем вспомогательную функцию  ( )    √   . Тогда полу-
чим функциональное уравнение  ( )   ( ). Так как             ( )  

√    
 

 √   
   при     => функция  ( ) является возрастаю-

щей, то из   ( )   ( ) =>    . (Монотонная функция каждое свое 

значение принимает только один раз). В таком случае первое уравне-

ние системы (1) дает       =>     √ , так как      =>       

√  

Ответ:  (√  √ )  
Пример 3. Решить уравнение 

    √            √        √  

Решение: На плоскости      рассмотрим векторы  ⃗  (         )  

и  ⃗⃗  (√         √       ), тогда  

 ⃗   ⃗⃗      √            √        √ ; 

  ⃗  √                | ⃗⃗|  √                √ . 

Поэтому исходное уравнение можно записать в виде   ⃗  | ⃗⃗|   ⃗   ⃗⃗   

=> векторы коллинеарные, значит соответствующие координаты про-

порциональны, т.е.   
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√       
 

    

√       
  =>                           =>       =0  

=>     
 

 
   ,  =>    

 

 
  

 

 
,     .  

Из условия системы следует, что        и         =>                   

  
 

 
          

Ответ: 
 

 
          

Пример 4. Найдите наименьшее значение функции 

 ( )  √           √           

Решение: Запишем функцию  ( ) следующим образом: 

 ( )  √(    )     √(    )     

Введем векторы  ⃗  (      )  ⃗⃗  (      ) тогда 

  ⃗  √           | ⃗⃗|  √           

 ⃗   ⃗⃗  (     ) | ⃗   ⃗⃗|   √  , итак,  ( )   √  , поэтому 

наименьшее значение  ( ) есть  √  . Знак равенства достигается то-

гда и только тогда, если векторы  ⃗ и  ⃗⃗ сонаправлены, т.е.  
    

    
 

 

 
                                     

  

  
 . 

Поэтому,         ( )   .
  

  
/   √  . 

Ответ:  √  . 
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