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Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ èç êîìáèíàòîðèêè

Ïðàâèëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ

Îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðèêè � ïåðåñ÷¼ò ýëåìåíòîâ
â êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ. Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ
èç êîìáèíàòîðèêè.

Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ. Òî-
ãäà ãîâîðÿò, ÷òî îáúåêò x èç ìíîæåñòâà X ìîæåò áûòü âûáðàí n
ñïîñîáàìè è ïèøóò |X| = n. Åñëè X1, ..., Xk � ïîïàðíî íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ ìíîæåñòâà (Xi ∩ Xj = ∅ ïðè i 6= j), òîâåðíî ðàâåíñòâî,
íàçûâàåìîå ïðàâèëîì ñóììû :

∣∣∣ k⋃
i=1

Xi

∣∣∣ = k∑
i=1

|Xi|.

Ïðè k = 2 ïðàâèëî ñóììû ìîæíî çàïèñàòü òàê: |X ∪ Y | =
|X| + |Y |. Ýòî ïðàâèëî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè îáúåêò x èç ìíîæåñòâà
X ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè, îáúåêò y èç ìíîæåñòâà Y ìîæíî
âûáðàòü m ñïîñîáàìè (ò.å. |X| = n, |Y | = m), òî âûáðàòü ýëåìåíò èç
îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ X è Y (ò.å. îñóùåñòâèòü
âûáîð ¾ëèáî x èç ìíîæåñòâà X, ëèáî y èç ìíîæåñòâà Y ¿) ìîæíî
n+m ñïîñîáàìè.

Äðóãèì ÷àñòî ïðèìåíÿåìûì ïðàâèëîì ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëî ïðî-
èçâåäåíèÿ : åñëè îáúåêò x ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè, à ïîñëå
êàæäîãî òàêîãî âûáîðà îáúåêò y ìîæíî âûáðàòü m ñïîñîáàìè, òî
âûáîð óïîðÿäî÷åííîé ïàðû (x, y) ìîæíî îñóùåñòâèòü n ·m ñïîñî-
áàìè.

Ýòî ïðàâèëî âûòåêàåò èç ïðàâèëà ñóììû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
îáúåêò x âûáèðàåòñÿ èõ ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ {a1, ..., an}, òî îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Xi ìíîæåñòâî ïàð âèäà (ai, y). Â êàæäîì Xi ñîäåðæèòñÿ
m ýëåìåíòîâ, è ðàçëè÷íûå Xi íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ìíîæåñòâî âñåõ ïàð

åñòü
k⋃

i=1

Xi. Òîãäà ïî ïðàâèëó ñóììû èìååì:

∣∣∣ n⋃
i=1

Xi

∣∣∣ = n∑
i=1

|Xi| = n ·m.

Ìû ñôîðìóëèðîâàëè è äîêàçàëè ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ äâóõ
îáúåêòîâ. Â îáùåì ñëó÷àå ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ
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ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè îáúåêò x1 ìîæåò áûòü âûáðàí n1 ñïî-
ñîáàìè, à âñëåä çà íèì îáúåêò x2 ìîæåò áûòü âûáðàí n2 ñïîñî-
áàìè, à ïîñëå ýòîãî îáúåêò x3 ìîæåò áûòü âûáðàí n3 ñïîñîáàìè
è ò.ä., òî âûáîð óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç k îáúåêòîâ
ìîæåò áûòü îñóùåñòâë¼í n1n2n3...nk ñïîñîáàìè. Ýòî ïðàâèëî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû
îáúåêòîâ è äîêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè.

Óïðàæíåíèå 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, êî-
òîðûå îêàí÷èâàþòñÿ öèôðàìè 3 èëè 4?

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàéä¼ì êîëè÷åñòâî ÷èñåë, îêàí÷èâàþùèõñÿ
íà 3. Ðàññìîòðèì, êàê óñòðîåíî ïðîèçâîëüíîå òàêîå ÷èñëî. Â í¼ì íà
ïåðâîé ïîçèöèè (â ðàçðÿäå òûñÿ÷) ìîæåò íàõîäèòüñÿ ëþáàÿ öèôðà
èç ìíîæåñòâà {1, ..., 9}. Òàêèì îáðàçîì, âûáîð öèôðû íà ïåðâóþ
ïîçèöèþ ìîæíî îñóùåñòâèòü 9-þ ñïîñîáàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âûáðàëè ýòó öèôðó. Íåçàâèñèìî îò òîãî,
êàêàÿ ýòî öèôðà, âûáîð âòîðîé öèôðû ÷èñëà (äëÿ ðàçðÿäà ñîòåí)
ìîæíî ñäåëàòü 10-þ ñïîñîáàìè, âçÿâ ïðîèçâîëüíóþ öèôðó èç ìíî-
æåñòâà {0, 1, ..., 9}. Ñîãëàñíî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ âûáðàòü ïåðâûå
äâå öèôðû â çàïèñè ÷èñëà ìîæíî 9 · 10 = 90 ñïîñîáàìè.

Ïóñòü ïåðâûå äâå öèôðû â çàïèñè ÷èñëà âûáðàíû. Íåâàæíî,
êàêèå ýòî öèôðû. Âûáîð òðåòüåé öèôðû ÷èñëà (äëÿ ðàçðÿäà äåñÿò-
êîâ) ñíîâà ìîæíî ñäåëàòü 10-þ ñïîñîáàìè, âçÿâ ïðîèçâîëüíóþ öèô-
ðó èç ìíîæåñòâà {0, 1, ..., 9}. Èòàê, ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ îñóùå-
ñòâèòü âûáîð ïåðâûõ òð¼õ öèôð â çàïèñè ÷èñëà ìîæíî 9·10·10 = 900
ñïîñîáàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü ðîâíî 900 ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë,
îêàí÷èâàþùèõñÿ íà 3.

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî åñòü ðîâíî 900
÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, îêàí÷èâàþùèõñÿ íà 4. Ïî ïðàâèëó ñóììû
êîëè÷åñòâî ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, îêàí÷èâàþùèõñÿ íà 3 èëè 4, íà-
õîäèòñÿ ñëîæåíèåì êîëè÷åñòâà ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, îêàí÷èâàþ-
ùèõñÿ íà 3, ñ êîëè÷åñòâîì ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, îêàí÷èâàþùèõñÿ
íà 4, ò.å. ðàâíî 900 + 900 = 1800.

Ðàçìåùåíèÿ è ñî÷åòàíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèå êîìáèíàòîðíûå ñõåìû, ïðèìåíÿåìûå
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êîìáèíàòîðèêè.

Îïðåäåëåíèå 1. Íàáîð ýëåìåíòîâ xi1 , xi2 , ..., xir èç ìíîæåñòâà
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ýëåìåíòîâ X = {x1, x2, ..., xn} íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé îáú¼ìà r
èëè (n, r)-âûáîðêîé èëè âûáîðêîé èç n ýëåìåíòîâ ïî r.

Îïðåäåëåíèå 2. Âûáîðêà íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé, åñëè ïî-
ðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ â íåé çàäàí.

Äâå óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè, ðàçëè÷àþùèåñÿ ëèøü ïîðÿäêîì
ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ, ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè.

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ â âûáîðêå íå
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, òî òàêàÿ âûáîðêà íàçûâàåòñÿ íåóïî-
ðÿäî÷åííîé.

Â âûáîðêàõ ìîãóò äîïóñêàòüñÿ èëè íå äîïóñêàòüñÿ ïîâòîðåíèÿ
ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå 4. Óïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà, ýëåìåíòû â êîòîðîé
ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, íàçûâàåòñÿ ðàçìåùåíèåì ñ ïîâòîðåíè-
ÿìè.

Îïðåäåëåíèå 5. Åñëè ýëåìåíòû óïîðÿäî÷åííîé âûáîðêè ïîïàðíî
ðàçëè÷íû, òî îíà íàçûâàåòñÿ ðàçìåùåíèåì áåç ïîâòîðåíèé
èëè ïðîñòî ðàçìåùåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 6. (n, n)-ðàçìåùåíèå íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé.

Îïðåäåëåíèå 7. Íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà, ýëåìåíòû â êîòîðîé
ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ, íàçûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì ñ ïîâòîðåíèÿ-
ìè.

Îïðåäåëåíèå 8. Åñëè ýëåìåíòû íåóïîðÿäî÷åííîé âûáîðêè ïîïàð-
íî ðàçëè÷íû, òî îíà íàçûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì áåç ïîâòîðåíèé
èëè ïðîñòî ñî÷åòàíèåì.

Ïðèìåð. Ïóñòü X = {a, b, c|}. Òîãäà:
1) (a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b, c), (c, a), (c, b), (c, c) � âñå óïî-

ðÿäî÷åííûå âûáîðêè îáú¼ìà 2 èç ìíîæåñòâà X, ïðåäñòàâëÿþùèå
ìíîæåñòâî òàê íàçûâàåìûõ (3, 2)-ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè.

2) (a, b), (a, c), (b, a), (b, c), (c, a), (c, b) � âñå óïîðÿäî÷åííûå âû-
áîðêè îáú¼ìà 2 èç ìíîæåñòâà X, ïðåäñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâî òàê
íàçûâàåìûõ (3, 2)-ðàçìåùåíèé (áåç ïîâòîðåíèé).

3) {a, a}, {a, b}, {a, c}, {b, b}, {b, c}, {c, c} � âñå íåóïîðÿäî÷åííûå
âûáîðêè îáú¼ìà 2 èç ìíîæåñòâà X, ïðåäñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâî òàê
íàçûâàåìûõ (3, 2)-ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè.
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4) {a, b}, {a, c}, {b, c} � âñå íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè îáú¼ìà
2 èç ìíîæåñòâà X, ïðåäñòàâëÿþùèå ìíîæåñòâî òàê íàçûâàåìûõ
(3, 2)-ñî÷åòàíèé (áåç ïîâòîðåíèé).

Óïðàæíåíèå 2. Äëÿ ìíîæåñòâà X = {a, b, c} âûïèñàòü âñå
1) (3, 3)-âûáîðêè, ÿâëÿþùèåñÿ ðàçìåùåíèÿìè ñ ïîâòîðåíèÿìè;
2) (3, 3)-âûáîðêè, ÿâëÿþùèåñÿ ðàçìåùåíèÿìè (áåç ïîâòîðåíèé);
3) (3, 3)-âûáîðêè, ÿâëÿþùèåñÿ ñî÷åòàíèÿìè ñ ïîâòîðåíèÿìè;
4) (3, 3)-âûáîðêè, ÿâëÿþùèåñÿ ñî÷åòàíèÿìè (áåç ïîâòîðåíèé).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
A

r

n � ÷èñëî âñåõ (n, r)-ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè.
Ar

n � ÷èñëî âñåõ (n, r)-ðàçìåùåíèé (áåç ïîâòîðåíèèé); Pn � ÷èñ-
ëî âñåõ ïîäñòàíîâîê íà n ýëåìåíòàõ.

C
r

n � ÷èñëî âñåõ (n, r)-ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè.
Cr

n � ÷èñëî âñåõ (n, r)-ñî÷åòàíèé (áåç ïîâòîðåíèèé).

Óòâåðæäåíèå 1. A
r

n = nr.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîëüíîå (n, r)-ðàçìåùåíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óïîðÿäî÷åííûé íàáîð (xi1 , ..., xir ) ýëåìåíòîâ èç
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X = {x1, x2, ..., xn}. Ïåðâûé ÷ëåí ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (xi1 , ..., xir ) ìîæåò áûòü âûáðàí n ñïîñîáàìè � ýòî ìî-
æåò áûòü ñîâåðøåííî ëþáîé èç ýëåìåíòîâ x1, x2, ..., xn. Òàê êàê ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ðàçìåùåíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè, òî, íåçàâèñèìî îò òîãî,
êàêîé ýëåìåíò xi1 èç ìíîæåñòâà X âûáðàí íà ïåðâîå ìåñòî, âñ¼
ðàâíî îñòà¼òñÿ n ñïîñîáîâ âûáðàòü ýëåìåíò xi2 íà âòîðîå ìåñòî
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xi1 , xi2 , ..., xir ). Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðàâèëó
ïðîèçâåäåíèÿ, êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ çàïîëíèòü ïåðâûå äâà ìåñòà â
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíî n ·n = n2. Ïîñêîëüêó êàæäûé ÷ëåí
ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü âûáðàí n ñïîñîáàìè, òî ïî
îáîáù¼ííîìó ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ, ÷èñëî ñïîñîáîâ çàïîëíèòü âñå
r ìåñò â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xi1 , ..., xir ) ðàâíî n

r.

Óïðàæíåíèå 3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, íà÷è-
íàþùèõñÿ ñ 5?

Ðåøåíèå. Êàæäîå èç ÷èñåë, î êîòîðûõ èä¼ò ðå÷ü â äàííîé çàäà÷å,
ïðåäñòàâëÿåò óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òð¼õ öèôð, â êî-
òîðîé íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò 5, à äâà äðóãèõ ìåñòà ìîãóò áûòü çàíÿ-
òû ïðîèçâîëüíûìè öèôðàìè èç ìíîæåñòâà öèôð {0, 1, ..., 9}. Òàêèì
îáðàçîì, ðå÷ü èä¼ò î êîëè÷åñòâå 2-ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç
äåñÿòè ýëåìåíòîâ. Èõ ÷èñëî ðàâíî A

2

10 = 102 = 100.
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Óïðàæíåíèå 4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü 8 ðàç-
ëè÷íûõ êóïþð ïî òð¼ì êîøåëüêàì?

Ðåøåíèå. Ïóñòü A,B,C � óñëîâíîå îáîçíà÷åíèå êîøåëüêîâ. Ðàñ-
ïðåäåëåíèå êóïþð ïî êîøåëüêàì ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
óïîðÿäî÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû 8 ýëåìåíòîâ èç ìíîæå-
ñòâà {A,B,C}.

Òàê, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (A,A,B,A,B,B,B,C) ïðåä-
ñòàâëÿåò ðàñïðåäåëåíèå êóïþð, ïðè êîòîðîì ïåðâàÿ, âòîðàÿ è ÷åò-
â¼ðòàÿ êóïþðû ïîïàëè â êîøåë¼ê A, âîñüìàÿ êóïþðà ïîïàëà â êî-
øåë¼ê C, à îñòàëüíûå � â êîøåë¼ê B.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñïîñîáîâ ðàñïðåäåëåíèÿ âîñüìè êóïþð ïî òð¼ì
êîøåëüêàì ñòîëüêî, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé äëèíû 8 èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {A,B,C}. Ýòî ÷èñëî åñòü
A

8

3 = 38 = 6561 � ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè
èç òð¼õ ýëåìåíòîâ ïî âîñåìü.

Óòâåðæäåíèå 2. Ar
n = n(n−1)(n−2)...(n− (r−1)) =

n!

(n− r)!
ïðè

n ≥ r, è Ar
n = 0 ïðè n < r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ðàçìåùåíèå áåç ïîâòîðåíèé èç n
ýëåìåíòîâ ïî r íåâîçìîæíî, åñëè n < r. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
n ≥ r. Êàæäîå (n, r)-ðàçìåùåíèå áåç ïîâòîðåíèé ÿâëÿåòñÿ óïîðÿ-
äî÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ(xi1 , ..., xir ) äëèíû r, ÷ëåíû êîòîðîé
ïîïàðíî ðàçëè÷íû è âûáèðàþòñÿ èç ìíîæåñòâà ñX = {x1, x2, ..., xn}
ñ n ýëåìåíòàìè. Òîãäà ïåðâûé ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò
áûòü âûáðàí n ñïîñîáàìè. Ïîñëå êàæäîãî âûáîðà ïåðâîãî ÷ëåíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âòîðîé ÷ëåí ìîæåò áûòü âûáðàí n − 1 ñïîñî-
áàìè, òðåòèé � n − 2 ñïîñîáàìè è ò.ä. Íàêîíåö, r-ûé ÷ëåí ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü âûáðàí n − (r − 1) = n − r + 1 ñïîñî-
áàìè. Ïî îáîáù¼ííîìó ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷àåì ôîðìóëó:

Ar
n = n(n− 1)(n− 2)...(n− (r − 1)) =

n!

(n− r)!
.

Ñëåäñòâèå 1. Pn = An
n = n(n − 1)(n − 2)...(n − (n − 1)) = n(n −

1)(n− 2)...1 = n!

Óïðàæíåíèå 5. Îïðåäåëèòü, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âû-
áðàòü àêòèâ (ñòàðîñòó, ïðîôîðãà è êóëüòîðãà) â ãðóïïå èç 30
÷åëîâåê, åñëè íè îäèí ÷åëîâåê íå ìîæåò áûòü âûáðàí ñðàçó íà äâå
äîëæíîñòè?
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Ðåøåíèå. Ðåçóëüòàò âûáîðà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå óïîðÿäî-
÷åííîé òðîéêè ôàìèëèé ñòóäåíòîâ ãðóïïû, â êîòîðîé ôàìèëèè íå
ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ. Íàïðèìåð, òðîéêà (Èâàíîâ, Ïåòðîâ, Ñèäîðîâ)
îïèñûâàåò ñèòóàöèþ, ïðè êîòîðîé ñòàðîñòîé âûáðàí Èâàíîâ, ïðîô-
îðãîì � Ïåòðîâ, à êóëüòîðãîì � Ñèäîðîâ. Çíà÷èò êîëè÷åñòâî ðàç-
ëè÷íûõ âàðèàíòîâ âûáîðà àêòèâà ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ðàçìå-
ùåíèé áåç ïîâòîðåíèé èç 30 ýëåìåíòîâ ïî 3, ò.å. ðàâíî

A3
30 = 30 · 29 · 28 =

30!

(27)!
= 24360.

Óïðàæíåíèå 6. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ïîëó÷èòü, ïå-
ðåñòàâëÿÿ öèôðû â ÷èñëå 43521?

Ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë ðàâíî ÷èñëó ïåðåñòàíîâîê íà
ìíîæåñòâå èç ïÿòè ýëåìåíòîâ, ò.å. ðàâíî P5 = 5! = 120.

Óòâåðæäåíèå 3. Cr
n =

n!

(n− r)!r!
ïðè n ≥ r, è Cr

n = 0 ïðè n < r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ñî÷åòàíèå áåç ïîâòîðåíèé èç n ýëå-
ìåíòîâ ïî r íåâîçìîæíî, åñëè n < r. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
n ≥ r. Êàæäîå (n, r)-ñî÷åòàíèå ìîæíî óïîðÿäî÷èòü r! ñïîñîáàìè.
Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî (n, r)-ñî÷åòàíèé â r! ðàç ìåíüøå êîëè÷åñòâà
(n, r)-ðàçìåùåíèé. Òàêèì îáðàçîì,

Cr
n =

Ar
n

r!
=

n!

(n− r)!r!
.

Óïðàæíåíèå 7. Èç êîëîäû, ñîñòîÿùåé èç 52 êàðò, âûáðàëè 10
êàðò. Îïðåäåëèòü, â ñêîëüêèõ ñëó÷àÿõ ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ ïèêî-
âàÿ äàìà?

Ðåøåíèå. ×òîáû ïîëó÷èòü íàáîð èç 10 êàðò, ñîäåðæàùèé ïèêîâóþ
äàìó, íóæíî âûáðàòü 9 êàðò èç 51 êàðòû. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü C9

51 =
51!

42!9!
= 3042312350 ñïîñîáàìè.

Óïðàæíåíèå 8. Â çîîìàãàçèíå ïðîäàþòñÿ 4 õîìÿêà è 5 êðîëèêîâ.
Ïåòÿ õî÷åò ïðèîáðåñòè òð¼õ õîìÿêîâ è äâóõ êðîëèêîâ. Ñêîëüêè-
ìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò ýòî ñäåëàòü?
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Ðåøåíèå.Îñóùåñòâèòü âûáîð òð¼õ õîìÿêîâ Ïåòÿ ìîæåò C3
4 =

4!

1!3!
=

4 ñïîñîáàìè, à âûáîð äâóõ êðîëèêîâ � C2
5 =

5!

3!2!
= 10 ñïîñîáàìè.

×òîáû ñîâåðøèòü ïîêóïêó, Ïåòå íóæíî âûáðàòü òð¼õ õîìÿêîâ, à çà-
òåì äâóõ êðîëèêîâ. Ïåðâûé âûáîð îí ìîæåò ñäåëàòü 4 ñïîñîáàìè, à
âòîðîé 10 ñïîñîáàìè. Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èç äâóõ âûáîðîâ îí ìîæåò ñîâåðøèòü 4 · 10 = 40 ñïîñîáàìè.

Óòâåðæäåíèå 4. C
r

n = Cr
r+n−1 = Cn−1

r+n−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå (n, r)-ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç r íóëåé (îáúåêòîâ) è
(n−1)-îé åäèíèöû, êîòîðûå îòäåëÿþò îáúåêòû îäíîãî âèäà îò äðó-
ãîãî.

Íàïðèìåð, ïðè n = 4 (4, 12)-ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè èç ýëå-
ìåíòîâ ìíîæåñòâà X = {x1, x2, x3, x4} âèäà

{x1, x1, x1, x1, x2, x3, x3, x3, x3, x4, x4, x4}

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 000010100001000, à ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü 110100000000000 ïðåäñòàâëÿåò (4, 12)-ñî÷åòàíèå ñ
ïîâòîðåíèÿìè âèäà

{x3, x4, x4, x4, x4, x4, x4, x4, x4, x4, x4, x4}.

Óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó (n, r)-ñî÷åòàíèÿìè ñ ïîâòîðåíè-
ÿìè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè, ñîñòîÿùèìè èç n − 1 åäèíèöû è r
íóëåé, ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Êîëè÷åñòâî æå òàêèõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ âûáðàòü íîìåðà ìåñò äëÿ
r íóëåé (÷òî àâòîìàòè÷åñêè ïðèâîäèò ê âûáîðó ìåñò äëÿ n− 1 åäè-
íèöû)â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ò.å. ðàâíî Cr

r+n−1 = Cn−1
r+n−1.

Óïðàæíåíèå 9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî êóïèòü â êîíäè-
òåðñêîì ìàãàçèíå 20 ïèðîæíûõ, åñëè â ìàãàçèíå ïðîäàþòñÿ ïè-
ðîæíûå ÷åòûð¼õ âèäîâ: øó, êîðçèíî÷êè, òðóáî÷êè è áèñêâèòíûå?

Ðåøåíèå. Íàáîð êóïëåííûõ ïèðîæíûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé (4, 20)-
ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè, êîòîðîå, êàê ìû âèäåëè âûøå, ëåãêî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç 20 íóëåé (ïèðîæíûõ)
è 3 åäèíèö, îòäåëÿþùèõ îäèí âèä ïèðîæíûõ îò äðóãîãî.

Òàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 11100000000000000000000 ïðåäñòàâëÿåò
íàáîð, ñîñòîÿùèé èç 20 áèñêâèòíûõ ïèðîæíûõ. ×èñëî òàêèõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé ðàâíî C

20

4 = C3
23 = 1771.
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Óïðàæíåíèå 10. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ïî ÷åòûð¼ì ðàçëè÷íûì
óðíàì ìîæíî ðàçëîæèòü 20 îäèíàêîâûõ øàðîâ?

Ðåøåíèå. ×èñëî ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü 20 îäèíàêîâûõ øàðîâ ïî ÷å-
òûð¼ì ðàçëè÷íûì óðíàì ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì öåëî÷èñëåííûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ x1 + x2 + x3 + x4 = 20. Êàæäîå èç ðåøåíèé ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç 20 åäèíèö è òð¼õ íóëåé,
èãðàþùèõ ðîëü ðàçäåëèòåëåé ìåæäó ñëàãàåìûìè. Íàïðèìåð, ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü 11111110111001111111111 ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå
(7, 3, 0, 10) óðàâíåíèÿ x1 + x2 + x3 + x4 = 20 è îäíîâðåìåííî ñïî-
ñîá ðàñïðåäåëåíèÿ 20 øàðîâ ïî óðíàì, ïðè êîòîðîì â ïåðâóþ óðíó
ïîïàäóò 7 øàðîâ, âî âòîðóþ � 3 øàðà, â òðåòüþ � 0 øàðîâ, à â ÷åò-
â¼ðòóþ � 10 øàðîâ. ×èñëî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, î÷åâèäíî,
ðàâíî C

20

4 = C3
23 = 1771.

Ðàçáèåíèÿ

ÏóñòüX � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, |X| = n. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî ðàç-
áèåíèé ìíîæåñòâà X íà k ïîäìíîæåñòâ X1, X2, ..., Xk, k ≥ 1, òàêèõ,
÷òî |Xi| = ni, i = 1, ..., k, è Xi ∩ Xj = ∅ ïðè i 6= j. Îòìåòèì, ÷òî
íåêîòîðûå ìíîæåñòâà Xi ìîãóò áûòü ïóñòûìè, ò.å. ni = 0. Î÷åâèä-

íî, ÷òî
k∑

i=1

ni = n.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîð ïîäìíîæåñòâ X1, X2, ..., Xk ÿâëÿåò-
ñÿ óïîðÿäî÷åííûì. Çàôèêcèðóåì ni è îáîçíà÷èì ÷èñëî óêàçàííûõ
ðàçáèåíèé ÷åðåç Cn1,...,nk

n .

Óòâåðæäåíèå 5. Cn1,...,nk
n =

n!

n1!...nk!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà âûáåðåì n1 ýëåìåíòîâ, êîòîðûå áóäóò
ñîñòàâëÿòü ìíîæåñòâî X1. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü Cn1

n ñïîñîáàìè. Òå-
ïåðü èç îñòàâøèõñÿ n − n1 ýëåìåíòîâ âûáåðåì n2 ýëåìåíòîâ äëÿ
ìíîæåñòâà X2. ßñíî, ÷òî ýòî ìîæíî ñäåëàòü C

n2
n−n1

ñïîñîáàìè. Ïî
ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ âûáðàòü n1 ýëåìåíò äëÿ X1, à çàòåì n2 ýëå-
ìåíòà äëÿ X2 ìîæíî ÷èñëîì ñïîñîáîâ, ðàâíûì

Cn1
n Cn2

n−n1
=

n!

(n− n1)!n1!
(n− n1)!

(n− n1 − n2)!n2!
=

=
n!

(n− n1 − n2)!n1!n2!
.

10



Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X ïî
ìíîæåñòâàì, èç îñòàâøèõñÿ n− n1 − n2 ýëåìåíòîâ âûáåðåì n3 ýëå-
ìåíòà äëÿ ìíîæåñòâà X3. Ýòîò âûáîð ìîæíî ñîâåðøèòü Cn3

n−n1−n2

ñïîñîáàìè. Çíà÷èò êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàñïðåäåëèòü ýëåìåíòû ïî
ïåðâûì òð¼ì ìíîæåñòâàì X1, X2, X3 ðàâíî ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäå-
íèÿ

Cn1
n Cn2

n−n1
Cn3

n−n1−n2
=

=
n!

(n− n1 − n2)!n1!n2!
(n− n1 − n2)!

(n− n1 − n2 − n3)!n3!
=

=
n!

(n− n1 − n2 − n3)!n1!n2!n3!
.

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ, íà (k−2)-îì
øàãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé ìíîæå-
ñòâà X íà k ïîäìíîæåñòâ X1, X2, ..., Xk, k ≥ 1, òàêèõ, ÷òî |Xi| =
ni, i = 1, ..., k, Xi ∩Xj = ∅ ïðè i 6= j :

Cn1,...,nk
n =

n!

(n− n1 − ...− nk−1)n1!n2!...nk−1!
=

n!

n1!n2!...nk!
.

Óòâåðæäåíèå 6. ×èñëî Cn1,...,nk
n =

n!

n1!...nk!
, ãäå ni ≥ 0, è

k∑
i=1

ni =

n, ðàâíî ÷èñëó (k, n)-ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè, â êîòîðûõ ñðåäè
n ðàçìåùàåìûõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ n1 ýëåìåíò 1-ãî òèïà, n2
ýëåìåíòà 2-ãî òèïà, n3 ýëåìåíòà 3-ãî òèïà è ò.ä., nk ýëåìåíòîâ

k-ãî òèïà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷èñëî Cn1,...,nk
n =

n!

n1!...nk!
� ýòî êîëè-

÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ ñëîâ, êîòîðûå ìîæíî ñîñòàâèòü, èìåÿ â
ñâî¼ì àðñåíàëå n1 êàðòî÷êó ñ áóêâîé a1, n2 êàðòî÷êè ñ áóêâîé a2,
n3 êàðòî÷êè ñ áóêâîé a3 è ò.ä., nk êàðòî÷åê ñ áóêâîé ak.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X â îáúåäèíå-
íèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ X1, X2, ..., Xk.

Êàæäûé èç ýëåìåíòîâ x1, x2, ..., xn ìíîæåñòâà X ïîìåòèì êàð-
òî÷êîé ñ èçîáðàæåíèåì a1, åñëè ýëåìåíò ïîïàë â ìíîæåñòâî X1,
êàðòî÷êîé ñ èçîáðàæåíèåì a2, åñëè ýëåìåíò ïîïàë â ìíîæåñòâî X2

è ò.ä., êàðòî÷êîé ñ èçîáðàæåíèåì ak, åñëè ýëåìåíò ïîïàë â ìíîæå-
ñòâî Xk. Ïîëó÷èì ñëîâî èç n áóêâ, ñðåäè êîòîðûõ n1 ðàç âñòðå÷àåò-
ñÿ áóêâà a1, n2 ðàçà âñòðå÷àåòñÿ áóêâà a2, n3 ðàçà â ýòî ñëîâî âõîäèò
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áóêâà a3 è ò.ä., nk ðàç èñïîëüçóåòñÿ áóêâà ak. Íåòðóäíî çàìåòèòü,
÷òî ðàçíûì ðàçáèåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ñëîâà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî êàæäîìó ñëîâó ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçáè-
åíèå ìíîæåñòâà X íà ïîäìíîæåñòâà, êîòîðîìó ýòî ñëîâî ñîîòâåò-
ñòâóåò: xk ïîïàä¼ò â ïîäìíîæåñòâî Xi, åñëè íà k-îì ìåñòå â ñëîâå
ñòîèò áóêâà ai.

Òàêèì îáðàçðì, íàìè ïîëó÷åíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà X íà ïîäìíîæåñòâà è ìíîæå-
ñòâîì (k, n)-ðàçìåùåíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè, â êîòîðûõ ñðåäè n ðàçìå-
ùàåìûõ ýëåìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ n1 ýëåìåíò 1-ãî òèïà, n2 ýëåìåíòà
2-ãî òèïà, n3 ýëåìåíòà 3-ãî òèïà è ò.ä., nk ýëåìåíòîâ k-ãî òèïà, ÷òî
è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Óïðàæíåíèå 11. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïå-
ðåñòàâëÿÿ áóêâû ñëîâà ÏÀÐÀËËÅËÎÃÐÀÌÌ?

Ðåøåíèå. Åñëè áû âñå áóêâû â ñëîâå áûëè ðàçíûå, òî ïîëó÷èëîñü
áû â òî÷íîñòè 14! ðàçëè÷íûõ ñëîâ (ïåðåñòàíîâîê) èç áóêâ äàííîãî
ñëîâà. Íî â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè íåò 14 ðàçëè÷íûõ áóêâ, à åñòü
3 áóêâû À, 1 áóêâà Ã, 1 áóêà Å, 3 áóêâû Ë, 2 áóêâû Ì, 1 áóêâà
Î, 1 áóêâà Ï, 2 áóêâû Ð. Ïðè äàííîì ðàñïîëîæåíèè áóêâ 3! ïå-
ðåñòàíîâîê áóêâ À ìåæäó ñîáîé áóäóò äàâàòü òî æå ñàìîå ñëîâî.
Òî æå ñàìîå ñëîâî áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ïðè 2! ïåðåñòàíîâîê áóêâ Ì
ìåæäó ñîáîé è ò.ä. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîìó ñëîâó èç áóêâ äàí-
íîãî ñëîâà áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü 3!1!1!3!2!1!1!2! ðàçëè÷íûõ ïåðå-
ñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå èç 14 ýëåìåíòîâ, íèêàê íå ìåíÿþùèå ýòî
ñëîâî. Çíà÷èò, ñëîâ áóäåò â 3!1!1!3!2!1!1!1!2! ðàç ìåíüøå, ÷åì ïå-
ðåñòàíîâîê íà ìíîæåñòâå èç 14 ñèìâîëîâ, ò.å. ÷èñëî ñëîâ ðàâíî

14!

3!1!1!3!2!1!1!1!2!
= C3,1,1,3,2,1,1,2

14 = 605404800.

Óïðàæíåíèå 12. Â ñòóäåí÷åñêîé ãðóïïå, ñîñòîÿùåé èç 25 ÷å-
ëîâåê, ïðè âûáîðå ñòàðîñòû çà äàííóþ êàíäèäàòóðó ïðîãîëîñîâà-
ëè 17 ÷åëîâåê, ïðîòèâ � 6 ÷åëîâåê, âîçäåðæàëèñü � 2 ÷åëîâåêà.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãëî îñóùåñòâèòüñÿ ãîëîñîâàíèå ñ òàêèì
èñõîäîì?

Ðåøåíèå. Ïîñòàâèì íàïðîòèâ ôàìèëèè êàæäîãî ñòóäåíòà ãðóïïû
îäíó èç áóêâ Ç (çà), Ï (ïðîòèâ), Â (âîçäåðæàëñÿ). Ïîëó÷èì ñëîâî
èç 25 áóêâ, â çàïèñè êîòîðîãî ó÷àñòâóþò 17 áóêâ Ç, 6 áóêâ Ï, 2

áóêâû Â. Òàêèõ ñëîâ
25!

17!6!2!
= C17!6!2!

25 = 30284100.
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Ìîæíî áûëî ðàññóæäàòü ïî-äðóãîìó. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî
ñòóäåíòîâ â ãðóïïå. X1 � ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ, ïðîãîëîñîâàâøèõ
çà âûäâèíóòóþ êàíäèäàòóðó, X2 � ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ, ïðîãî-
ëîñîâàâøèõ ïðîòèâ, X3 � ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ, âîçäåðæàâøèõñÿ
ïðè ãîëîñîâàíèè. Òîãäà |X| = 25, |X1| = 17, |X2| = 6, |X3| = 2,
X1 ∪ X2 ∪ X3 = X, Xi ∩ Xj = ∅ ïðè i 6= j. Çíà÷èò èñêîìîå ÷èñëî

ðàâíî C17,6,2
25 =

25!

17!6!2!
.

Óïðàæíåíèå 13. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñêðàñèòü âèò-
ðàæíîå îêíî, ñîñòîÿùåå èç 9 ñåêöèé, ÷åòûðüìÿ öâåòàìè òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû â ïåðâûé öâåò áûëè îêðàøåíû 3 ñåêöèè, âî âòîðîé
� 2, â òðåòèé � 3, â ÷åòâ¼ðòûé � 1?

Ðåøåíèå. Êàæäîå ðàñêðàøèâàíèå, ðàññìàòðèâàåìîå êàê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü öâåòîâ, â êîòîðûå îêðàøèâàþòñÿ ïðîíóìåðîâàííûå ñåê-
öèè îêíà, ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé âûáîðêîé ñ ïîâòîðåíèÿìè îáú-
¼ìà 9 èç ìíîæåñòâà X ÷åòûð¼õ öâåòîâ., ò.å. (4, 9)-ðàçìåùåíèåì ñ
ïîâòîðåíèÿìè. Ïðè ýòîì íàñ èíòåðåñóþò ðàçìåùåíèÿ ñ çàäàííîé
êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ: 3 ýëåìåíòà � 1-ûé öâåò, 2 ýëåìåíòà � 2-îé
öâåò, 3 ýëåìåíòà � 3-èé öâåò, 1 ýëåìåíò �- 4-ûé öâåò. Ïî óòâåðæäå-

íèþ 6 ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìîå ÷èñëî ðàâíî C3,2,3,1
9 =

9!

3!2!3!1!
= 5040.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íàáîð ïîäìíîæåñòâ â ðàçáèå-
íèè íå ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííûì. Òàê, íàïðèìåð, ðàçáèåíèÿ ìíîæå-
ñòâà X = {1, 2, 3, 4, 5} âèäà

{1, 3}, {5}, {2, 4},

{1, 5}, {3}, {2, 4},

{2, 3}, {5}, {3, 4}

ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè.

Óòâåðæäåíèå 7. Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî X, ãäå |X| = n, íà íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà, ñðåäè êîòîðûõ m1 ïîäìíîæåñòâ ñ
îäíèì ýëåìåíòîì, m2 ïîäìíîæåñòâ ñ äâóìÿ ýëåìåíòàìè, m3 ïîä-
ìíîæåñòâ ñ òðåìÿ ýëåìåíòàìè, è ò.ä., mn ïîäìíîæåñòâ ñ n
ýëåìåíòàìè. Òàêèì îáðàçîì, 1 ·m1+2 ·m2+3 ·m3+ ...+n ·mn = n.
(Êñòàòè, mn ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 è 1. Åñëè
mn = 1, òî âñå îñòàëüíûå mi = 0.) Òîãäà ÷èñëî íåóïîðÿäî÷åííûõ

ðàçáèåíèé N(m1,m2, ...,mn) =
n!

m1!m2!...mn!(1!)m1(2!)m2 ...(n!)mn
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå óïîðÿäî÷åííîå ðàçáèåíèå
X â îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, ñðåäè êîòîðûõ
m1 ïîäìíîæåñòâ ñ îäíèì ýëåìåíòîì, m2 ïîäìíîæåñòâ ñ äâóìÿ ýëå-
ìåíòàìè, m3 ïîäìíîæåñòâ ñ òðåìÿ ýëåìåíòàìè, è ò.ä., mn ïîäìíî-
æåñòâ ñ n ýëåìåíòàìè. Ïåðåñòàâëÿÿ ìåæäó ñîáîé m1 îäíîýëåìåíò-
íûõ ìíîæåñòâ, ìû ïîëó÷èì m1! ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáè-
åíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäíî è òî æå íåóïîðÿäî÷åííîå ðàç-
áèåíèå. Òî÷íî òàêæå, ïåðåñòàâëÿÿ ìåæäó ñîáîé m2 äâóõýëåìåíò-
íûõ ìíîæåñòâ, ìû ïîëó÷èì m2! ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáè-
åíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé îäíî è òî æå íåóïîðÿäî÷åííîå ðàçáè-
åíèå. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå íåóïîðÿäî÷åííîå ðàçáèåíèå äà¼ò íàì
m1!m2!...mn! ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ. Çíà÷èò,

N(m1,m2, ...,mn) =
C1,...,2,...

n

m1!m2!...mn!
=

=
n!

m1!m2!...mn!(1!)m1(2!)m2 ...(n!)mn
.

Óïðàæíåíèå 14. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç ãðóïïû â 30 ÷åëîâåê
ìîæíî ñôîðìèðîâàòü 3 ïîäãðóïïû ïî 10 ÷åëîâåê?

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è m10 = 3, îñòàëüíûå mi = 0. Òîãäà
èñêîìîå ÷èñëî ðàçáèåíèé íà ïîäãðóïïû áóäåò

N(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 3, 0, ..., 0) =
30!

3!(10!)3
.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ôîðìóëà

Óòâåðæäåíèå 8. Âåðíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà, íàçûâàåìàÿ ïîëè-
íîìèàëüíîé ôîðìóëîé:

(x1 + x2 + ...+ xk)
n =

∑
n1+...+nk=n

Cn1,...,nk
n xn1

1 xn2
2 ...xnk

k .

Ñóììèðîâàíèå â ýòîé ôîðìóëå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ðåøåíèÿì
(n1, n2, ..., nk) óðàâíåíèÿ x1+ ...+xk = n â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñëàõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðåñ÷èòàåì ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïåðåìíî-
æåíèÿ n ñêîáîê (x1+x2+...+xk)(x1+x2+...+xk)...(x1+x2+...+xk)
îäíî÷ëåíû, â êîòîðûõ x1 âñòðå÷àåòñÿ n1 ðàç, x2 âñòðå÷àåòñÿ n2 ðàç,
è ò.ä., xk âñòðå÷àåòñÿ nk ðàç, ò.å. îäíî÷ëåíû âèäà xn1

1 xn2
2 ...xnk

k , ãäå
n1 + n2 + ... + nk = n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç X1 íîìåðà òåõ ñêîáîê, èç
êîòîðûõ â ýòîò îäíî÷ëåí âîéäóò ïåðåìåííûå x1, X2 � íîìåðà òåõ
ñêîáîê, èç êîòîðûõ â ýòîò îäíî÷ëåí âîéäóò ïåðåìåííûå x2, è ò.ä.,Xk

� íîìåðà òåõ ñêîáîê, èç êîòîðûõ â ýòîò îäíî÷ëåí âîéäóò ïåðåìåí-
íûå xk. Âîçíèêëî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâàX = {1, ..., n} â îáúåäèíåíèå
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ X1, ..., Xk. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
óêàçàííîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îäíî÷ëåíàìè è ðàçáèåíèÿìè ÿâëÿ-
åòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Íî òîãäà êîëè÷åñòâî îäíî÷ëåíîâ âèäà
xn1
1 xn2

2 ...xnk

k , ãäå n1+n2+ ...+nk = n, âîçíèêàþùèõ ïðè ïåðåìíîæå-
íèè n ñêîáîê (x1+x2+ ...+xk)(x1+x2+ ...+xk)...(x1+x2+ ...+xk) =

(x1 + x2 + ...+ xk)
n, ðàâíî Cn1,...,nk

n =
n!

n1!n2!...nk!
.

Óïðàæíåíèå 15. Îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíò c â îäíî÷ëåíå cx41x
3
2x3

ìíîãî÷ëåíà ñ ïðèâåä¼ííûìè ïîäîáíûìè ÷ëåíàìè, ïîëó÷àåìîãî èç
âûðàæåíèÿ (3x1 − 2x2 + xk)

8.

Ðåøåíèå.Ïî óòâåðæäåíèþ 8 ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ
ïîëó÷èòñÿ îäíî÷ëåí

C4,3,1
8 (3x1)

4(−2x2)3x3 = −181440x41x32x3.

Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè äîêàçûâàåòñÿ ôîðìóëà, êîòîðàÿ íà-
çûâàåòñÿ ôîðìóëîé âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé .

Óòâåðæäåíèå 9. Ïóñòü X1, X2, ..., Xn � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà.
Òîãäà

|X1 ∪X2 ∪ ...∪Xn| = |X1|+ ..+ |Xn| − |X1 ∩X2| − ...− |Xn−1 ∩Xn|+

+|X1 ∩X2 ∩X3|+ ...+ |Xn−2 ∩Xn−1 ∩Xn| − ...+

+(−1)n−1|X1 ∩X2 ∩ ... ∩Xn|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî n. Ïðè
n = 2 ôîðìóëà èìååò âèä |X1 ∪X2| = |X1| + |X2| − |X1 ∩X2|. Ýòà
ôîðìóëà âåðíà, ò.ê. â |X1| + |X2| êàæäûé ýëåìåíò ó÷ò¼í äâàæäû.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôîðìóëà âåðíà äëÿ ÷èñëà ìíîæåñòâ < n. Äîêà-
æåì, ÷òî ôîðìóëà âåðíà äëÿ n ìíîæåñòâ.

Çàìåòèì äëÿ íà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíî ðà-
âåíñòâî

(X1∪X2∪ ...∪Xn−1)∩Xn = (X1∩Xn)∪(X2∩Xn)∪ ...∪(Xn−1∩Xn).

Òîãäà èìååì:

|X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn−1 ∪Xn| = |(X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn−1) ∪Xn| =

|X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn−1|+ |Xn| − |(X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn−1) ∩Xn| =

= |X1∪X2∪...∪Xn−1|+|Xn|−|X1∩Xn)∪(X2∩Xn)∪...∪(Xn−1∩Xn|.

Ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê ïåðâîìó è ïîñëåäíåìó
ñëàãàåìûì. Ïåðâîå ñëàãàåìîå äàñò âñå ñëàãàåìûå áåç Xn èç ïðàâîé
÷àñòè äîêàçûâàåìîé ôîðìóëû, à ïîñëåäíåå � âñå ñëàãàåìûå ñ Xn

èç ïðàâîé ÷àñòè äîêàçûâàåìîé ôîðìóëû.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü X1, X2, ..., Xn � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Òî-
ãäà

|X \ (X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn)| = |X| − |X1| − ..− |Xn|+

+|X1 ∩X2|+ ...+ |Xn−1 ∩Xn|−

−|X1 ∩X2 ∩X3| − ...− |Xn−2 ∩Xn−1 ∩Xn|+ ...+

+(−1)n|X1 ∩X2 ∩ ... ∩Xn|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

(X \ (X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn)) ∪ (X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn) = X,

(X \ (X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn)) ∩ (X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn) = ∅,

îòêóäà

|X| = |X \ (X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn)|+ |X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn|,

|X \ (X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn)| = |X| − |X1 ∪X2 ∪ ... ∪Xn|.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîé ôîðìóëû îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëó
âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé.
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Ïðèâåä¼ì åù¼ îäíó íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííóþ ôîðìó çàïèñè
ôîðìóëû âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî, ñîñòîÿùåå èç N ýëåìåíòîâ,

X1 � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà X, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì α1, |X1| = N(α1) � êîëè÷å-
ñòâî ýëåìåíòîâ â X, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì α1.

X2 � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà X, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì α2, |X2| = N(α2) � êîëè÷å-
ñòâî ýëåìåíòîâ â X, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì α2.

...
Xn � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà X, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì αn, |Xn| = N(αn) � êîëè÷å-
ñòâî ýëåìåíòîâ â X, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì αn.

Îáîçíà÷èì òàêæå |Xi1 ∩ Xi2 ∩ ... ∩ Xik | = N(αi1 , αi2 , ..., αik) �
êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà X, îáëàäàþùèõ îäíîâðåìåííî
ñâîéñòâàìè αi1 , αi2 , ..., αik .

Êðîìå òîãî, ââåä¼ì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:
|X \ (X1 ∪X2 ∪ ...∪Xn| = N(α′1, α

′
2, ..., α

′
n) � êîëè÷åñòâî òåõ ýëå-

ìåíòîâ èç ìíîæåñòâà X, êîòîðûå íå îáëàäàþò íè îäíèì èç ñâîéñòâ
α1, α2, ..., αn.

Ôîðìóëó, èç ñëåäñòâèÿ 2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

N(α′1, α
′
2, ..., α

′
n) = N −N(α1)− ...−N(αn)+

+N(α1, α2) + ...+N(αn−1, αn)−N(α1, α2, α3)− ...+
+(−1)nN(α1, α2, ..., αn).

Óïðàæíåíèå 16. Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, â
êîòîðûõ ñóììà öèôð ðàâíÿåòñÿ 21.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, x2, x3 ïåðâóþ, âòîðóþ è òðåòüþ öèô-
ðû ÷èñëà ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî îïðåäå-
ëèòü êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû

x1 + x2 + x3 = 21, 1 ≤ x1 ≤ 9, 0 ≤ x2 ≤ 9, 0 ≤ x3 ≤ 9.

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé ñèñòåìû

(∗) x1 + x2 + x3 = 21, x1 ≥ 1, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.

N � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â X. ßñíî, ÷òî N = C2
22 = 231. Ââåä¼ì

ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà:

α1 : ”x1 ≥ 10“, α2 : ”x2 ≥ 10“, α3 : ”x3 ≥ 10“.
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Òîãäà N(α1) = C2
13 = 78, N(α2) = N(α3) = C2

12 = 66, N(α1, α2) =
N(α1, α3) = C2

3 = 3, N(α2, α3) = C2
2 = 1, N(α1, α2, α3) = 0. Òåïåðü

ïî ôîðìóëå èç ñëåäñòâèÿ íàéä¼ì ÷èñëî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé
ñèñòåìû (∗), íå óäîâëåòâîðÿþùèõ íè îäíîìó èç ñâîéñòâ α1, α2, α3 :

N(α′1, α
′
2, α
′
3) = 231− 78− 66− 66 + 3 + 3 + 1− 0 = 28.

Ýòî è åñòü èñêîìîå ÷èñëî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ ñóììà
öèôð ðàâíà 21.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé î áåñïîðÿäêàõ.

Óïðàæíåíèå 17. Ïóñòü èìååòñÿ n ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ, êî-
òîðûå ìû îáîçíà÷èì a1, a2, ..., an, è n ðàçëè÷íûõ ÿ÷ååê b1, b2, ..., bn.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåñòèòü ïðåäìåòû ïî ÿ÷åéêàì
òàê, ÷òîáû íèêàêîé ïðåäìåò ai íå ïîïàë â ÿ÷åéêó bi?

Ðåøåíèå. Ïóñòü X � ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ ðàñïîëîæåíèé
ïðåäìåòîâ ïî ÿ÷åéêàì. Òîãäà N = |X| = n!. Ââåä¼ì ñâîéñòâà αi :
�ai íàõîäèòñÿ â ÿ÷åéêå bi�, i = 1, ..., n. ×èñëî N(αi1 , αi2 , ..., αik) ðàñ-
ïîëîæåíèé, ïðè êîòîðûõ ïðåäìåò aij íàõîäèòñÿ â ÿ÷åéêå bij äëÿ
j = 1, ..., k, ðàâíî (n − k)! Òîãäà ïî ôîðìóëå èç ñëåäñòâèÿ ïîëó÷à-
åì ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà áåñïîðÿäêîâ íà ìíîæåñòâå èç n
ýëåìåíòîâ:

N(α
′

1, α
′

2, ..., α
′

n) = n!− C1
n(n− 1)! + C2

n(n− 2)!− ...+ (−1)nCn
n0! =

= n!(1− 1

1!
+

1

2!
− ...+ (−1)n 1

n!
).
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Âîïðîñû êîëëîêâèóìà

1. Ïðàâèëà ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ, òèïû âûáîðîê (äàòü îïðåäå-
ëåíèå, ïîÿñíèòü íà ïðèìåðå).

2. Äîêàçàòü, ÷òî A
r

n = nr.

3. Äîêàçàòü, ÷òî Ar
n = n(n − 1)(n − 2)...(n − (r − 1)) =

n!

(n− r)!
ïðè n ≥ r, è Ar

n = 0 ïðè n < r.

4. Äîêàçàòü, ÷òî Cr
n =

n!

(n− r)!r!
ïðè n ≥ r, è Cr

n = 0 ïðè n < r.

5. Äîêàçàòü, ÷òî C
r

n = Cr
r+n−1.

6. Äîêàçàòü òåîðåìó î ÷èñëå óïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé ìíîæå-
ñòâà íà k ïîäìíîæåñòâ.

7. Äîêàçàòü òåîðåìó î ÷èñëå ñëîâ, çàïèñàííûõ ñ ïîìîùüþ îïðå-
äåë¼ííîãî íàáîðà áóêâ.

8. Äîêàçàòü òåîðåìó î ÷èñëå íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé ìíî-
æåñòâà íà k ïîäìíîæåñòâ.

9. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ôîðìóëà.

10. Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé.

11. Ñëåäñòâèå èç ôîðìóëû âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé è å¼ îñîáàÿ
ôîðìà çàïèñè.

12. Çàäà÷à î áåñïîðÿäêàõ.
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Âàðèàíòû èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé

Âàðèàíò 1

1. Çàë îñâåùàåòñÿ 10-þ ëàìïî÷êàìè. Êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò ãî-
ðåòü, à ìîæåò íå ãîðåòü. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæåò áûòü
îðãàíèçîâàíî îñâåùåíèå çàëà?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ïåðâàÿ öèôðà êîòî-
ðûõ 7?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî dbaa?

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü 9 ìîíåò ðàçëè÷íîãî
äîñòîèíñòâà ïî òð¼ì êàðìàíàì?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p21p2p
5
3;

(á) 1400.

6. Íà ïîëêå ñòîÿò 6 êíèã. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âçÿòü ñ
ïîëêè íåñêîëüêî êíèã?

7. Âåðøèíû ïðàâèëüíîãî n-óãîëüíèêà çàíóìåðîâàíû. Ñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ çàìêíóòûõ ëîìàíûõ, âåðøèíàìè êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ âñå âåðøèíû n-óãîëüíèêà, ìîæíî ïîñòðîèòü? (Ëîìàíàÿ
ìîæåò áûòü ñàìîïåðåñåêàþùåéñÿ.)

8. Åñòü 1 ãâîçäèêà, 3 ðîçû è 4 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?
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Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Íà ïëîñêîñòè äàíî 10 òî÷åê. Ñêîëüêî èìååòñÿ îòðåçêîâ ñ êîí-
öàìè â ýòèõ òî÷êàõ?

10. Ðîòà ñîñòîèò èç 3 îôèöåðîâ, 6 ñåðæàíòîâ è 60 ðÿäîâûõ. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûäåëèòü èç íèõ îòðÿä, ñîñòîÿùèé èç
îäíîãî îôèöåðà, äâóõ ñåðæàíòîâ è 24 ðÿäîâûõ?

11. Ñêîëüêî ñëîâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç ÷åòûð¼õ áóêâ À è íå áîëåå
÷åì èç òð¼õ áóêâ Á?

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü áóêåò èç 19 öâåòîâ,
åñëè â ïðîäàæå èìåþòñÿ âàñèëüêè, ãâîçäèêè, ðîçû, ðîìàøêè
è õðèçàíòåìû?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: x1, x2 � ÷¼ò-
íûå, x3, x4 � íå÷¼òíûå, èìååò óðàâíåíèå

x1 + x2 + x3 + x4 = 38

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 6, íè íà 10, íè íà 15.

15. Ïåðåïë¼ò÷èê äîëæåí ïåðåïëåñòè 6 ðàçëè÷íûõ êíèã â êðàñíûé,
æ¼ëòûé è çåë¼íûé ïåðåïë¼òû. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò
ýòî ñäåëàòü, åñëè â êàæäûé öâåò äîëæíà áûòü ïåðåïëåòåíà
õîòÿ áû îäíà êíèãà?

Âàðèàíò 2

1. Ñëîâî � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ. Ñêîëü-
êî ìîæíî ñîñòàâèòü ïÿòèáóêâåííûõ ñëîâ ðóññêîãî àëôàâèòà,
ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíó áóêâó Ë?

2. Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë îêàí÷èâàþòñÿ íà 7?
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3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî daac?

4. Â ëèôò äåâÿòèýòàæíîãî äîìà íà 1-îì ýòàæå âîøëè 4 ÷åëî-
âåêà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò âûéòè èç ëèôòà, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ïåðâóþ îñòàíîâêó ëèôò ñäåëàë íà ïÿòîì ýòàæå?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p1p2p43;

(á) 758.

6. ×åëîâåê èìååò 9 äðóçåé è â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äíåé ïðèãëà-
øàåò èõ â ãîñòè òàê, ÷òî êîìïàíèÿ íè ðàçó íå ïîâòîðÿåòñÿ.
Ñêîëüêî äíåé îí ìîæåò òàê äåëàòü?

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü ïî 15 âàãîíàì 15
ïðîâîäíèêîâ, åñëè çà êàæäûì âàãîíîì çàêðåïëÿåòñÿ îäèí ïðî-
âîäíèê?

8. Åñòü 1 ãâîçäèêà, 4 ðîçû è 3 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Íà ïðÿìîé îòìå÷åíî 12 òî÷åê, à íà ïàðàëëåëüíîé åé ïðÿìîé 7
òî÷åê. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ ñ âåðøèíàìè
â ýòèõ òî÷êàõ?
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10. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç 12 äåâóøåê è 10 þíîøåé ìîæíî âû-
áèðàòü êîìàíäó, ñîñòîÿùóþ èç 5 ÷åëîâåê, åñëè â íå¼ äîëæíî
âîéòè íå áîëåå òð¼õ þíîøåé?

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñåëèòü 7 ñòóäåíòîâ â òðè êîì-
íàòû: îäíîìåñòíóþ, äâóõìåñòíóþ è ÷åòûð¼õìåñòíóþ?

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäåëèòü 13 îäèíàêîâûõ ïè-
ðîæíûõ ìåæäó Òàíåé, Âàíåé è Ïåòåé, åñëè Òàíÿ äîëæíà ïî-
ëó÷èòü íå ìåíåå îäíîãî ïèðîæíîãî, Âàíÿ � íå ìåíåå òð¼õ, à
Ïåòÿ � íå áîëåå äâóõ ïèðîæíûõ?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà{
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 45,

x1 + x2 + x3 = 17

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 4, íè íà 6, íè íà 21.

15. Ìàëÿð äîëæåí ïîêðàñèòü 7 ñêàìååê íà äåòñêîé ïëîùàäêå â
áåëûé, ãîëóáîé è ðîçîâûé öâåòà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìî-
æåò ýòî ñäåëàòü, åñëè â êàæäûé öâåò äîëæíà áûòü ïîêðàøåíà
õîòÿ áû îäíà ñêàìåéêà?

Âàðèàíò 3

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè Îëÿ ìîæåò ñîñòàâèòü êîìïëåêò èç áëóç-
êè, þáêè è òóôåëü, åñëè â å¼ ãàðäåðîáå 6 áëóçîê, 4 þáêè è 5
ïàð òóôåëü?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà
5?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî cbbb?
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4. Ñ ïîíåäåëüíèêà ïî ïÿòíèöó äîêòîð äîëæåí ïðèíÿòü 7 ÷åëî-
âåê. Åæåäíåâíî îí ìîæåò ïðèíÿòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ïàöè-
åíòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè äîêòîð ìîæåò ðàñïðåäåëèòü ïà-
öèåíòîâ ïî äíÿì íåäåëè, åñëè ïîðÿäîê ïðè¼ìà ïàöèåíòîâ â
òå÷åíèå äíÿ íå èìååò çíà÷åíèÿ?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p1p2p3;

(á) 10003.

6. Ëåñòíèöà ñîñòîèò èç 7 ñòóïåíåê, íå ñ÷èòàÿ âåðõíåé è íèæíåé
ïëîùàäîê. Ñïóñêàÿñü, ìîæíî ïåðåïðûãèâàòü ÷åðåç íåñêîëü-
êî ñòóïåíåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñïóñòèòüñÿ ïî ýòîé
ëåñòíèöå?

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåòàñîâàòü êîëîäó èç 36 êàðò?

8. Åñòü 3 ãâîçäèêè, 1 ðîçà è 4 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Äëÿ ó÷àñòèÿ â ëîòåðåå "Ñïîðòëîòî"íóæíî óêàçàòü 6 íîìåðîâ
èç èìåþùèõñÿ íà êàðòî÷êå 45 íîìåðîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî çàïîëíèòü êàðòî÷êó "Ñïîðòëîòî"? Êàêîâî ÷èñëî âîç-
ìîæíûõ âàðèàíòîâ çàïîëíåíèÿ êàðòî÷êè, ïðè êîòîðûõ ìîãëî
áûòü óãàäàíî ðîâíî 3 íîìåðà?
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10. Èç òð¼õ ìàòåìàòèêîâ è ñåìè ýêîíîìèñòîâ íóæíî ñîñòàâèòü
êîìèññèþ èç ÷åòûð¼õ ÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
ñîñòàâèòü ýòó êîìèññèþ, åñëè â íå¼ äîëæåí âõîäèòü õîòÿ áû
îäèí ìàòåìàòèê?

11. Íàéòè ÷èñëî ñëîâ â àëôàâèòå èç ïÿòè ñèìâîëîâ, â êîòîðûå
êàæäûé ñèìâîë âõîäèò ðîâíî äâà ðàçà.

12. Íàéòè ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè ([+y + z)10 ïîñëå ïðè-
âåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ.

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà{
x1 + x2 + x3 + x4 = 36,

x1 ≥ 5, x2 ≥ 4, x3 ≥ 3, x4 ≥ 2

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 4, íè íà 6, íè íà 10.

15. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññåëèòü 6 òóðèñòîâ ïî òð¼ì
äîìèêàì òàê, ÷òîáû íè îäèí äîìèê íå îñòàëñÿ ïóñòûì?

Âàðèàíò 4

1. Íà äîñêå íàïèñàíû 7 ñóùåñòâèòåëüíûõ, 5 ãëàãîëîâ è 4 ïðèëà-
ãàòåëüíûõ. Äëÿ ïðåäëîæåíèÿ íóæíî âûáðàòü ïî îäíîìó ñëîâó
êàæäîé èç ïðåäñòàâëåííûõ ÷àñòåé ðå÷è. Ñêîëüêèìè ñïîñîáà-
ìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

2. Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë äåëÿòñÿ íà 4?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî caac?

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåñòèòü 30 ðàçëè÷íûõ êíèã
íà ÷åòûð¼õ ïîëêàõ, åñëè êàæäàÿ ïîëêà ìîæåò âìåñòèòü âñå 30
êíèã, à ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ êíèã íà ïîëêå íå èìååò çíà÷å-
íèÿ?

25



5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p51p2p
2
3;

(á) 3853149.

6. Â ñòîëîâîé ïðåäëîæåíî íà âûáîð 6 áëþä. Êàæäûé äåíü ñòó-
äåíò áåð¼ò íåêîòîðûé íàáîð áëþä, ïðè÷¼ì ýòîò íàáîð äîëæåí
áûòü îòëè÷åí îò âñåõ íàáîðîâ, êîòîðûå îí áðàë â ïðåäûäó-
ùèå äíè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äíåé ñòóäåíò cìîæåò
ïèòàòüñÿ ïî òàêèì ïðàâèëàì?

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåòàñîâàòü êîëîäó èç 52 êàðò?

8. Åñòü 3 ãâîçäèêè, 4 ðîçû è 1 òþëüïàí. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ó Íèíû 8 ðàçíûõ øîêîëàäíûõ êîíôåò, à ó Êîëè 10 ðàçíûõ
êàðàìåëåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò îáìåíÿòüñÿ äðóã
ñ äðóãîì øåñòüþ êîíôåòàìè (6 íà 6)?

10. Â øàõìàòíîì êðóæêå çàíèìàþòñÿ 3 äåâî÷êè è 8 ìàëü÷èêîâ.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî èç íèõ ñîñòàâèòü êîìàíäó èç ÷å-
òûð¼õ ÷åëîâåê, åñëè â íå¼ îáÿçàòåëüíî äîëæíà âõîäèòü õîòÿ
áû îäíà äåâî÷êà?

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü 15 ÷åëîâåê íà òðè êî-
ìàíäû ïî 5 ÷åëîâåê â êàæäîé?
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12. Â ïðîäàæå åñòü ðó÷êè 4-õ âèäîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
êóïèòü 10 ðó÷åê?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà{
x1 + x2 + x3 + x4 = 23,

x1 + x2 + x3 > 3

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 4, íè íà 6, íè íà 14.

15. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññåëèòü 8 ãîñòåé ïî ÷åòûð¼ì
êîìíàòàì òàê, ÷òîáû íè îäíà èç êîìíàò íå îñòàëàñü ïóñòîé?

Âàðèàíò 5

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî êóïèòü êîíâåðò ñ ìàðêîé, åñëè
íà ïî÷òå ïðîäàþòñÿ 7 âèäîâ êîíâåðòîâ è 6 âèäîâ ìàðîê?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà
8?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî bada?

4. Â ïîåçäå 10 âàãîíîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïðåäå-
ëèòü ïî âàãîíàì ïÿòåðûõ ÷åëîâåê?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p1p42p3;

(á) 10100.

6. Ó ÷åëîâåêà 32 çóáà. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî â Ðîññèè íå
íàéä¼òñÿ äâóõ ÷åëîâåê ñ îäèíàêîâûì íàáîðîì çóáîâ?

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåòàñîâàòü êîëîäó èç 52 êàðò
òàê, ÷òîáû ÷¼ðíûå è êðàñíûå êàðòû ÷åðåäîâàëèñü?
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8. Åñòü 4 ãâîçäèêè, 3 ðîçû è 1 òþëüïàí. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Â êëàññå 30 ÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ó÷èòåëü ìîæåò
íàçíà÷èòü ÷åòûð¼õ äåæóðíûõ ïðè óñëîâèè, ÷òî Ïåòðîâ è Ñè-
äîðîâ íå ìîãóò äåæóðèòü îäíîâðåìåííî?

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ
ó÷àñòâóþò òðè ÷¼òíûõ öèôðû è òðè íå÷¼òíûõ?

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåñòèòü 12 ÷åëîâåê ïî òð¼ì
êîìíàòàì òàê, ÷òîáû â ïåðâûõ äâóõ áûëî ïî ïÿòü ÷åëîâåê, à
â òðåòüåé � 2 ÷åëîâåêà?

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäåëèòü 17 îäèíàêîâûõ ìîíåò
ìåæäó 8 íóìèçìàòàìè, åñëè êàæäîìó äîëæíà äîñòàòüñÿ õîòÿ
áû îäíà ìîíåòà?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà{
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 22,

x1 + x2 + x3 ≤ 3

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 6, íè íà 9, íè íà 15.
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15. Ïÿòåðî äðóçåé ñîáðàëèñü íà ïðàçäíîâàíèå Íîâîãî ãîäà. Êàæ-
äûé ïðèø¼ë ñ ïîäàðêîì. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàç-
äà÷è ïîäàðêîâ, ïðè êîòîðûõ êàæäûé èç äðóçåé ïîëó÷àåò íå
ñâîé ïîäàðîê?

Âàðèàíò 6

1. Â ìàãàçèíå ïðîäàþòñÿ 5 âèäîâ ÷àøåê, 4 âèäà áëþäåö è 7 âèäîâ
÷àéíûõ ëîæåê. Âñå ïðåäìåòû ðàçíûå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî êóïèòü êîìïëåêò èç ÷àøêè, áëþäöà è ëîæêè?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ èñ-
ïîëüçóþòñÿ òîëüêî öèôðû 1 è 2?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî cbbd?

4. Â îòäåëå ðàáîòàåò 9 ñîòðóäíèêîâ. Ïî èòîãàì êàæäîãî ìåñÿ-
öà ðàáîòû ðîâíî îäèí (ëó÷øèé) ñîòðóäíèê ïîëó÷àåò ïðåìèþ.
Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ãîäîâîãî ãðà-
ôèêà âûïëàòû ïðåìèé?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p1p32p
4
3;

(á) 23373511.

6. Ñêîëüêî âñåãî áóêåòîâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç 10 ðàçëè÷íûõ öâå-
òîâ? Ñêîëüêî ñðåäè íèõ áóäåò áóêåòîâ ñ íå÷¼òíûì êîëè÷å-
ñòâîì öâåòîâ?

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåòàñîâàòü êîëîäó èç 36 êàðò
òàê, ÷òîáû ÷¼ðíûå è êðàñíûå êàðòû ÷åðåäîâàëèñü?

8. Åñòü 4 ãâîçäèêè, 1 ðîçà è 3 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;
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(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûïèñàòü â ðÿä öèôðû îò 0 äî
9 òàê, ÷¼òíûå öèôðû øëè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ, à íå÷¼òíûå
� â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ? Íàïðèìåð, 0, 9, 7, 2, 4, 5, 3, 6, 1, 8.

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ
ó÷àñòâóþò äâå ÷¼òíûõ öèôðû è ÷åòûðå íå÷¼òíûõ?

11. Ó áåäíîãî ñòóäåíòà îñòàëîñü ðèñà íà äâå ïîðöèè, ãðå÷êè íà
òðè ïîðöèè è îâñÿíêè íà íà äâå ïîðöèè. Ñêîëüêî ó ñòóäåíòà
ñïîñîáîâ ñúåñòü ýòî íà çàâòðàêè â òå÷åíèå íåäåëè ïî îäíîé
ïîðöèè â äåíü?

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 4 ÷åëîâåêà ìîãóò ðàñïðåäåëèòü ìåæäó
ñîáîé 11 ÿáëîê?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà{
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 38,

x1 + x2 = x3 + x4 + x5

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 9, íè íà 12, íè íà 15.

15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3, ..., n, â êîòîðûõ
ðîâíî äâà ýëåìåíòà ñòîÿò íà ñâîèõ èñõîäíûõ ìåñòàõ?

Âàðèàíò 7

1. Íà âåðøèíó ãîðû âåäóò 9 äîðîã. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
ïîäíÿòüñÿ íà ãîðó è ñïóñòèòüñÿ ñ íå¼?
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2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, âñå öèôðû êîòîðûõ
÷¼òíû?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî abbd?

4. Êàæäàÿ èç òð¼õ ïîñûëîê ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå 10 êíèã.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü 11 ðàçëè÷íûõ êíèã
ïî òð¼ì ïîñûëêàì? (Íåêîòîðûå ïîñûëêè ìîãóò íå ñîäåðæàòü
êíèã.)

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p21p2p3;

(á) 6810.

6. Ó êðîêîäèëà 68 çóáîâ. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè 1617 êðîêîäèëîâ
ìîæíî íå íàéòè äâóõ êðîêîäèëîâ ñ îäèíàêîâûì íàáîðîì çó-
áîâ.

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåòàñîâàòü êîëîäó èç 52 êàðò
òàê, ÷òîáû ÷åòûðå ïîäðÿä èäóùèå êàðòû áûëè âñåõ ÷åòûðåõ
ìàñòåé?

8. Åñòü 1 ãâîçäèêà, 2 ðîçû è 5 òþëüïàíîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.
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9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, çàïèñàííûõ ñ ïî-
ìîùüþ öèôð 4 è 5, â çàïèñè êîòîðûõ ÷èñëî ÷åòâ¼ðîê áîëüøå
÷èñëà ïÿò¼ðîê?

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ïåðâûå òðè öèô-
ðû â çàïèñè êîòîðûõ îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, à ïîñëåäíèå òðè öèôðû îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü?

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçáèòü 2n ÷åëîâåê íà ïàðû?
Èíäóêöèåé ïî n äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ýòèõ ñïîñîáîâ âû-
ðàæàåòñÿ íå÷¼òíûì ÷èñëîì.

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 4 ÷åëîâåêà ìîãóò ðàñïðåäåëèòü ìåæäó
ñîáîé 10 ÿáëîê? 1 àïåëüñèí, 1 êèâè è 1 áàíàí?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà{
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 43,

x1 + x2 + x3 = 15

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 4, íè íà 6, íè íà 14.

15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3, ..., n, â êîòîðûõ
ðîâíî ÷åòûðå ýëåìåíòà ñòîÿò íà ñâîèõ èñõîäíûõ ìåñòàõ?

Âàðèàíò 8

1. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò òðèæäû. Ñðåäè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ðåçóëüòàòîâ åñòü òàêèå, ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí ðàç âñòðå-
÷àåòñÿ øåñò¼ðêà. Ñêîëüêî èõ?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, âñå öèôðû êîòîðûõ
íå÷¼òíû?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî ddab?
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4. Ïîåçäó, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ 15 ïàññàæèðîâ, ïðåäñòîèò ñäå-
ëàòü 10 îñòàíîâîê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò âûéòè ïàññà-
æèðû íà ýòèõ îñòàíîâêàõ?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p31p2p
5
3;

(á) 1211534.

6. ×åëîâåê èìååò 10 äðóçåé è â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äíåé ïðè-
ãëàøàåò èõ â ãîñòè òàê, ÷òî êîìïàíèÿ íè ðàçó íå ïîâòîðÿåòñÿ.
Ñêîëüêî äíåé îí ìîæåò òàê äåëàòü?

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåòàñîâàòü êîëîäó èç 36 êàðò
òàê, ÷òîáû ÷åòûðå ïîäðÿä èäóùèå êàðòû áûëè âñåõ ÷åòûðåõ
ìàñòåé?

8. Åñòü 1 ãâîçäèêà, 5 ðîçû è 2 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ êàæäàÿ
ïîñëåäóþùàÿ öèôðà ìåíüøå ïðåäûäóùåé?

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, ïåðâûå òðè öèôðû
â çàïèñè êîòîðûõ îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
à ïîñëåäíèå òðè öèôðû îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü?
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11. Â ãðóïïå 25 ÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ãðóïïó ìîæíî
ðàçáèòü íà ïîäãðóïïû ñîñòàâîì â 7, 9, è 9 ÷åëîâåê äëÿ ïðî-
õîæäåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîé ïðàêòèêè?

12. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò íåðàâåíñòâî

x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 8

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

13. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 12, íè íà 15, íè íà 20.

14. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3, ..., n, â êîòîðûõ
1 è 2 íå ñòîÿò íà ñâîèõ èñõîäíûõ ìåñòàõ?

Âàðèàíò 9

1. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò òðèæäû. Ñðåäè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ðåçóëüòàòîâ åñòü òàêèå, ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí ðàç âñòðå-
÷àåòñÿ øåñò¼ðêà èëè òðîéêà. Ñêîëüêî èõ?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, âñå öèôðû êîòîðûõ
èìåþò îäèíàêîâóþ ÷¼òíîñòü?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî dcac?

4. Â ëèôò äåâÿòèýòàæíîãî äîìà íà 1-îì ýòàæå âîøëè 3 ÷åëî-
âåêà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò âûéòè èç ëèôòà, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ïåðâóþ îñòàíîâêó ëèôò ñäåëàë íà ÷åòâ¼ðòîì
ýòàæå?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p1p2p83;

(á) 169351.

6. Íà ïîëêå ñòîÿò 7 êíèã. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âçÿòü ñ
ïîëêè íåñêîëüêî êíèã?
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7. Ñêîëüêî èìååòñÿ äåñÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ èìå-
åòñÿ õîòÿ áû äâå îäèíàêîâûå öèôðû?

8. Åñòü 2 ãâîçäèêè, 1 ðîçà è 5 òþëüïàíîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñåìèçíà÷íûõ ÷èñåë, ñóììà öèôð êîòîðûõ
ðàâíà 4?

10. Èìååòñÿ 20 ÷åëîâåê � 10 þíîøåé è 10 äåâóøåê. Ñêîëüêî ñóùå-
ñòâóåò ñïîñîáîâ ñîñòàâèòü èç íèõ êîìïàíèþ, â êîòîðîé áûëî
îäèíàêîâîå ÷èñëî þíîøåé è äåâóøåê?

11. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ÷èñåë ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâëÿÿ öèô-
ðû ÷èñëà 22345626236634?

12. Èìååòñÿ m áåëûõ øàðîâ è n ÷¼ðíûõ, m ≥ n. Ñêîëüêèìè ñïî-
ñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü âñå øàðû â ðÿä òàê, ÷òîáû íèêàêèå
÷¼ðíûå øàðû íå ëåæàëè ðÿäîì? Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: âñå
øàðû îäíîãî öâåòà îäèíàêîâûå è âñå øàðû îäíîãî öâåòà ðàç-
íûå.Ïåðå÷èñëèòü âñå âîçìîæíûå ñïîñîáû âçàèìíîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ ïðè m = 3 è n = 2.

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò íåðàâåíñòâî

x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 7

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;
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(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(â) â ÷èñëàõ 1, 2?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 8, íè íà 12, íè íà 20.

15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3, ..., n, â êîòîðûõ
íè îäèí èç ýëåìåíòîâ 1, 2, 3 íå ñòîèò íà ñâî¼ì ìåñòå?

Âàðèàíò 10

1. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè.

(à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò óïàñòü?

(á) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò óïàñòü òàê, ÷òî íà êàæ-
äîé ãðàíè âûïàäåò ÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå îäèíàêîâî
÷èòàþòñÿ ñëåâà íàïðàâî è ñïðàâà íàëåâî?(Íàïðèìåð, 54345,
60206 è ò.ä.

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî cbba?

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññåëèòü 7 ãîñòåé ïî ÷åòûð¼ì
êîìíàòàì?(Íåêîòîðûå êîìíàòû ïðè ýòîì ìîãóò îñòàòüñÿ ïó-
ñòûìè.)

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p21p2p
7
3;

(á) 2500.

6. Ëåñòíèöà ñîñòîèò èç 6 ñòóïåíåê, íå ñ÷èòàÿ âåðõíåé è íèæíåé
ïëîùàäîê. Ñïóñêàÿñü, ìîæíî ïåðåïðûãèâàòü ÷åðåç íåñêîëü-
êî ñòóïåíåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñïóñòèòüñÿ ïî ýòîé
ëåñòíèöå?

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 7 ÷åëîâåê ìîãóò ðàçìåñòèòüñÿ â î÷åðå-
äè, åñëè À íå äîëæåí íàõîäèòüñÿ ðÿäîì ñ Â?
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8. Åñòü 2 ãâîçäèêè, 5 ðîç è 1 òþëüïàí. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç
íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ
ó÷àñòâóþò òðè ÷¼òíûõ è òðè íå÷¼òíûõ öèôðû?(Âñå öèôðû
ðàçíûå.)

10. Íà øêîëüíîì âå÷åðå ïðèñóòñòâóþò 13 þíîøåé è 10 äåâóøåê.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç íèõ 6 ïàð äëÿ òàíöà?

11. Ñêîëüêî áóêâåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî ïîëó÷èòü, ïå-
ðåñòàâëÿÿ áóêâû â ñëîâå ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÜ?

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåñòèòü 9 êðîâàòåé â ÷åòû-
ð¼õ êîìíàòàõ, åñëè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû â êàæäîé êîìíàòå áûëà
õîòÿ áû îäíà êðîâàòü?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò íåðàâåíñòâî

x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 6

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 6, íè íà 12, íè íà 14.

15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3, ..., n, â êîòî-
ðûõ, ïî êðàéíåé ìåðå, 2 ýëåìåíòà ñòîÿò íà ñâîèõ ìåñòàõ?
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Âàðèàíò 11

1. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìî-
ãóò óïàñòü?Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò óïàñòü òàê, ÷òî
íà êàæäîé ãðàíè âûïàäåò íå÷¼òíîå ÷èñëî î÷êîâ?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñü êîòîðûõ
âõîäèò öèôðà 5?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî dccb?

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæåò ïðîèçîéòè ãîëîñîâàíèå ïî âûáî-
ðó ïðåäñåäàòåëÿ â îáùåñòâå èç 20 ÷ëåíîâ, åñëè êàæäûé ãîëî-
ñóåò çà îäíîãî ÷åëîâåêà (áûòü ìîæåò, è çà ñåáÿ)?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p31p
2
2p

7
3;

(á) 2811.

6. Â ñòîëîâîé ïðåäëîæåíî íà âûáîð 7 áëþä. Êàæäûé äåíü ñòó-
äåíò áåð¼ò íåêîòîðûé íàáîð áëþä, ïðè÷¼ì ýòîò íàáîð äîëæåí
áûòü îòëè÷åí îò âñåõ íàáîðîâ, êîòîðûå îí áðàë â ïðåäûäó-
ùèå äíè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äíåé ñòóäåíò cìîæåò
ïèòàòüñÿ ïî òàêèì ïðàâèëàì?

7. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ (âîçìîæíî áåññìûñëåííûõ) ñëîâ ìîæíî
ñîñòàâèòü èç áóêâ ñëîâà ËÎÇÀ, åñëè áóêâû â ñëîâå íå äîëæíû
ïîâòîðÿòüñÿ?

8. Åñòü 5 ãâîçäèê, 1 ðîçà è 2 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;
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(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü êîìèññèþ èç 3 ÷åëî-
âåê, âûáèðàÿ å¼ ÷ëåíîâ èç 8 ñóïðóæåñêèõ ïàð, íî òàê, ÷òîáû
÷ëåíû îäíîé ñåìüè íå âõîäèëè â êîìèññèþ îäíîâðåìåííî?

10. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç 12 þíîøåé è 14 äåâóøåê ìîæíî âû-
áðàòü èç íèõ 4 ïàðû äëÿ òàíöà?

11. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü 16 ðàçëè÷íûõ øàðîâ
ïî âîñüìè ðàçëè÷íûì ÿùèêàì òàê, ÷òîáû â êàæäîì ÿùèêå
áûëî ïî äâà øàðà?

12. ßùèêè çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò 1 äî 7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáà-
ìè ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ýòèì ÿùèêàì 18 îäèíàêîâûõ øàðîâ?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò íåðàâåíñòâî x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 5

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 8, íè íà 12, íè íà 18.

15. Ïåðåïë¼ò÷èê äîëæåí ïåðåïëåñòè 7 ðàçëè÷íûõ êíèã â êðàñíûé,
æ¼ëòûé è çåë¼íûé ïåðåïë¼òû. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò
ýòî ñäåëàòü, åñëè â êàæäûé öâåò äîëæíà áûòü ïåðåïëåòåíà
õîòÿ áû îäíà êíèãà?

Âàðèàíò 12

1. Áðîñàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìî-
ãóò óïàñòü?Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò óïàñòü òàê, ÷òî
íà êàæäîé ãðàíè âûïàäåò ÷èñëî î÷êîâ îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà
4 è ñîñòîÿò èç öèôð 5, 2, 3, 4?
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3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî dbab?

4. Â îòäåëå ðàáîòàåò 10 ñîòðóäíèêîâ. Ïî èòîãàì êàæäîãî ìåñÿ-
öà ðàáîòû ðîâíî îäèí (ëó÷øèé) ñîòðóäíèê ïîëó÷àåò ïðåìèþ.
Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ãîäîâîãî ãðà-
ôèêà âûïëàòû ïðåìèé?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p21p2p
4
3;

(á) 99910.

6. Ó ÷åëîâåêà 32 çóáà. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî â íàøåì
ãîðîäå íå íàéä¼òñÿ äâóõ ÷åëîâåê ñ îäèíàêîâûì íàáîðîì çóáîâ?

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 11 ÷åëîâåê ìîãóò âûñòðîèòüñÿ â î÷å-
ðåäü, åñëè Èâàíîâ, Ïåòðîâ è Ñèäîðîâ õîòÿò ñòîÿòü ïîäðÿä (â
ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå)?

8. Åñòü 5 ãâîçäèê, 2 ðîçû è 1 òþëüïàí. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç
íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäåëèòü êîëîäó èç 36 êàðò ïî-
ïîëàì òàê, ÷òîáû â êàæäîé ïîëîâèíå áûëî ïî 2 òóçà?
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10. Ó Âàíè 10 ìàðîê, à ó Ïåòè 12 ìàðîê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
îíè ìîãóò îáìåíÿòüñÿ äðóã ñ äðóãîì ÷åòûðüìÿ ìàðêàìè (4 íà
4)?

11. Åñòü 11 öâåòêîâ ðàçíîãî öâåòà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæ-
íî ðàçäàòü èõ òð¼ì äåâî÷êàì òàê, ÷òîáû îäíîé äîñòàëîñü 5
öâåòêîâ, à äðóãèì ïî 3 öâåòêà?

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäåëèòü 90 îäèíàêîâûõ àêöèé
ìåæäó 6-þ ëþäüìè òàê, ÷òîáû êàæäîìó äîñòàëàñü õîòÿ áû
îäíà àêöèÿ?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå

x1 + x2 + x3 + x4 = 7

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 6, íè íà 9, íè íà 12.

15. Ìàëÿð äîëæåí ïîêðàñèòü 6 ñêàìååê íà äåòñêîé ïëîùàäêå â
áåëûé, ãîëóáîé è ðîçîâûé öâåòà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìî-
æåò ýòî ñäåëàòü, åñëè â êàæäûé öâåò äîëæíà áûòü ïîêðàøåíà
õîòÿ áû îäíà ñêàìåéêà?

Âàðèàíò 13

1. Â ìàãàçèíå ïðîäàþòñÿ 5 âèäîâ ÷àøåê, 4 âèäà áëþäåö è 7 âèäîâ
÷àéíûõ ëîæåê. Âñå ïðåäìåòû ðàçíûå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî êóïèòü äâà ïðåäìåòà ñ ðàçíûìè íàçâàíèÿìè?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà
4 è ñîñòîÿò èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6, ïðè÷¼ì êàæäàÿ öèôðà
ìîæåò âñòðå÷àòüñÿ â çàïèñè ÷èñëà òîëüêî îäèí ðàç?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî ccab?

4. Ïåðåïë¼ò÷èê äîëæåí ïåðåïëåñòè 13 ðàçíûõ êíèã â êðàñíûé,
çåë¼íûé è ñèíèé ïåðåïë¼òû. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò
ýòî ñäåëàòü?
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5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p41p2p
5
3;

(á) 375314.

6. Ñêîëüêî âñåãî áóêåòîâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç 11 ðàçëè÷íûõ öâå-
òîâ? Ñêîëüêî ñðåäè íèõ áóäåò áóêåòîâ ñ íå÷¼òíûì êîëè÷å-
ñòâîì öâåòîâ?

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 12 ÷åëîâåê ìîãóò âûñòðîèòüñÿ â î÷å-
ðåäü, åñëè Èâàíîâ è Ïåòðîâ íå õîòÿò ñòîÿòü â î÷åðåäè ðÿäîì
äðóã ñ äðóãîì?

8. Åñòü 3 ãâîçäèêà, 3 ðîçû è 2 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ïîëíîé êîëîäû (52
êàðòû) 6 êàðò òàê, ÷òîáû áûëè ïðåäñòàâèòåëè òîëüêî îäíîé
ìàñòè?

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ
ïåðâûå òðè ïîçèöèè çàíÿòû ðàçëè÷íûìè íå÷¼òíûìè öèôðà-
ìè, à ïîñëåäíèå òðè � ðàçëè÷íûìè ÷¼òíûìè?

11. Îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñëîâ, ïîëó÷àåìûõ ïåðåñòà-
íîâêîé áóêâ â ñëîâå ÏÀÏÀÐÀÖÖÈ.
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12. Ñ ïîíåäåëüíèêà ïî ïÿòíèöó äîêòîð äîëæåí îñóùåñòâèòü 12
ïðè¼ìîâ ïàöèåíòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü
ðàñïèñàíèå ïðè¼ìîâ, åñëè åæåäíåâíî îí ìîæåò ïðèíèìàòü ëþ-
áîå êîëè÷åñòâî ïàöèåíòîâ?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå

x1 + x2 + x3 + x4 = 6

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 6, íè íà 12, íè íà 15.

15. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññåëèòü 8 òóðèñòîâ ïî òð¼ì
äîìèêàì òàê, ÷òîáû íè îäèí äîìèê íå îñòàëñÿ ïóñòûì?

Âàðèàíò 14

1. Â ìàãàçèíå ïðîäàþòñÿ 5 âèäîâ ÷àøåê, 4 âèäà áëþäåö è 7 âèäîâ
÷àéíûõ ëîæåê. Âñå ïðåäìåòû ðàçíûå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîæíî êóïèòü äâà êîìïëåêòà, ñîñòîÿùåãî èç ÷àøêè, áëþäöà
è ëîæêè?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ
íåêîòîðàÿ öèôðà âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî 4 ðàçà?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî cbbc?

4. Êàæäàÿ èç òð¼õ ïîñûëîê ìîæåò ñîäåðæàòü íå áîëåå 9 êíèã.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü 10 ðàçëè÷íûõ êíèã
ïî òð¼ì ïîñûëêàì? (Íåêîòîðûå ïîñûëêè ìîãóò íå ñîäåðæàòü
êíèã.)

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p21p
3
2p

2
3;

(á) 10010.
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6. Ó êðîêîäèëà 68 çóáîâ. Äîêàçàòü, ÷òî ñðåäè 1617 êðîêîäèëîâ
ìîæíî íå íàéòè äâóõ êðîêîäèëîâ ñ îäèíàêîâûì íàáîðîì çó-
áîâ.

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 11 ÷åëîâåê ìîãóò âûñòðîèòüñÿ â î÷å-
ðåäü, åñëè Èâàíîâ õî÷åò ñòîÿòü ðÿäîì ñ Ïåòðîâûì?

8. Åñòü 3 ãâîçäèêè, 2 ðîçû è 3 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ïîëíîé êîëîäû (52
êàðòû) 6 êàðò òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûë ðîâíî îäèí òóç?

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ
âñå öèôðû ðàçíûå è íå÷¼òíûå öèôðû ÷åðåäóþòñÿ ñ ÷¼òíûìè?

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïðåäåëèòü 13 çàäà÷ ìåæäó
÷åòûðüìÿ ñòóäåíòàìè òàê, ÷òîáû îäèí ïîëó÷èë 4 çàäà÷è, à
îñòàëüíûå � ïî 3 çàäà÷è?

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûëîæèòü â ðÿä 5 ñèíèõ, 5 êðàñ-
íûõ è 5 çåë¼íûõ øàðîâ òàê, ÷òîáû íèêàêèå çåë¼íûå øàðû íå
ëåæàëè ðÿäîì?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò óðàâíåíèå

x1 + x2 + x3 + x4 = 5

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;
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(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(â) â ÷èñëàõ 0, 1, 2?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 4, íè íà 14, íè íà 20.

15. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññåëèòü 7 ãîñòåé ïî ÷åòûð¼ì
êîìíàòàì òàê, ÷òîáû íè îäíà èç êîìíàò íå îñòàëàñü ïóñòîé?

Âàðèàíò 15

1. Ïåòÿ è Êîëÿ � íà÷èíàþùèå êîëëåêöèîíåðû. Ó Ïåòè 10 ìàðîê,
à ó Êîëè 8 ìàðîê. Âñå ìàðêè ðàçíûå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
îíè ìîãóò îñóùåñòâèòü îáìåí îäíîé ìàðêè íà îäíó ìàðêó?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå íå ñîäåðæàò
öèôðó 2 â ñâîåé çàïèñè?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî caad?

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü 10 ìîíåò ðàçëè÷íîãî
äîñòîèíñòâà ïî ÷åòûð¼ì êîøåëüêàì?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p71p2p
3
3;

(á) 4504.

6. Íà ïîëêå ñòîÿò 9 êíèã. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âçÿòü ñ
ïîëêè íåñêîëüêî êíèã?

7. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè 11 ÷åëîâåê ìîãóò âûñòðîèòüñÿ â î÷å-
ðåäü, åñëè Èâàíîâ è Ïåòðîâ íå õîòÿò ñòîÿòü äðóã çà äðóãîì?

8. Åñòü 2 ãâîçäèêè, 3 ðîçû è 3 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;
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(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ïîëíîé êîëîäû (52
êàðòû) 6 êàðò òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûë õîòÿ áû îäèí òóç?

10. Ðîòà ñîñòîèò èç 3 îôèöåðîâ, 6 ñåðæàíòîâ è 44 ðÿäîâûõ. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûäåëèòü èç íèõ îòðÿä, ñîñòîÿùèé èç
îäíîãî îôèöåðà, òð¼õ ñåðæàíòîâ è 20 ðÿäîâûõ?

11. Ó ïðîäàâöà àíòèêâàðèàòà 15 ðàçëè÷íûõ ìîíåò. Íóìèçìàòû À,
Á, Â, Ã êóïèëè ýòè ìîíåòû: À êóïèë 4 ìîíåòû, Á � 5 ìîíåò, Â
� 3 ìîíåòû è Ã � 3 ìîíåòû. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãëè
îñóùåñòâèòü ñâîè ïîêóïêè?

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè m ïàññàæèðîâ ìîãóò âûéòè íà n îñòà-
íîâêàõ? (Ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü êîëè÷åñòâî ïàññàæèðîâ, âûøåä-
øèõ íà êàæäîé îñòàíîâêå.)

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì: x1, x2 � ÷¼ò-
íûå, x3, x4 � íå÷¼òíûå, èìååò óðàâíåíèå

x1 + x2 + x3 + x4 = 40

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 15, íè íà 21, íè íà 35.

15. ×åòâåðî äðóçåé ñîáðàëèñü íà ïðàçäíîâàíèå Íîâîãî ãîäà. Êàæ-
äûé ïðèø¼ë ñ ïîäàðêîì. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàçäà-
÷è ïîäàðêîâ, ïðè êîòîðûõ

(à) êàæäûé èç äðóçåé ïîëó÷àåò íå ñâîé ïîäàðîê;

(á) êàæäûé èç äðóçåé îáìåíèâàåòñÿ ñ êåì-íèáóäü ïîäàðêàìè?
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Âàðèàíò 16

1. Èìååòñÿ ìàòåðèÿ ïÿòè ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñî-
áàìè ìîæíî ñäåëàòü òð¼õöâåòíûé ôëàã ñ ïîëîñêàìè îäèíàêî-
âîé øèðèíû, åñëè âñå ïîëîñêè íà ôëàãå äîëæíû áûòü ðàçíûõ
öâåòîâ?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷¼òíûõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, âñå öèôðû â
çàïèñè êîòîðûõ ðàçëè÷íû?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî daac?

4. Â ëèôò äåâÿòèýòàæíîãî äîìà íà 1-îì ýòàæå âîøëè 3 ÷åëî-
âåêà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãóò âûéòè èç ëèôòà, åñëè
èçâåñòíî, ÷òî ïåðâóþ îñòàíîâêó ëèôò ñäåëàë íà øåñòîì ýòà-
æå?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p21p
3
2p

4
3;

(á) 16205.

6. ×åëîâåê èìååò 11 äðóçåé è â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äíåé ïðè-
ãëàøàåò èõ â ãîñòè òàê, ÷òî êîìïàíèÿ íè ðàçó íå ïîâòîðÿåòñÿ.
Ñêîëüêî äíåé îí ìîæåò òàê äåëàòü?

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ 12 ÷åëîâåê çà ñòî-
ëîì ñ çàíóìåðîâàííûìè ìåñòàìè, åñëè À íå äîëæåí ñèäåòü
ðÿäîì ñ Â?

8. Åñòü 2 ãâîçäèêè, 3 ðîçû è 4 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;
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(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïåðåñòàâèòü áóêâû ñëîâà ÈÂÎË-
ÃÀ òàê, ÷òîáû è ãëàñíûå, è ñîãëàñíûå øëè â àëôàâèòíîì ïî-
ðÿäêå?

10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ñîñòàâèòü êîìïàíèþ èç 8 þíî-
øåé è 12 äåâóøåê, â êîòîðîé áûëî îäèíàêîâîå ÷èñëî þíîøåé
è äåâóøåê?

11. Ó ïðîäàâöà àíòèêâàðèàòà 16 ðàçëè÷íûõ ìîíåò. Äâîå íóìèç-
ìàòîâ êóïèëè ó íåãî ïî òðè ìîíåòû, à äðóãèå äâîå ïî ïÿòü
ìîíåò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíè ìîãëè êóïèòü?

12. Êàæäûé èç n ÷ëåíîâ îáùåñòâà ãîëîñóåò çà îäíîãî ÷åëîâåêà
(áûòü ìîæåò è çà ñåáÿ). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò âîçìîæíûõ èñõî-
äîâ ãîëîñîâàíèÿ (ïî êîëè÷åñòâó ïðîãîëîñîâàâøèõ çà êàæäîãî
èç ÷ëåíîâ îáùåñòâà)?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà{
x1 + x2 + x3 + x4 = 36,

x1 ≥ 3, x2 ≥ 2, x3 ≥ 4, x4 ≥ 6

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 10, íè íà 15, íè íà 35.

15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, ..., n, â êîòîðûõ
ðîâíî òðè ýëåìåíòà ñòîÿò íà ñâîèõ èñõîäíûõ ìåñòàõ?

Âàðèàíò 17

1. Ãðóïïà èçó÷àåò 11 ïðåäìåòîâ. Â ñðåäó ïî ðàñïèñàíèþ 5 ïàð
ïî ðàçíûì ïðåäìåòàì. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü
ðàñïèñàíèå íà ñðåäó?
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2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íå÷¼òíûõ ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, âñå öèôðû
â çàïèñè êîòîðûõ ðàçëè÷íû?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî ccab?

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 8 êðîëèêîâ ïî òð¼ì
êëåòêàì?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p1p2p173 ;

(á) 12210.

6. Ëåñòíèöà ñîñòîèò èç 5 ñòóïåíåê, íå ñ÷èòàÿ âåðõíåé è íèæíåé
ïëîùàäîê. Ñïóñêàÿñü, ìîæíî ïåðåïðûãèâàòü ÷åðåç íåñêîëü-
êî ñòóïåíåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñïóñòèòüñÿ ïî ýòîé
ëåñòíèöå?

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ 12 ÷åëîâåê çà ñòî-
ëîì ñ çàíóìåðîâàííûìè ìåñòàìè, åñëè À äîëæåí ñèäåòü âî
ãëàâå ñòîëà (íà ìåñòå � 1)?

8. Åñòü 2 ãâîçäèêè, 4 ðîçû è 3 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.
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9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçðåçàòü îæåðåëüå, ñîñòîÿùåå
èç 32 ðàçëè÷íûõ áóñ, íà 8 ÷àñòåé?

10. Â øàõìàòíîì êðóæêå çàíèìàþòñÿ 4 äåâî÷êè è 7 ìàëü÷èêîâ.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü êîìàíäó èç ÷å-
òûð¼õ ÷åëîâåê,åñëè â íå¼ îáÿçàòåëüíî äîëæíà âõîäèòü õîòÿ áû
îäíà äåâî÷êà?

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ ìåäàëè ìåæäó
24 ôóòáîëüíûìè êîìàíäàìè, åñëè çîëîòûå ìåäàëè ïîëó÷àåò
êîìàíäà � ïîáåäèòåëü, ñåðåáðÿíûå � êîìàíäà, ïðîèãðàâøàÿ
â ôèíàëå, áðîíçîâûå � äâå êîìàíäû, êîòîðûå ïðîèãðàëè â
ïîëóôèíàëå?

12. Êàæäûé èç 34 ÷åëîâåê ìîæåò ïðîãîëîñîâàòü òîëüêî çà îäíî
ïðåäëîæåíèå èç ïÿòè, è ó÷èòûâàåòñÿ ëèøü êîëè÷åñòâî ãîëî-
ñîâ, ïîäàííûõ çà êàæäîå ïðåäëîæåíèå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîãóò ðàñïðåäåëèòüñÿ ãîëîñà?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà{
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 32,

x1 + x2 > 2

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 4, íè íà 10, íè íà 18.

15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3, ..., n, â êîòîðûõ
1 è 3 íå ñòîÿò íà ñâîèõ èñõîäíûõ ìåñòàõ?

Âàðèàíò 18

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè â ëîòåðåå "Ñïîðòïðîãíîç"ìîæíî çàïîë-
íèòü êàðòî÷êó? (Â ýòîé ëîòåðåå íóæíî ïðåäñêàçàòü èòîã 13
ìàò÷åé. Èòîã êàæäîãî ìàò÷à � ýòî ïîáåäà îäíîé èç êîìàíä
èëè íè÷üÿ. Ñ÷¼ò ðîëè íå èãðàåò.)

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, âñå öèôðû â çàïèñè
êîòîðûõ ðàçëè÷íû?
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3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî cbac?

4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåñòèòü 10 êíèã íà òð¼õ ïîë-
êàõ, åñëè êàæäàÿ ïîëêà ìîæåò âìåñòèòü âñå 10 êíèã, à ïîðÿäîê
ðàñïîëîæåíèÿ êíèã íà ïîëêå íå èìååò çíà÷åíèÿ?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p31p
3
2p

3
3;

(á) 1400.

6. Â ñòîëîâîé ïðåäëîæåíî íà âûáîð 7 áëþä. Êàæäûé äåíü ñòó-
äåíò áåð¼ò íåêîòîðûé íàáîð áëþä, ïðè÷¼ì ýòîò íàáîð äîëæåí
áûòü îòëè÷åí îò âñåõ íàáîðîâ, êîòîðûå îí áðàë â ïðåäûäó-
ùèå äíè. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî äíåé ñòóäåíò cìîæåò
ïèòàòüñÿ ïî òàêèì ïðàâèëàì?

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ 12 ÷åëîâåê çà ñòî-
ëîì ñ çàíóìåðîâàííûìè ìåñòàìè, åñëè À äîëæåí ñèäåòü âî
ãëàâå ñòîëà (íà ìåñòå � 1), à Â íå äîëæåí ñèäåòü ðÿäîì ñ À?

8. Åñòü 4 ãâîçäèêè, 2 ðîçû è 3 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ïîëíîé êîëîäû (52
êàðòû) 6 êàðò òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûëî ðîâíî äâà òóçà?
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10. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ
åñòü äâå ÷¼òíûõ öèôðû è òðè íå÷¼òíûõ?

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè êëàññ, â êîòîðîì ó÷àòñÿ 24 øêîëüíèêà,
ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åòûðå ðàçíûå ãðóïïû äëÿ óãëóáëåííîãî
èçó÷åíèÿ àíãëèéñêîãî ÿçûêà, åñëè â êàæäîé ãðóïïå äîëæíî
áûòü ðîâíî 6 øêîëüíèêîâ?

12. Â ïî÷òîâîì îòäåëåíèè ïðîäàþòñÿ 12 âèäîâ îòêðûòîê. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè ìîæíî êóïèòü â í¼ì 9 îòêðûòîê?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà{
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 33,

x1 + x2 ≤ 2

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 6, íè íà 14, íè íà 21.

15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3, ..., n, â êîòîðûõ
1 è 4 íå ñòîÿò íà ñâîèõ èñõîäíûõ ìåñòàõ?

Âàðèàíò 19

1. Ìîíåòó áðîñàþò 10 ðàç. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé îðëîâ è ðåøåê ìîæíî ïîëó÷èòü?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ
÷¼òíûå öèôðû ÷åðåäóþòñÿ ñ íå÷¼òíûìè?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî dbaa?

4. Âàñÿ ïðèâ¼ç èç ïóòåøåñòâèÿ 5 ðàçëè÷íûõ ñóâåíèðîâ è õî÷åò
ïîäàðèòü èõ äâóì äåâóøêàì Îëå è Òàíå. Ñêîëüêèìè ñïîñîáà-
ìè îí ìîæåò ýòî ñäåëàòü, åñëè õî÷åò, ÷òîáû ó êàæäîé äåâóøêè
áûëî õîòÿ áû ïî îäíîìó ïîäàðêó?
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5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p41p24p
5
3;

(á) 31575.

6. Ñòîìàòîëîã âûÿñíèë, ÷òî â åãî ðàéîíå ëþáûå äâà ÷åëîâåêà
îòëè÷àþòñÿ íàáîðîì çóáîâ. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî çóáîâ
ó ÷åëîâåêà � 32. Êàêèì ìîæåò áûòü ìàêñèìàëüíîå íàñåëåíèå
ðàéîíà?

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ 12 ÷åëîâåê çà ñòî-
ëîì ñ çàíóìåðîâàííûìè ìåñòàìè, åñëè À äîëæåí ñèäåòü âî
ãëàâå ñòîëà (íà ìåñòå � 1), à Â íå äîëæåí ñèäåòü ðÿäîì ñ Ñ?

8. Åñòü 4 ãâîçäèêè, 3 ðîçû è 2 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü ( (à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêîâûå;

2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ïîëíîé êîëîäû (52
êàðòû) 6 êàðò òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûë õîòÿ áû îäèí òóç?

10. Èç 22 äåâóøåê è 10 þíîøåé âûáèðàþò êîìàíäó, ñîñòîÿùóþ èç
5 ÷åëîâåê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü ýòó êîìàíäó,
÷òîáû â íå¼ âîøëî íå áîëåå òð¼õ äåâóøåê?

11. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïîëîæèòü â 19 ëóçàõ 2 áåëûõ
è 7 ÷¼ðíûõ øàðîâ?

12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü 5 ÷¼ðíûõ, 3 áåëûõ è
4 ñåðûõ øàðà â øåñòü ðàçëè÷íûõ ÿùèêîâ?
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13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà{
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 40,

x1 + x2 = x3 + x4 + x5

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ;

(á) â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 4, íè íà 6, íè íà 9.

15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3, ..., n, â êîòîðûõ
íè îäèí èç ýëåìåíòîâ 1, 3, 5 íå ñòîèò íà ñâî¼ì ìåñòå?

Âàðèàíò 20

1. Â ðàéîíå åñòü 4 ãîðîäà: À, Á, Â, Ã. Èç À â Á âåä¼ò 4 äîðîãè,
èç Á â Â � 3 äîðîãè, èç À â Ã � 5 äîðîã, èç Ã â Â � 2 äîðîãè.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïðîåõàòü èç À â Â?

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ
åñòü õîòÿ áû îäèí 0?

3. Ïëåìÿ èñïîëüçóåò ëàòèíñêèé àëôàâèò. Â ñëîâàðå ïëåìåíè ñíà-
÷àëà èäóò îäíîáóêâåííûå ñëîâà, çàòåì äâóõáóêâåííûå è ò.ä.
Êàêîé íîìåð â ýòîì ñëîâàðå áóäåò èìåòü ñëîâî caab?

4. Òðè ÷åëîâåêà äîëæíû óíåñòè 8 ïðåäìåòîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñî-
áàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü, åñëè êàæäûé ñïîñîáåí óíåñòè ëþáîå
êîëè÷åñòâî èìåþùèõñÿ ïðåäìåòîâ?

5. Ïóñòü p1, p2, p3 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè êîëè÷å-
ñòâî ðàçëè÷íûõ äåëèòåëåé ÷èñëà

(a) p31p
4
2p

5
3;

(á) 4829.

6. Ó ÷åëîâåêà 32 çóáà. Ìîæåò ëè ñëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî â Ðîññèè íå
íàéä¼òñÿ äâóõ ÷åëîâåê ñ îäèíàêîâûì íàáîðîì çóáîâ?

7. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ
öèôðû 1, 2, 3, 4, 5 âñòðå÷àþòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó, à ÷èñëà
1 è 2 íå ñòîÿò ðÿäîì?
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8. Åñòü 3 ãâîçäèêè, 4 ðîçû è 2 òþëüïàíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü

(à) áóêåò;

(á) áóêåò èç öâåòîâ îäíîãî ñîðòà;

(â) áóêåò, â êîòîðîì íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ êàæäîãî ñîð-
òà;

(ã) áóêåò, â êîòîðîì ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(ä) áóêåò, â êîòîðîì íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ;

(å) áóêåò, â êîòîðîì íå ìåíåå, ÷åì 3 öâåòêà?

Ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: 1) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà îäèíàêî-
âûå; 2) âñå öâåòû îäíîãî ñîðòà ðàçíûå.

Çàìå÷àíèå. Â áóêåòå äîëæíî áûòü íå ìåíåå îäíîãî öâåòêà.

9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç ïîëíîé êîëîäû (52
êàðòû) 6 êàðò òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ áûëî ÷åòûðå òóçà?

10. Íà øêîëüíîì âå÷åðå ïðèñóòñòâóþò 15 þíîøåé è 20 äåâóøåê.
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü èç íèõ 5 ïàð äëÿ òàíöà?

11. Åñòü 23 øàðà: 4 áåëûõ, 5 êðàñíûõ, 6 ñèíèõ è 8 çåë¼íûõ. Øà-
ðû îäíîãî öâåòà íåðàçëè÷èìû. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ãèðëÿíä
ìîæíî ñîçäàòü, ðàñïîëàãàÿ øàðû äðóã çà äðóãîì?

12. Â áîëüøîé êîðîáêå ëåæàò øàðèêè k öâåòîâ (îäíîöâåòíûå øà-
ðèêè íè÷åì íå îòëè÷àþòñÿ). Äëÿ èãðû Ïåòÿ õî÷åò âçÿòü m
øàðèêîâ è ïîëîæèòü èõ â n êîðîáîê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

13. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà{
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 = 45,

x1 + x2 + x3 = 17

(à) â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ; (á) â öåëûõ ïîëîæèòåëü-
íûõ ÷èñëàõ?

14. Íàéòè ÷èñëî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
210, íå äåëÿùèõñÿ íè íà 6, íè íà 10, íè íà 15.

15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë 1, 2, 3, ..., n, â êîòîðûõ
íè îäèí èç ýëåìåíòîâ 2, 4, 6 íå ñòîèò íà ñâî¼ì ìåñòå?
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