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1 Конечная цель — расчет сечений реак-

ций

Квантовая электродинамика описывает излучение и поглощение
квантов электромагнитного поля — фотонов — заряженными час-
тицами, взаимодействие заряженных частиц посредством кванто-
ванного электромагнитного поля, а также образование и аннигиля-
цию пар заряженных частиц.

Данный курс относится к простейшему варианту скалярной элек-
тродинамики. В этой теории имеются только следующие частицы:
скалярная (т.е. бесспиновая) частица ч+ с электрическим зарядом,
ее античастица ч− и фотон γ. Считаем, что скалярные частицы
участвуют только в электромагнитном взаимодействии и не име-
ют структуры. В природе таких частиц нет: заряженные (псев-
до)скалярные частицы встречаются только среди мезонов, но мо-
дель «бесспиновых электронов», привычную для нерелятивистской
квантовой механики, иногда в учебных целях применяют и в кван-
товой электродинамике, так как уравнение Клейна—Гордона—Фока
проще уравнения Дирака. В некоторых случаях, когда можно пре-
небречь сильным взаимодействием по сравнению с электромагнит-
ным, эту модель можно применять для приближенного описания
электромагнитного взаимодействия заряженных пи-мезонов или К-
мезонов. В дальнейшем для краткости вместо «заряженная ска-
лярная частица» будем говорить «пи-мезон» (π±), в том числе и
в тех случаях, когда в действительности сильное взаимодействие
пи-мезонов или их структура являются существенными.

Из всего разнообразия задач квантовой электродинамики для
определенности будем иметь в виду задачу о столкновении двух
частиц, и более или менее последовательно проводить расчет сече-
ния столкновения. Иногда будут делаться отступления уточняюще-
го или обобщающего характера. В качестве введения рекомендуется
прочитать 7-ю главу учебного пособия [1].

В конце пособия приведен полный список использованных источ-
ников, из которых в первую очередь отметим [2, 3, 4, 5].

В Алтайском государственном университете предмет «Кванто-

вая электродинамика» входит в учебную программу специальности

«Радиофизика» в объеме 18 час. лекций, 18 час. лабораторных ра-

бот и 81 час самостоятельной работы. Особенности этой программы
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— небольшое число аудиторных занятий и значительный объем са-

мостоятельной работы — определили характер учебного пособия.

С одной стороны, автор стремился к замкнутости и подробности

изложения; многие выкладки проделаны более подробно, чем это

принято в учебниках. С другой стороны, некоторые важные, но не

входящие в учебную программу разделы квантовой электродинами-

ки не вошли и в пособие — например, теория перенормировок.

Дадим определение сечения. Пусть широкий параллельный пу-
чок частиц сорта 1 падает на неподвижную мишень, состоящую из
частиц сорта 2. Плотность потока падающих частиц, т.е. среднее
число частиц сорта 1, за единицу времени пересекающих единич-
ную площадку, перпендикулярную пучку, обозначим Φ. Число час-
тиц сорта 2 в мишени обозначим N2. Любую пару сталкивающихся
частиц будем называть «системой». Обозначим Ψ(t) вектор чистого
квантового состояния системы в момент времени t. До столкнове-
ния (t = −∞) система двух любых сталкивающихся частиц нахо-
дилась в чистом состоянии Ψ(−∞) = Φi(−∞), характеризуемом
полным набором квантовых чисел i. Для скалярных частиц кван-
товыми числами являются индексы квантованных значений про-
екций импульсов, а для фотонов в набор входят также индексы
поляризации. По окончании взаимодействия (t = +∞) состояние
системы Ψ(+∞) тоже является чистым, но с неопределенными им-
пульсами, поляризациями. Как известно, такое состояние является
когерентной суперпозицией состояний с определенными квантовы-
ми числами j:

Ψ(+∞) =
∑

j

SjiΦj(+∞). (1)

Подсчитаем число столкновений, которые привели к переходу
системы из состояния i в конкретное состояние j = f из этой супер-
позиции. Столкновения с такими переходами для краткости будем
называть «реакциями». Среднее число реакций за время T обозна-
чим Nfi. Чтобы при всех столкновениях начальное состояние было
одинаковым, считаем, что налетающая частица с заметной веро-
ятностью может испытать не более одного столкновения (тонкая
мишень). Это позволит также считать, что частицы мишени не за-
гораживают друг друга от налетающих частиц. Считаем также,
что изменениями частиц мишени под действием пучка можно пре-
небречь. Тогда Nfi пропорционально N2, Φ и T : Nfi = σfiN2ΦT .
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Коэффициент пропорциональности σfi характеризует столкнове-
ние двух частиц и не зависит ни от геометрии мишени и пучка, ни
от числа частиц в них. Он имеет размерность площади и называет-
ся эффективным поперечным сечением реакции. Обозначим объем
мишени V , концентрацию частиц в мишени N2/V = n2. Плотность
потока налетающих частиц равна произведению концентрации n1

частиц в пучке и абсолютной величины их скорости v: Φ = n1v.
Величина J = n1n2v называется потоком сталкивающихся частиц.
Таким образом, σfi = Nfi/TV J .

Еще раз отметим, что σfi не зависит ни от плотности потока
налетающих частиц, ни от числа частиц в мишени. При экспери-
ментальном определении сечения могут использоваться интенсив-
ные пучки для быстрого набора статистики. Но для теоретического
расчета σfi удобно, наоборот, считать, что мишень содержит все-
го одну частицу и что за все время наблюдения на нее упала то-
же всего одна частица. Тогда Nfi совпадает с вероятностью Wfi

столкновения в объеме V за время T с переходом i→ f , и сечение
запишется в виде

σfi =Wfi/V TJ. (2)

Более общее определение сечения, справедливое в произвольной
системе отсчета, см. в [8], §12; [5], §13.

Вероятность Wfi может быть рассчитана с помощью квантовой
теории. Она вычисляется на основе коэффициента Sfi из формулы
(1). Сначала пусть векторы состояния будут нормированы на еди-

ницу, т.е. ||Ψ||2 = (
∗

Ψ(t)Ψ(t)) = 1, ||Φj ||2 = (
∗

Φj(t)Φj(t)) = 1 ∀t, j.
Из квантовой механики известно, что в этом случае Sji — это ам-
плитуда вероятности того, что при измерении система будет обна-
ружена в состоянии j. Сама вероятность равна Pj = |Sji|2. Так как
начальное состояние фиксировано, то Pj одновременно является
вероятностью перехода: Pji = |Sji|2. Также из квантовой механики
известно, что векторы полного набора состояний {Φj(t)}, относя-
щиеся к одному и тому же моменту времени, взаимно ортогональ-

ны. Это значит, что при j 6= f скалярное произведение (
∗

Φf (t)Φj(t))
равно нулю. Таким образом, сумма (1) — это ряд Фурье. Так как
векторы состояния нормированы, то

(
∗

Φf (t)Φj(t)) = δfj , (3)
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где δfj — символ Кронекера. Для нахождения коэффициентов
Sfi ряда Фурье умножаем скалярно левую и правую части (1) на
∗

Φf (+∞) и с учетом (3) получаем Sfi = (
∗

Φf (+∞)Ψ(+∞)).
Далее вводят S-оператор, который переводит систему из началь-

ного состояния в конечное:

Ψ(+∞) = ŜΦi(−∞).

Тогда амплитуда вероятности перехода Sfi запишется в виде мат-
ричного элемента S-оператора:

Sfi = (
∗

Φf (+∞)ŜΦi(−∞)). (4)

Вероятность Wfi, которая входит в определение сечения, отли-

чается от Pfi тем, что Wfi = 0 при Ŝ = 1, т.е. амплитуда этой

вероятности равна матричному элементу оператора Ŝ − 1, а сама
вероятность равна

Wfi = |(
∗

Φf (+∞)(Ŝ − 1)Φi(−∞))|2.

В дальнейшем через Φi, Φf будем обозначать векторы состояний с
другой нормировкой, в связи с чем эту формулу перепишем в виде

Wfi = |(
∗

Φf (+∞)(Ŝ − 1)Φi(−∞))|2/||Φf ||2||Φi||2. (5)

Матричные элементы оператора Ŝ − 1 будем обозначать (S − 1)fi.
Имея в виду вычисление (S − 1)fi, иногда в тексте для краткости
будем говорить о матричных элементах S-оператора.

Наметим план дальнейших действий. Необходимо найти опера-
тор Ŝ, векторы состояний Φi, Φf и освоить технику расчета ска-
лярных произведений. При решении уравнений будут применять-
ся преобразования Фурье, поэтому придется положить V → ∞,
T → ∞. Это приведет, в частности, к тому, что входящие в (5) нор-
мы векторов состояний станут бесконечными. Эта и аналогичные
проблемы решаются на этапе расчета сечений в §21.

2 Формула Дайсона для S-оператора

В квантовой электродинамике принимается за аксиому, что век-
тор состояния Ψ(t), описывающий эволюцию системы, подчиняется
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уравнению Шредингера

i~
∂

∂t
Ψ = ĤΨ, (6)

где Ĥ — гамильтониан системы. В дальнейшем применяем систему
единиц, в которой c = ~ = 1.

2.1 Ряд Неймана

В задачах о столкновении частиц для решения уравнения Шре-
дингера всегда применяют метод последовательных приближений.
Для применения этого метода больше подходят интегральные урав-
нения. Поэтому, формально проинтегрировав (6) по времени, пере-
ходят к интегральному уравнению Шредингера:

Ψ(t) = Ψ(t0) + (−i)
t∫

t0

Ĥ(t′)Ψ(t′)dt′, (7)

на основе которого по схеме, известной из теории интегральных
уравнений, строится ряд Неймана:

Ψ(t) = {1+ (−i)
t∫

t0

dt′Ĥ(t′)+ (−i)2
t∫

t0

dt′Ĥ(t′)

t′∫

t0

dt′′Ĥ(t′′)+ ...}Ψ(t0).

(8)
Фигурная скобка в этой формуле — это интересующий нас оператор
Ŝ(t, t0). Переходим к пределу t0 → −∞, t→ +∞ и получаем ряд

Ŝ(+∞,−∞) =

∞∑

n=0

Ŝ(n),

Ŝ(n) = (−i)n
+∞∫

−∞

dt1

t1∫

−∞

dt2...

tn−1∫

−∞

dtnĤ(t1)Ĥ(t2)...Ĥ(tn).

Для дальнейшего построения теории удобно провести симметри-
зацию переменных t1, t2, ..., tn так, чтобы, во-первых, каждая из
них формально изменялась в одних и тех же пределах (−∞,+∞).
С помощью ступенчатой функции

θ(t) =

{
1 при t > 0,
0 при t < 0

11



запишем Ŝ(2) в виде

Ŝ(2) = −
+∞∫

−∞

dt1

+∞∫

−∞

dt2 θ(t1 − t2)Ĥ(t1)Ĥ(t2). (9)

Во-вторых, с учетом того, что путем замены t1 ↔ t2 можно запи-
сать Ŝ(2) также в виде

Ŝ(2) = −
+∞∫

−∞

dt2

+∞∫

−∞

dt1 θ(t2 − t1)Ĥ(t2)Ĥ(t1) (10)

и что можно поменять порядок интегрирования, получим симмет-
ричную форму записи:

Ŝ(2) = −1

2

+∞∫

−∞

dt1

+∞∫

−∞

dt2

{

θ(t1 − t2)Ĥ(t1)Ĥ(t2) + θ(t2 − t1)Ĥ(t2)Ĥ(t1)
}

.

(11)
Для более краткой записи этой и аналогичных формул вводится
оператор хронологического упорядочивания (P−оператор):

P (Â(t1)B̂(t2)) =

{
Â(t1)B̂(t2) при t1 > t2,

B̂(t2)Â(t1) при t2 > t1.
(12)

Очевидно, что

θ(t1 − t2)Ĥ(t1)Ĥ(t2) + θ(t2 − t1)Ĥ(t2)Ĥ(t1) = P (Ĥ(t1)Ĥ(t2)).

Нетрудно убедиться, что в случае n-кратного интеграла в знамена-
теле накапливается факториал:

Ŝ(n) =
(−i)n
n!

+∞∫

−∞

dt1...

+∞∫

−∞

dtnP (Ĥ(t1)...Ĥ(tn)). (13)

Для дальнейшего построения теории необходимо ввести плот-
ность гамильтониана Ĥ(x), где x = (ct, ~r) — 4-мерный радиус-
вектор, и представить Ĥ(t) в виде интеграла Ĥ(t) =

∫

R3

Ĥ(x)dV .
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Интегралы типа
+∞∫

−∞

Ĥ(t)dt запишутся в виде
∫

R4

Ĥ(x)dx, где dx =

cdtdV — элемент 4-мерного объема. Тогда (13) запишется в виде

Ŝ(n) =
(−i)n
n!

∫

R4

dx1...

∫

R4

dxnP (Ĥ(x1)...Ĥ(xn)). (14)

Теперь под знаком P стоят операторы, зависящие не только от вре-
мени, но и от координат. Но, как и прежде, P осуществляет упоря-
дочивание только по времени.

2.2 Представление взаимодействия

Уравнение (7) — это интегральное уравнение Вольтерры. Из теории
интегральных уравнений известно, что в случае конечных пределов
ряд Неймана для уравнения Вольтерры сходится. Однако нас ин-
тересует случай t0 → −∞, t → +∞, в котором ряд (8) расходится.
Расходимость связана с наличием в составе полного гамильтониа-
на Ĥ = Ĥ0 + ĤI слагаемого Ĥ0 — гамильтониана свободного поля.
Второе слагаемое — гамильтониан взаимодействия ĤI — является
«малым» в том смысле, что |ĤIΨ| ≪ |Ĥ0Ψ|. С этой трудностью
справляются путем перехода к другому представлению, в котором
гамильтониан становится малым.

Уравнения (6), (7) записаны в представлении Шредингера. Да-
лее гамильтониан и вектор состояния в этом представлении будем
обозначать соответственно ĤS, ΨS; перепишем уравнение (6) в этих
обозначениях:

i
∂

∂t
ΨS = ĤSΨS; ĤS = ĤS

0 + ĤS

I . (15)

Переход от одного представления к другому осуществляется с помо-
щью соответствующего унитарного преобразования. Запишем сна-
чала прямое и обратное унитарные преобразования в общем виде:







Ĥ =
+

ÛĤSÛ ,

Ψ =
+

ÛΨS;






ĤS = ÛĤ
+

Û ,

ΨS = ÛΨ.
(16)
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Здесь Û — некоторый унитарный оператор, т.е. оператор, эрмитово

сопряжение которого равно обратному оператору:
+

Û = Û−1, или
+

Û Û = Î, где Î — единичный оператор. Подставив (16) в (15), полу-
чим

i
∂Û

∂t
Ψ+ iÛ

∂Ψ

∂t
= ÛĤ0Ψ+ ÛĤIΨ. (17)

Теперь конкретизируем оператор Û : требуем, чтобы выполнялось
операторное равенство

i
∂Û

∂t
= ÛĤ0. (18)

Другими словами, требуем, чтобы для любых допустимых векторов

состояния Ψ выполнялось i∂Û∂t Ψ = ÛĤ0Ψ. Тогда от (17) остается

Û(i∂Ψ∂t − ĤIΨ) = 0 ∀Ψ, откуда следует

i
∂

∂t
Ψ = ĤIΨ (19)

— уравнение Шредингера в представлении взаимодействия. Оно
отличается от уравнения (15) в представлении Шредингера тем,
что вместо полного гамильтониана оно содержит «малый» гамиль-
тониан взаимодействия. В дальнейшем мы увидим (п. 14.12), что,
кроме малости гамильтониана, представление взаимодействия, ко-
торое иначе называется представлением Дирака, имеет еще одно
преимущество.

Очевидно, на основе уравнения (19) с учетом (14) получается
следующий ряд Неймана:

Ŝ(+∞,−∞) =

∞∑

n=0

Ŝ(n), Ŝ(n)=
(−i)n
n!

∫

R4

dx1...

∫

R4

dxnP (ĤI(x1)...ĤI(xn)),

(20)
который формально можно записать в виде

Ŝ(+∞,−∞) = P (exp (−i
∫

R4

dxĤI(x)))

(формула Дайсона). Входящий в (5) оператор Ŝ − 1 равен
∞∑

n=1
Ŝ(n).
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3 Некоторые понятия, обозначения

и формулы специальной теории относи-
тельности и вариационного исчисления

3.1 Пространство Минковского

Природа устроена так, что пространство и время естественным
образом объединяются в четырехмерное пространство-время (про-
странство Минковского). В предыдущем параграфе мы уже исполь-
зовали радиус-вектор x этого пространства: x = {x0, x1, x2, x3}, где
x0 = ct — координата времени; xα (α = 1, 2, 3) — декартовы коор-
динаты радиус-вектора ~r. В теории относительности важную роль
играет интервал ds между двумя близкими событиями; квадрат
интервала определяется формулой

(ds)2 = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2.

Для упрощения записи этой и аналогичных формул вводят «кова-
риантные компоненты» 4-вектора:

Ai =

{
Ai, i = 0,

−Ai, i = 1, 2, 3.
(21)

Тогда (ds)2 =
3∑

i=0

dxidx
i = соглашение о суммировании = dxidx

i.

Для упрощения записи формул типа (21) можно использовать мет-
рический тензор gik = gki = gik:

gik =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1






. (22)

Отсюда следует, что Aigik = Ak, Aig
ik = Ak. Квадрат интервала

можно записать также в виде (ds)2 = gikdx
idxk = gikdxidxk.

3.2 Преобразования Лоренца

Пусть система отсчета K ′ движется равномерно и прямолинейно
относительно инерциальной системы отсчета K; в момент времени
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t = t′ = 0 начала координат совпадают. Пусть x, x′ — точки одного
и того же события в системах K и K ′. Они связаны преобразовани-
ями Лоренца, которое кратко будем обозначать x′ = Λ(x). Сначала
запишем произвольное линейное однородное преобразование:

x′k = Ωk
nx

n. (23)

Конкретизировать матрицу Ω можно с помощью свойства ин-
вариантности интервала относительно преобразования Лоренца:
x′kx′k = xkxk. Подставив сюда (23) и x′k = Ω m

k xm, получим

Ωk
nΩ

m
k = δmn , (24)

где

δmn =

{
1 при m = n,
0 при m 6= n

— символ Кронекера.

Формулу (23) можно интерпретировать и иначе: физическую си-
стему K, покоящуюся в лабораторной системе отсчета, в момент
t = 0 как единое целое мгновенно привели в движение с помощью
замены xk → Ωk

nx
n (активное преобразование Лоренца), после че-

го в этой системе ввели четырехмерные координаты x′k, связав их
с координатами лабораторной системы согласно (23) и тем самым
создав систему отсчета K ′.

Фундаментальные физические законы ковариантны относитель-
но преобразований Лоренца.

Матрица Ω, обладающая свойством (24) (свойство ортогональ-
ности), описывает как преобразования Лоренца, так и повороты
системы пространственных координат, в связи с чем говорят о по-
воротах системы четырехмерных координат. Явный вид элементов
этой матрицы нам не понадобится.

3.3 Тензоры

Тензорный характер той или иной величины определяется ее пове-
дением при переходе от одной системы координат к другой. Кроме
того, компоненты тензора любого ранга (валентности) не изменя-
ются при параллельном переносе системы координат.
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1. Четырехмерные векторы (тензоры первого ранга)

Тензор первого ранга состоит из четырех компонент, которые
нумеруются одним индексом, например, uk (контравариантные
компоненты) или uk (ковариантные компоненты), и при переходе
в другую систему четырехмерных координат преобразуются так
же, как компоненты 4-радиус-вектора: u′ = Λ(u), т.е. u′k = Ωk

nu
n,

u′k = Ω n
k un. Тензор 1-го ранга дает одно из представлений векто-

ра. Вектор как направленный отрезок может быть задан (вместе
с производимыми с ним операциями) и без помощи какого-либо
базиса, но может быть задан и в тензорной форме: как набор про-
екций на оси базиса с заданием правила преобразования к другим
базисам. Поэтому тензоры 1-го ранга для краткости обычно на-
зывают векторами. Отметим, что начало радиус-вектора x при-
вязано к началу координат, поэтому его компоненты изменяются
при параллельном переносе системы координат и, таким обра-
зом, радиус-вектор не является вектором; набор его компонент
не образует тензора.

Пусть Ak, Bk — 4-векторы. Очевидно, что из Ak = Bk следует
Ak = Bk и наоборот.

2. Скаляры

Тензоры нулевого ранга, или инварианты, в физической литера-
туре обычно называемые скалярами, не изменяются при пово-
ротах 4-мерной системы координат: u′ = Λ(u) = u. Скалярная
величина может также иметь один или несколько индексов, и в
этом случае u′k = uk. Пример скалярной величины с индексом —
комплексный скаляр; индекс пробегает два значения, например,
u1 = Reu, u2 = Imu.

Если A, B — 4-векторы, то AkBk = AkB
k — скаляр; поэтому

эта величина называется скалярным произведением. Контрпри-
мер: xkxk — не скаляр. Дифференциал dxk, в отличие от xk, яв-
ляется вектором, что соответствует тому, что квадрат интервала
dxkdx

k = (ds)2 — скаляр.

3. Тензоры второго ранга

Компоненты тензора второго ранга нумеруются двумя индекса-
ми и при переходе к другой системе координат преобразуют-
ся как произведения компонент двух векторов. Например, кон-
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травариантные компоненты тензора A преобразуются по закону
A′ ik = Ωi

mΩk
nA

mn. Смешанные компоненты (контравариантные
по одному индексу и ковариантные — по другому) следует за-
писывать так, чтобы было видно, какой индекс первый, а какой
второй, так как, вообще говоря, Ai

k 6= A i
k , за исключением слу-

чая, когда тензор A — симметричный.

Из Aik = Bik следуют равенстваAik = Bik, A
k
i = B k

i , Ai
k = Bi

k.

4. Градиент

Пусть ϕ(x) – скаляр. Рассмотрим дифференциал dϕ =
3∑

k=0

∂ϕ
∂xk dx

k.

Так как dϕ— скаляр, а dxk — контравариантные компоненты век-
тора, то ∂ϕ

∂xk — ковариантные компоненты некоторого вектора, ко-
торые кратко обозначаются ∂kϕ или еще более кратко — ϕ, k. Со-
ответствующий вектор называется 4-мерным градиентом скаляра
ϕ. Его контравариантными компонентами являются производные
∂ϕ
∂xk

= ∂kϕ = ϕ , k. При записи dϕ, согласно соглашению о сумми-

ровании, знак суммы можно опустить: dϕ = ∂kϕdx
k = ∂kϕdxk.

5. Дивергенция

Если A(x) — вектор, то скаляр ∂Ak

∂xk = ∂kA
k = ∂kAk (k — индекс

суммирования) называется четырехмерной дивергенцией вектора
A.

6. Элемент объема четырехмерного пространства cdtdV =
dx0dx1dx2dx3, обозначаемый dx, является скаляром.

7. Формула Остроградского — Гаусса:
∫

Ω

∂kf
k(x)dx =

∫

Σ

fk(x)nk(x)dS, (25)

где f — вектор;Ω — некоторая область четырехмерного простран-
ства, Σ — ее замкнутая граница (гиперповерхность), dS — эле-
мент ее площади, n — единичный вектор внешней нормали к Σ.

3.4 Вариация функции

1. Пусть u(x) — исходная функция, а u′(x) — произвольная функ-
ция, относящаяся к тому же классу, что и u(x). Разность
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u′(x) − u(x) = δ̄u(x) называется вариацией функции u(x). Та-
ким образом, δ̄u(x) — произвольная функция (считаем, что она
гладкая). Можно сказать, что δ̄u(x) — это произвольное изме-
нение величины u, не связанное с изменением x. Поэтому при
необходимости операции δ̄ и ∂

∂xn можно менять местами. Вариа-

ции сложных функций: δ̄F (u(x)) = ∂F
∂u δ̄u(x),

δ̄F (u(x), v(x)) =
∂F

∂u
δ̄u(x) +

∂F

∂v
δ̄v(x) (26)

и т.д.

2. Обозначим x′k = xk + δxk, где δxk, вообще говоря, являются
функциями x. Линейную по δxk часть приращения функции u

при замене x на x′ обозначим δu: δu = лин.часть(u(x′) − u(x)) =
∂u
∂xk δx

k. Замена xk → x′k = xk + δxk — это либо активное преоб-
разование, заключающееся в переносе (возможно, с поворотом)
всей физической системы как целого, либо пассивное преобразо-
вание, которое заключается в переходе к другой системе коорди-
нат. Во втором случае радиус-векторы x, x′ относятся к одной и
той же точке пространства-времени.

3. Полная вариация:

δu(x) = лин.часть(u′(x′)− u(x)) = δ̄u(x) + δu(x).

Полную вариацию (как и вариацию δ) и производную по коорди-
нате нельзя менять местами.

4. Основная лемма вариационного исчисления. Пусть функции
fi(x) непрерывны при x ∈ Ω. Тогда, если

∑

i

∫

Ω

fi(x)gi(x)dx = 0

при любом наборе независимых функций gi(x), то при x ∈ Ω
fi(x) ≡ 0 ∀ i.

В интересующих нас задачах роль функций gi(x) выполняют
вариации δ̄ui(x).

5. Кроме основной леммы, нам понадобится похожая на нее следую-
щая теорема. Пусть функция f(x) непрерывна при x ∈ Ω. Тогда,
если

∫

Ω

f(x)dx = 0 при любом выборе области Ω, то f(x) ≡ 0.
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4 Принцип Гамильтона и уравнение

Лагранжа

4.1 Роль уравнения Лагранжа в теории релятивистских
полей

Классические (неквантованные) поля описываются полевыми
функциями ui(x). Известны дифференциальные уравнения, назы-
ваемые полевыми уравнениями, которым эти функции подчиняют-
ся. Например, полевая функция, описывающая электромагнитное
поле — это 4-потенциал Ak(x), а полевое уравнение — уравнение
Д’Аламбера. Электрон-позитронное поле описывается уравнением
Дирака, и т.д. В дальнейшем мы увидим, что такие физические
величины, как плотность энергии и импульса поля, плотность мо-
мента импульса и плотность заряда выражаются через полевые
функции и их производные. Плотность энергии нам понадобится, в
частности, при записи S-оператора. Формулы для перечисленных
физических величин содержат также плотность функции Лагран-
жа L (лагранжиан). Это аналогично тому, как в механике опреде-
ляется энергия системы: H =

∑

i

piq̇i − L, где обобщенный импульс

pi =
∂L
∂q̇i

. Таким образом, для нахождения H сначала нужно найти
L. Лагранжиан L того или иного поля можно найти следующим
способом: его подбирают («строят») так, чтобы при его подста-
новке в уравнение Лагранжа оно превратилось в соответствующее
полевое уравнение.

Отметим, что при построении некоторых теорий, например, тео-
рии кварков и глюонов, полевые уравнения первоначально неиз-
вестны, и лагранжианы строят из более общих соображений, доби-
ваясь получения непротиворечивой модели.

В нерелятивистской механике лагранжиан обычно может быть
найден независимо, и в таких случаях уравнения Лагранжа исполь-
зуются для вывода дифференциальных уравнений движения.

4.2 Принцип Гамильтона

Пусть область V содержит поля, описываемые функциями ui(x).
На основе этих функций и их производных определяется лагран-
жиан L и функция Лагранжа L =

∫

V

LdV . Зададим два момента
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времени t1, t2 и рассмотрим функционал A, называемый действи-

ем: A =
t2∫

t1

Ldt =
∫

Ω

Ldx. Здесь Ω = [t1, t2] × V — четырехмерная

область; ее границу обозначим Σ. По определению, действие явля-
ется действительным скаляром. Будем варьировать полевые функ-
ции ui(x) вблизи их истинных значений, оставляя их неизменными
на границе: δ̄ui(x)|x∈Σ = 0. Согласно принципу Гамильтона, при
этом вариация действия равна нулю: δ̄A = 0.

Вариацию δ̄ можно внести под знак интеграла: δ̄A =
∫

Ω

δ̄Ldx. Что-

бы расписать вариацию сложной функции δ̄L, надо знать структу-
ру L.

4.3 Требования к лагранжиану и его структура

1.L — скаляр, так как действие и элемент 4-объема dx являются
скалярами.

2. Лагранжиан является действительной величиной:
∗

L = L.

3.L не зависит явно от x; иначе L зависел бы от выбора начала
координат и поэтому не был бы скаляром.

4. Локальность: все полевые функции и их производные входят в
L в одной и той же точке. В частности, L не содержит интегра-
лов

∫
ui(x)dx. Нелокальные лагранжианы приводят к наруше-

нию причинно-следственных связей.

5. Минимальность: L не содержит производных второго и более вы-
соких порядков. В противном случае уравнение Лагранжа при-
ведет к дифференциальным полевым уравнениям порядка выше
второго; в квантовой электродинамике таких уравнений нет.

Итак, лагранжиан явно зависит только от полевых функций и

их первых производных: L = L(ui(x), ∂ui(x)
∂xn ). Здесь и далее дого-

вариваемся, что ui(x) в аргументе сложной функции означает весь

набор u1(x), u2(x)...;
∂ui(x)
∂xn означает набор производных всех функ-

ций по всем координатам x0, x1, x2, x3.
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4.4 Вывод уравнения Лагранжа

Для краткости записи распространим соглашение о суммировании
на выражения с участием полевых функций. Например, сумму
∑

i

∂L
∂ui

δ̄ui будем записывать как ∂L
∂ui

δ̄ui независимо от того, явля-

ются ui компонентами 4-вектора или нет (в частности, {ui} может
быть набором скаляров).

Расписав δ̄L по правилу (26) с учетом структуры лагранжиана,
получим

δ̄A =

∫

Ω

(
∂L
∂ui

δ̄ui + f inδ̄
∂ui
∂xn

)

dx,

где f in = ∂L

∂
∂ui
∂xn

. Поскольку δ̄ui(x) — произвольные независимые

функции, то, если удастся вынести их за скобку и записать δ̄A в
виде

∫

Ω

F iδ̄ui(x)dx, то из принципа Гамильтона δ̄A = 0 и основ-

ной леммы вариационного исчисления получится система уравне-
ний F i = 0. В связи с этим, во-первых, учтем, что δ̄ ∂ui

∂xn = ∂
∂xn δ̄ui,

так как вариация с черточкой не связана с изменением координат.
Во-вторых, применим к слагаемому f in ∂

∂xn δ̄ui преобразование Ле-

жандра: f in ∂
∂xn δ̄ui =

∂
∂xn (f

inδ̄ui)−δ̄ui ∂f
in

∂xn . В-третьих, интеграл, со-
держащий дивергенцию, преобразуем по формуле Остроградского
— Гаусса:

∫

Ω

∂
∂xn (f

inδ̄ui)dx =
∫

Σ

f ikδ̄uink(x)dS. Так как δ̄ui(x)|Σ = 0,

то этот интеграл равен нулю. В результате из δ̄A = 0 получаем

∫

Ω

{

∂L
∂ui

− ∂

∂xn
∂L
∂ ∂ui

∂xn

}

δ̄ui(x)dx = 0 ∀ δ̄ui(x),

откуда и получаем уравнение (точнее, систему уравнений) Лагран-
жа:

∂L
∂ui

− ∂

∂xn
∂L
∂ ∂ui

∂xn

= 0.

Число уравнений этой системы равно числу полевых функций, а по
индексу n идет суммирование.
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5 Теорема Нётер

Эта теорема устанавливает соответствие между симметриями от-
носительно непрерывных преобразований и законами сохранения,
и дает универсальные формулы для сохраняющихся величин. Это
позволит в дальнейшем вывести формулы для энергии, импульса,
момента импульса, электрического заряда конкретных полей.

Формулировка теоремы

Всякому непрерывному N -параметрическому преобразованию ко-
ординат и одновременно — полевых функций, обращающему в нуль
вариацию действия, соответствуют N сохраняющихся во времени
величин (комбинаций полевых функций и их производных).

Пояснения

1. То, что преобразование — N -параметрическое, означает, что оно
содержит N параметров, которые, во-первых, не должны зави-
сеть от координат и, во-вторых, должны быть независимыми. В
связи с этим они называются независимыми параметрами преоб-
разования. Независимость параметров означает, что можно из-
менять любой из них без изменения остальных. В частности, при
необходимости можно любой из параметров оставить ненулевым,
а остальные положить равными нулю.

Пример. Рассмотрим на плоскости декартову систему координат.
Пусть x1, x2 — координаты некоторой точки на плоскости. По-
вернем эту систему на угол ϕ относительно начала координат.
Новые координаты той же точки обозначим x′1, x′2. Рассмотрим
изменения координат δx1 = x′1 − x1, δx2 = x′2 − x2. В данном
случае вариации δx1 и δx2 однозначно связаны между собой, т.е.
они зависимы и, кроме того, они зависят от координат точки.
В качестве параметра преобразования можно использовать угол
ϕ. Он однозначно задает поворот на плоскости, который, таким
образом, является однопараметрическим преобразованием.

2. То, что преобразование — непрерывное, означает, что существу-
ет как угодно малое преобразование такого типа. В таких слу-
чаях всегда удобно использовать именно малые преобразования,

23



поскольку зависимости становятся линейными. В связи с этим
независимые параметры преобразования будем обозначать δωn,
n = 1, ..., N (в данном случае значок δ указывает на малость этих
величин); сами же преобразования представляют собой линейные
комбинации независимых параметров:

δxk = Xk
n(x)δω

n, δui = ψin(x)δω
n. (27)

Еще раз отметим, что δωn не зависят от x.

3. Вариация действия, которая обращается в нуль — это полная ва-
риация

δA = линейная часть






∫

Ω(x′)

L′(x)dx −
∫

Ω(x)

L(x)dx




 , (28)

т.е. сейчас рассматривается область Ω с переменной границей. В
формулировке теоремы Нетер, в отличие от формулировки прин-
ципа Гамильтона, полевые функции на границе не фиксируются.

Неизменность действия является математическим выражением
неизменности поведения системы.

Наводящие соображения

Приступая к доказательству теоремы, сначала рассмотрим следу-
ющие наводящие соображения. Допустим, мы расписали δA и при-
вели к виду

δA = −
∫

Ω

∂

∂xk
θkn(x) dx δω

n; (29)

«минус» перед интегралом поставлен для совместимости обозна-
чений в дальнейшем. Из δA = 0, независимости параметров δωn

и теоремы из п. 5 § 3.4 следует ∂
∂xk θ

k
n(x) = 0. Левая часть пред-

ставляет собой 4-дивергенцию. Эта формула называется уравнени-
ем непрерывности, или законом сохранения в дифференциальной
форме. В связи с этим функции θkn(x) называются «токами Нётер».
Найдем величины, которые сохраняются во времени. Для этого сла-
гаемое дивергенции с производной по времени запишем отдельно:
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1
c

∂
∂tθ

0
n(x)+

3∑

α=1

∂
∂xα θ

α
n = 0. Второе слагаемое — это div~θn. Интегри-

руем по объему всего бесконечного 3-мерного пространства, приме-
няем формулу Остроградского — Гаусса

∫ ∫

R3

∫
div~θndV =

∫∫

S∞

~θn~ndS.

Двойной интеграл вычисляется по бесконечно удаленной поверхно-
сти; так как на бесконечности полей нет, то этот интеграл равен
нулю. В результате получим ∂

∂t

∫ ∫

R3

∫
θ0n(x)dV = 0, т.е.

∫ ∫

R3

∫

θ0n(x)dV = const, n = 1, ..., N (30)

— сохраняющиеся величины. Если интегрировать не по всему про-
странству, а по некоторой области V , то, очевидно, получим фор-
мулу для этой же физической величины в области V .

Вывод формулы для токов Нётер

В первом слагаемом в формуле (28) переменную интегрирования
x для удобства обозначим x′:

∫

Ω(x′)

L′(x)dx =
∫

Ω(x′)

L′(x′)dx′. Далее

в этом слагаемом сделаем замену переменной интегрирования: пе-
рейдем от x′ к переменной x, в результате чего интегрирование
будет проводиться по области Ω(x):

∫

Ω(x′)

L′(x′)dx′ =
∫

Ω(x)

L′(x′)Jdx.

Здесь учтено, что дифференциал преобразуется по правилу dx′ =
Jdx, где J — якобиан преобразования:

J =
∂(x′0, x′1, x′2, x′3)

(x0, x1, x2, x3)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂x′0

∂x0
∂x′0

∂x1 ...
∂x′1

∂x0
∂x′1

∂x1 ...
... ... ...

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Дифференцируем x′k = xk+δxk с учетом ∂xk

∂xn = δkn: ∂x′k

∂xn = δkn+
∂δxk

∂xn .
Тогда

J =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 + ∂δx0

∂x0
∂δx0

∂x1 ...
∂δx1

∂x0 1 + ∂δx1

∂x1 ...
... ... ...

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Согласно (28), нам предстоит учитывать только слагаемые, линей-
ные по вариациям. Поэтому при раскрытии определителя оставим
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только произведение диагональных элементов: J ≈ (1 + ∂δx0

∂x0 )(1 +
∂δx1

∂x1 )... ≈ 1 + ∂δx0

∂x0 + ∂δx1

∂x1 + ... = 1 + ∂δxk

∂xk . Запишем L′(x′) в ви-
де L(x) + δL(x). В результате перечисленных преобразований (28)
принимает вид

δA =

∫

Ω

{

δL+ L∂δx
k

∂xk

}

dx. (31)

Расписав δL, получим

δA =

∫

Ω

{

∂L
∂xk

δxk +
∂L
∂ui

δ̄ui +
∂L
∂ ∂ui

∂xk

δ̄
∂ui
∂xk

+ L∂δx
k

∂xk

}

dx. (32)

Обратим внимание, что в первом, третьем и четвертом слагаемых
производные по координатам ∂

∂xk есть, а во втором слагаемом —
нет. Напомним, что в подынтегральном выражении желательно по-
явление дивергенции (см. наводящие соображения). Для этого, во-
первых, исходя из уравнения Лагранжа, заменим ∂L

∂ui
на ∂

∂xk
∂L

∂
∂ui

∂xk

.

Во-вторых, в третьем слагаемом внесем вариацию с черточкой под
знак производной: δ̄ ∂ui

∂xk = ∂
∂xk δ̄ui. Теперь видно, что выражение

в фигурных скобках можно записать в виде суммы производных
произведений:

δA =

∫

Ω

∂

∂xk

{

Lδxk +
∂L
∂ ∂ui

∂xk

δ̄ui

}

dx. (33)

Чтобы привести δA к виду (29), еще нужно расписать вариации
координат и полевых функций через независимые параметры пре-
образования δωn. Для этого входящую в (33) вариацию δ̄ui выра-

жаем через δui и δxk: δ̄ui = δui − δui = δui − ∂ui

∂xk δx
k. С учетом (27)

получаем формулу (29), в которой

θkn(x) =
∂L
∂ ∂ui

∂xk

(
∂ui
∂xl

X l
n − ψin

)

−Xk
nL.

Для удобства дальнейшего использования сгруппируем слагаемые,
содержащие матрицу X , для чего запишем Xk

n в виде δkl X
l
n; тогда

θkn(x) = T k
lX

l
n − ∂L

∂ ∂ui

∂xk

ψin, (34)
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где

T k
l(x) =

∂L
∂ ∂ui

∂xk

∂ui
∂xl

− Lδkl . (35)

Далее на основе общих формул (30), (34) будут получены фор-
мулы для конкретных физических величин, законы сохранения ко-
торых обусловлены симметриями относительно непрерывных пре-
образований.

6 Симметрия относительно трансляций.

Четырехмерный импульс

Опыт показывает, что имеет место симметрия относительно транс-
ляции (параллельного переноса замкнутой физической системы
как целого) в пространстве и трансляции во времени. Также это
свойство формулируют как однородность пространства-времени.
Математически трансляция эквивалентна параллельному переносу
системы координат. Для нахождения соответствующих сохраняю-
щихся величин нужно найти матрицы Xk

n, ψin, которые описывают
эти преобразования.

Начнем с поиска матрицы ψin, которая входит в закон преобра-
зования полевой функции. Полевая функция может быть тензором
того или иного ранга (в том числе скаляром или вектором) или спи-
нором. Скаляры и компоненты тензоров, спиноров не изменяются
при параллельном переносе. Значит, в случае трансляций ψin ≡ 0.

Найдем матрицу Xk
n, которая отвечает за преобразование ко-

ординат при трансляциях. Кроме этой матрицы, преобразование
характеризуется также набором независимых параметров δωn; эти
параметры в формулу (34) не входят, но они нужны для нахожде-
ния Xk

n. В случае трансляции в качестве независимых параметров
можно выбрать сами вариации координат: δωn = δxn, поскольку
параллельный перенос вдоль каждой из осей, в том числе вдоль
оси времени, можно выполнять по отдельности, т.е. независимо.
Подставим это δωn в (27) и получим δxk = Xk

nδx
n, откуда следует,

что искомая матрица равна символу Кронекера: Xk
n = δkn.

Подстановка найденных Xk
n, ψin в (34) приводит к θkn(x) =

T k
n(x). Забегая вперед, отметим, что T k

n(x) называется тензором
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энергии-импульса поля. Соответствующую сохраняющуюся вели-
чину обозначим Pn: Pn =

∫

V

T 0n(x)dV . Также забегая вперед, ука-

жем, что это — 4-импульс поля. Чтобы проверить это утверждение,

рассмотрим компоненту P 0 =
∫

V

(
∂L
∂u̇i

u̇i − L
)

dV . Сходство подынте-

грального выражения с известной из теоретической механики фор-
мулой H =

∑

i

∂L
∂q̇i
q̇i − L для энергии системы со счетным числом

степеней свободы позволяет предположить, что P 0 — это энергия
поля H (напомним, что c = 1). В свою очередь, это означает, что

Pα, α = 1, 2, 3 — компоненты импульса ~P . Окончательная проверка
этого и аналогичных предположений производится в ходе дальней-
шего развития теории и решения практических задач. Критерием
правильности предположений является отсутствие противоречий в
теории.

Подынтегральное выражение в формуле для P 0 — это плотность
энергии поля

H =
∂L
∂u̇i

u̇i − L. (36)

7 Симметрия относительно поворотов.
Момент импульса

Опыт показывает, что пространство является не только однород-
ным, но и изотропным. В частности, это проявляется в том, что
свойства любой замкнутой системы не изменяются при повороте
этой системы как целого. Сначала для удобства будем рассматри-
вать повороты в 4-мерном пространстве, описываемые формулами
(23), (24), после чего выделим чисто пространственные повороты.

Для нахождения матрицы Xk
n необходимо сравнить общее пре-

образование координат (27) с преобразованием поворота (23). Для
того, чтобы сравнение стало возможным, сначала необходимо за-
писать преобразование малого поворота:

δxk = x′k − xk = Ωk
nx

n − xk = /xk = δknx
n/ = εknx

n, (37)

где εkn = Ωk
n − δkn — матрица малого поворота. Ее элементы пре-

тендуют на роль δωn. Для описания поворота в 4-мерном простран-
стве требуется 6 параметров — по числу плоскостей вращения, т.е.
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по числу пар координатных осей. Найдем число существенных, т.е.
ненулевых и независимых, элементов матрицы ε. Для этого пока-
жем, что она антисимметрична: εkn = −ε k

n . Это следует из свойства
(24) ортогональности матрицы Ω. Для доказательства следует под-
ставить Ωk

n = δkn + εkn, Ω m
k = δmk + ε m

k в (24) и пренебречь слагае-
мыми второго порядка малости. Из антисимметричности матрицы
ε следует, что ее диагональные элементы равны нулю. Из 12-ти
ненулевых элементов 6 независимы; остальные отличаются от них
только знаком. Итак, в качестве δωn можно взять εmn, m < n. В
связи с этим в общих формулах (27) перейдем к нумерации неза-
висимых параметров двумя индексами, т.е. заменим δωn на δωmn,
Xk

n на Xk
mn. В результате (27) запишется виде

δxk = Xk
mnδω

mn =
∑

m,n; m<n

Xk
mnε

mn. (38)

Для нахождения Xk
mn следует сравнить (38) и (37). Для этого

нужно привести правую часть (37) к виду (38): δxk = εknxn =
εmnδkmxn =

∑

m,n; m<n
εmnδkmxn+

∑

m,n; m>n
εmnδkmxn. Во второй сумме

меняем местами m и n и учитываем, что εnm = −εmn, и тогда

δxk =
∑

m,n; m<n

(δkmxn − δknxm)εmn. (39)

Сравнивая (39) с (38), находим

Xk
mn = δkmxn − δknxm. (40)

Матрицу ψimn пока оставим в общем виде.
В формуле (34) заменяем индекс n на пару индексов mn и учи-

тываем (40). Нас интересуют чисто пространственные повороты:
m = α, n = β, α, β = 1, 2, 3. Сохраняющуюся величину обозначим

Mαβ , α < β; она содержит два слагаемых: Mαβ = M
(o)
αβ + M

(c)
αβ .

Рассмотрим первое из них:

M
(o)
αβ =

∫

V

(T 0
αxβ − T 0

βxα)dV. (41)

Согласно предыдущему параграфу, T 0
α(x) = πα(x) — плотность

импульса поля (точнее, одна из проекций этой векторной вели-
чины), тогда πα(x)dV — импульс поля в объеме dV . Сравнение
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(παxβ − πβxα)dV с проекциями орбитального момента импульса
частицы

~M = [~r, ~p] =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

~i ~j ~k
x y z
px py pz

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(42)

показывает, что M
(o)
12 = −Mz, M

(o)
13 =My, M

(o)
23 = −Mx. Итак, M

(o)
αβ

связаны с проекциями вектора орбитального момента импульса по-
ля. Тогда очевидно, что второе слагаемое

M
(c)
αβ = −

∫

V

∂L
∂u̇i

ψi αβdV (43)

связано с проекциями собственного момента импульса поля, т.е.
связано со спином.

Спин скалярных частиц
Для скалярной полевой функции при поворотах δui(x) = 0, по-

этому ψi αβ = 0. Из (43) следует, что скалярное поле не имеет соб-
ственного момента импульса. Значит, нет спина и у квантов это-
го поля — «скалярных частиц». Например, из опыта известно, что
спин π-мезонов равен нулю. Поэтому их следует описывать скаляр-
ной полевой функцией.

Формула для спина векторного поля
Пусть ui — 4-вектор. Тогда, по аналогии с Xk

αβ , ψi
αβ = δiαuβ −

δiβuα, и

M
(c)
αβ =

∫

V

(
∂L
∂u̇β

uα − ∂L
∂u̇α

uβ

)

dV. (44)

Из электродинамики известно, что электромагнитное поле описы-
вается потенциалом An(x), который является 4-вектором. Значит,
у электромагнитного поля, а тогда и у его квантов — фотонов —
есть собственный момент импульса. Численное значение спина фо-
тона можно найти после перехода к квантовому описанию поля. В
настоящее пособие вычисление спина фотона не включено. Но за-
мечательно уже то, что мы получили указание на существование
спина и что волновые функции частиц, имеющих спин, не являются
скалярами.
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8 Глобальная калибровочная симметрия.

Электрический заряд

Заряды частиц принимают строго определенные значения, поэтому
заранее не очевидно, что заряд сохраняется благодаря симметрии
относительно некоторого непрерывного преобразования. Однако на
это указывает то, что, с одной стороны, как известно из электроди-
намики, плотность четырехмерного тока jk(x) подчиняется уравне-

нию непрерывности ∂jk(x)
∂xk = 0, из которого и следует закон сохра-

нения заряда; с другой стороны, согласно теореме Нётер, к уравне-

ниям непрерывности
∂θk

n(x)
∂xk = 0 приводят любые непрерывные сим-

метрии. Симметрия, которая отвечает за сохранение заряда, была
открыта математиком Вейлем. Попробуем найти это преобразова-
ние, исходя из следующих наводящих соображений.

1. Заряд — внутреннее свойство частиц, не связанное с движени-
ем, поэтому предположим, что искомое преобразование не за-
трагивает координат, т.е. Xk

n = 0. Остается найти коэффици-
енты ψjn, входящие в закон преобразования полевых функций
δuj = ψjnδω

n.

2. Из квантовой механики известны формулы для плотности заря-
да и плотности тока для случая релятивистских бесспиновых ча-

стиц: ρ ∼
∗

Ψ∂Ψ
∂t −Ψ∂

∗

Ψ
∂t ; ~j ∼

∗

Ψ∇Ψ −Ψ∇
∗

Ψ. Они получаются путем
сравнения уравнения Клейна — Гордона — Фока с уравнением
непрерывности. Собственно, это — те формулы, которые мы в
конце концов и получим. Но мы заодно найдем соответствую-
щую симметрию, которая в дальнейшем будет использована и в

других целях. А пока обратим внимание, что, если
∗

Ψ = Ψ, то
ρ = 0, ~j = 0, и сделаем вывод, что заряженные поля описы-
ваются комплексными полевыми функциями. В частности, поле
π-мезонов должно описываться комплексной скалярной полевой
функцией, которую далее обозначаем u(x). При этом в общих
формулах типа (27) индекс у полевой функции сохраняется; он
может нумеровать, например, действительную и мнимую части
комплексной функции u(x).

3. Так как координаты не преобразуются, то δuj(x) = δ̄uj(x). Тогда
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δA = δ̄A =
∫

Ω

δ̄Ldx, так что можно искать такое преобразование

полевых функций, которое не изменяет лагранжиана. L — дей-
ствительный скаляр, поэтому полевые функции могут входить в

него в составе произведения
∗
uu и в составе скалярного произве-

дения ∂
∗

u
∂xk

∂u
∂xk

.

Подбирается простое и в то же время содержательное преобра-
зование, которое не изменяет этих произведений:

u′(x) = eiαzu(x),
∗
u′(x) = e−iαz ∗

u(x) (45)

— глобальное калибровочное преобразование. Оно содержит всего
один параметр δω = α, поэтому общая формула (27) принимает вид

δuj(x) = ψjα. (46)

Преобразование (45) называется «глобальным» потому, что пара-
метр α не зависит от координат; другими словами, во всех точках
4-мерного пространства полевая функция преобразуется одинако-
во. В (45) z — некоторая константа; в дальнейшем выяснится, что
z — элементарный электрический заряд.

На основе (45) запишем соответствующее малое преобразование:

{
δu(x) = лин.(u′(x)− u(x)) = лин.(eiαz − 1)u(x) = iαzu(x);

δ
∗
u(x) = −iαz ∗u(x).

(47)
Сравниваем конкретное преобразование (47) с общей формулой
(46). В отличие от (47), в (46) полевая функция имеет индекс j.
Так как рассматриваемая полевая функция — комплексный ска-
ляр, можно было бы принять, что в (46) u1 = Reu, u2 = Imu.
Тогда на основе (47) нужно было бы записать преобразования для
u1, u2. Однако в некоторых отношениях удобнее в (46) принять

u1 = u, u2 =
∗
u. Это возможно благодаря взаимно-однозначному со-

ответствию между {Reu, Imu} и {u, ∗
u}. Поэтому (46) запишется

в виде

δu(x) = ψ1α, δ
∗
u(x) = ψ2α. (48)

Сравнивая (48) с (47), находим

ψ1 = izu, ψ2 = −iz ∗u. (49)
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Подставив найденные Xk
n и ψj в (34), найдем тензор θkn и сохра-

няющуюся величину, которую обозначим Q:

Q = −
∫

V

∂L
∂u̇j

ψjdV = iz

∫

V

(
∂L
∂u̇∗

∗
u− ∂L

∂u̇
u

)

dV. (50)

В дальнейшем мы увидим, что Q — это электрический заряд об-
ласти V . Сейчас отметим только, что Q = 0 при z = 0 или при
∗
u = u. Что касается вопроса о причинах, по которым сохранение
заряда обусловлено именно глобальной калибровочной симметрией,
то, как полагают, ответ на него кроется в топологических свойствах
пространства.

Отметим, что, так как функции Reu(x) и Imu(x) независимы, то

независимы и функции u(x),
∗
u(x). Поэтому, например, ∂

∗

u
∂u = 0, ∂u

∂
∗

u
=

0. Более подробное объяснение независимости u,
∗
u см., например,

в [9], стр. 333.

9 Релятивистские уравнения для свобод-
ных полей

9.1 Уравнение Клейна—Гордона—Фока

В квантовой механике это уравнение описывает эволюцию волно-
вой функции ui(x) свободной частицы с целым спином, в частности,
нулевым. В квантовой электродинамике это же уравнение описыва-
ет релятивистское классическое (т.е. неквантованное) поле, полевая
функция которого ui(x) в результате выполнения вторичного кван-
тования заменяется оператором ûi(x), который отвечает за рожде-
ние и уничтожение вышеупомянутых частиц.

С целью дальнейшего обобщения напомним схему «вывода»
уравнения Клейна — Гордона — Фока. Записываем релятивист-
скую связь энергии с импульсом: E2 − c2~p 2 − m2c4 = 0. Вводим
вектор 4-импульса: pn = {E/c, ~p}. Тогда релятивистская связь
запишется в виде (p0)2 − (p1)2 − (p2)2 − (p3)2 − m2c2 = 0, или
p0p

0 + p1p
1 + p2p

2 + p3p
3 − m2c2 = 0, т.е. pkp

k − m2c2 = 0. Вво-
дим волновую функцию ui(x), а компоненты 4-импульса заменяем
операторами:

(p̂kp̂
k −m2c2)ui(x) = 0. (51)

33



Известно, что операторы энергии и импульса имеют следующий
вид: Ê = i~ ∂

∂t = ic~ ∂
∂x0 = ic~∂0 = ic~∂0; ~̂p = −i~∇ ⇒ p̂α =

−i~ ∂
∂xα = −i~∂α = i~∂α и аналогично p̂α = i~∂α, где α = 1, 2, 3;

итак, p̂k = i~∂k, p̂k = i~∂k, где k = 0, 1, 2, 3. Подставив эти опе-
раторы в (51), получим уравнение Клейна — Гордона — Фока для
свободной частицы: (∂k∂

k +m2c2/~2)ui(x) = 0, или, в системе еди-
ниц, в которой c = ~ = 1,

(∂k∂
k +m2)ui(x) = 0. (52)

В частности, для заряженных бесспиновых частиц имеем два урав-

нения (∂k∂
k +m2)u(x) = 0, (∂k∂

k +m2)
∗
u(x) = 0.

9.2 Уравнение Д’Аламбера

Уравнению Д’Аламбера подчиняется 4-потенциал An(x) электро-
магнитного поля:

∂k∂
kAn(x) = 0. (53)

Сравнив это уравнение с уравнением Клейна — Гордона — Фока
(52), видим, что m = 0, т.е. фотоны — частицы безмассовые. То, что
полевая функция — 4-вектор, соответствует тому, что у фотонов
есть спин.

10 Лагранжианы свободных полей
(лабораторная работа 1)

Цель работы: построение лагранжианов свободного комплексного
скалярного поля и электромагнитного поля.

10.1 Комплексное скалярное поле

Дано: уравнения Клейна — Гордона — Фока

(∂k∂
k +m2)u(x) = 0, (54)

(∂k∂
k +m2)

∗
u(x) = 0 (55)
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и уравнения Лагранжа:

∂L
∂u

− ∂

∂xk
∂L
∂∂ku

= 0, (56)

∂L
∂
∗
u
− ∂

∂xk
∂L
∂∂k

∗
u
= 0. (57)

Задание: построить минимальный лагранжиан (с точностью до
постоянного множителя), при подстановке которого в уравнения
(56), (57) получаются уравнения (54), (55).

Указания
Требования к лагранжиану L.
Обязательные требования:

1)
∗

L = L ; 2) L — скаляр ; 3) L не зависит явно от x (локаль-
ность).

Условие «минимальности»:
4) L не содержит 2-й и более старших производных.

Итак, структура лагранжиана: L = L(uj(x), ∂uj

∂xk ).
В случае комплексного скалярного поля u1(x) = u(x), u2(x) =

∗
u(x). Все функции, входящие в лагранжиан (u,

∗
u, ∂0u, ∂1u ...),

являются независимыми.

10.2 Действительное векторное поле

Дано: уравнение Д’Аламбера

∂k∂
kAn(x) = 0. (58)

Задание: построить минимальный лагранжиан (с точностью до
постоянного множителя), при подстановке которого в уравнение
Лагранжа

∂L
∂An

− ∂

∂xk
∂L

∂∂kAn
= 0 (59)

получается уравнение (58).
Указание. Предварительно вычислите производные

∂ana
n

∂ak
,
∂amna

mn

∂akl
,

где an — некоторый 4-вектор, amn — некоторый тензор 2-го ранга.
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10.3 Ответы

1. Лагранжиан комплексного скалярного поля:

L = (∂k
∗
u(x))(∂ku(x))−m2 ∗

u(x)u(x). (60)

2. Лагранжиан действительного векторного поля:

L = −1

2
(∂kAn(x))(∂

kAn(x)). (61)

Замечание. На основе однородного уравнения минимальный
лагранжиан можно построить только с точностью до постоянного
множителя. В правильности знаков в формулах (60) и (61) мы
убедимся в ходе проверки неотрицательности энергии свободных
полей.

11 Гамильтониан и заряд свободного
комплексного скалярного поля

Здесь мы рассматриваем свободное поле, что означает, что это поле
не взаимодействует с другими полями, в частности, с электромаг-
нитным полем. Отсутствие взаимодействия с электромагнитным
полем приводит к тому, что заряженные частицы — кванты ком-
плексного поля — не взаимодействуют также друг с другом. Таким
образом, свободное поле — довольно абстрактный объект, который,
тем не менее, необходимо рассмотреть. Для нахождения гамиль-
тониана и заряда следует подставить лагранжиан (60) в формулы
(36) и (50), затем в полученные формулы нужно подставить реше-

ния u(x),
∗
u(x) уравнений Клейна — Гордона — Фока (54), (55).

11.1 Решение уравнений Клейна—Гордона—Фока

Решим уравнение (54) методом преобразования Фурье по компо-
нентам ~r = (x1, x2, x3).

Выделяем из оператора ∂n∂
n пространственную часть: ∂n∂

n =
∂2

∂(x0)2
− ∇2. Запишем прямое и обратное преобразования Фурье
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функции u(x) = u(x0, ~r):

ũ(x0, ~k) = (2π)−3/2

∫

R3

u(x)e−i~k~rd~r, (62)

где d~r = dV — элемент объема;

u(x) = (2π)−3/2

∫

R3

ũ(x0, ~k)ei
~k~rd~k. (63)

Подставим (63) в (54) и с учетом ∇2ei
~k~r = −~k2

ei
~k~r получим

∫

R3

{
∂2ũ

∂(x0)2
+ (~k

2
+m2)ũ

}

ei
~k~r d~k = 0,

откуда с учетом определений преобразования Фурье (62), (63) сле-
дует, что фигурная скобка в подынтегральном выражении тожде-
ственно равна нулю:

∂2ũ

∂(x0)2
+ (~k

2
+m2)ũ = 0;

это — уравнение для ũ, и его решение имеет вид

ũ(x0, ~k) = ϕ1(~k)e
ik0x

0

+ ϕ2(~k)e
−ik0x

0

,

где ϕ1(~k), ϕ2(~k) — пока произвольные функции; k0 =

√

~k
2
+m2. В

результате обратного преобразования (63) получим

u(x) = (2π)−3/2

∫

R3

ϕ1(~k)e
i(k0x

0+~k~r)d~k + (2π)−3/2

∫

R3

ϕ2(~k)e
−i(k0x

0−~k~r)d~k.

Во втором слагаемом скобка в показателе экспоненты содержит
скалярное произведение knx

n. Для того, чтобы записать в таком же
компактном виде показатель экспоненты в первом слагаемом, пе-
рейдем в этом слагаемом от интегрирования по компонентам ~k к ин-
тегрированию по компонентам −~k, в результате чего рассматривае-
мое слагаемое примет вид (2π)−3/2

∫

R3

ϕ1(−~k)eiknxn

d~k. Для дальней-

шего удобно вместо произвольных функций ϕ1(~k), ϕ2(~k) ввести про-

извольные функции ϕ(+)(k) = ϕ1(−~k)
√
2k0, ϕ

(−)(k) = ϕ2(~k)
√
2k0.
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Множитель
√
2k0 вынесен из функций ϕ1, ϕ2 для упрощения неко-

торых формул в дальнейшем. Для краткости записи обозначим

1/(2π)3/2
√

2k0 = η(k) (64)

(«нормировочный множитель»). В результате решение уравнения
(54) запишется в виде

u(x) = u(+)(x) + u(−)(x), (65)

u(±)(x) =

∫

R3

η(k)ϕ(±)(k)e±iknxn

d~k. (66)

u(+)(x), u(−)(x) называются соответственно положительно- и отри-
цательно-частотными составляющими функции u(x).

Аналогично решается уравнение (55):

∗
u(x) =

∗
u(+)(x) +

∗
u(−)(x), (67)

∗
u(±)(x) =

∫

R3

η(k)
∗
ϕ(±)(k)e±iknxn

d~k. (68)

Отметим, что эти формулы для
∗
u(x) получены не путем приме-

нения сопряжения к формулам (65), (66), а путем замены в (65),

(66) функций u, ϕ на функции
∗
u,

∗
ϕ. Поэтому ниоткуда не следует,

что, например,
∗
u(+)(x) — это (u(+))∗; сейчас мы увидим, что это

действительно не так.

Правила вычисления сопряжений (u(±))∗, (ϕ(±))∗

Применим комплексное сопряжение к (65), (66):

∗
u(x) = (u(+)(x))∗ + (u(−)(x))∗, (69)

(u(±)(x))∗ =

∫

R3

η(k)(ϕ(±)(k))∗e∓iknx
n

d~k. (70)

Обратите внимание на изменение знака в показателе экспоненты.

Сравнив (69), (70) с (67), (68), находим, что (ϕ(+)(k))∗ =
∗
ϕ(−)(k),

(ϕ(−)(k))∗ =
∗
ϕ(+)(k), а тогда и (u(±)(x))∗ =

∗
u(∓)(x), т.е. при взятии

сопряжения изменяется частотность.
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11.2 Гамильтониан и заряд поля

В общую формулу (36) для H подставляем u1 = u, u2 =
∗
u: H =

∂L
∂u̇ u̇+

∂L
∂u̇∗

u̇∗ −L. Подставляем сюда L согласно (60). Для вычисле-
ния производных от L по u̇, u̇∗ учтем, что ∂0u = ∂0u = u̇, и запи-

шем L в виде L = u̇∗u̇+
3∑

α=1
(∂α

∗
u)(∂αu)−m2 ∗

uu. Напомним, что при

вычислении частных производных производные ∂ku при разных k

считаются независимыми и что ∂ku и ∂k
∗
u также независимы. По-

этому ∂L
∂u̇ = u̇∗, ∂L

∂u̇∗
= u̇, и H = 2u̇∗u̇− u̇∗u̇−

3∑

α=1
(∂α

∗
u)(∂αu) +m2 ∗

uu,

или, с учетом ∂αu = −∂αu,

H =

3∑

n=0

(∂n
∗
u)(∂nu) +m2 ∗

uu. (71)

Обсудим ход вычислений полной энергии поля H =
∫

R3

Hd~r. Под-

ставляем сюда (71) и (65)-(70); при этом возникают интегралы типа
∫

R3

d~r

∫

R3

d~k

∫

R3

d~k′f(~k,~k′)e−i(~k−~k′)~r.

Из всех интегралов можно вычислить только интеграл по d~r, так
как остальные интегралы содержат неизвестные функции. Для вы-
числения используем известную формулу

∫

R3

exp [±i(~k − ~k′)~r ]d~r = (2π)3δ3(~k − ~k′).

Теперь благодаря дельта-функции появляется возможность вычис-
лить один из оставшихся интегралов:

∫

R3

f(~k,~k′)δ3(~k
′ − ~k)d~k′ = f(~k,~k).

Окончательная формула для энергии имеет вид

H =

∫

R3

(
∗
ϕ(+)(k)ϕ(−)(k) + ϕ(+)(k)

∗
ϕ(−)(k)

)

k0d~k. (72)
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Энергия свободного поля должна быть положительной. Прове-

рим, выполняется ли это требование. Так как
∗
ϕ(+) = (ϕ(−))∗, то

∗
ϕ(+)ϕ(−) = |ϕ(−)|2; аналогично, ϕ(+) ∗ϕ(−) = |ϕ(+)|2. Учитывая так-
же, что k0 > 0, видим, что H > 0. Тем самым мы, в частности,
проверили, что в §10 правильно выбрали знак лагранжиана.

Аналогично находим 4-импульс поля:

Pn =

∫

R3

(
∗
ϕ(+)(k)ϕ(−)(k) + ϕ(+)(k)

∗
ϕ(−)(k)

)

knd~k. (73)

Выражение в скобках, очевидно, равно плотности числа частиц в
расчете на единичный объем в пространстве импульсов.

Аналогично выводится формула для заряда поля:

Q = z

∫

R3

(
∗
ϕ(+)(k)ϕ(−)(k)− ϕ(+)(k)

∗
ϕ(−)(k)

)

d~k. (74)

Пусть z > 0. Тогда слагаемые в скобках равны соответственно плот-
ности числа положительных и отрицательных частиц в единице
объема пространства импульсов. Это лишний раз подтверждает,
что Q — это заряд поля, а z — элементарный заряд.

В дальнейшем нам также понадобятся заряд внутри некоторой
области V

Q = iz

∫

V

(u̇(x)u∗(x) − u̇∗(x)u(x)) dV (75)

и плотность 4-тока

jn(x) = iz
(
∗
u(x)∂nu(x)− u(x)∂n

∗
u(x)

)

. (76)

12 Гамильтониан свободного электромаг-

нитного поля

Четырехмерный потенциал свободного электромагнитного поля
подчиняется уравнению Д’Аламбера ∂k∂

kAn(x) = 0; кроме того,
на него накладывается условие Лоренца ∂nA

n(x) = 0. Уравнение
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Д’Аламбера решается тем же методом, что и уравнение Клейна—
Гордона, и в результате получается

An(x) = A(+)
n (x) +A(−)

n (x), A(±)
n (x) =

∫

R3

η(k)B(±)
n (k)e±iklx

l

d~k,

(77)

где k0 = |~k|, а B
(+)
n (k), B

(−)
n (k) — произвольные 4-векторы.

Потенциал An(x) должен быть действительным, так как фо-
тоны не имеют электрического заряда. Однако положительно- и

отрицательно-частотные составляющие A
(±)
n могут быть комплекс-

ными. Применим к (77) комплексное сопряжение и, потребовав
∗

An = An, получим правила взятия комплексного сопряжения ча-

стотных составляющих: (A
(±)
n (x))∗ = A

(∓)
n (x), (B

(±)
n (k))∗ = B

(∓)
n (k).

Подставим H = ∂L
∂Ȧm

Ȧm − L, L = − 1
2 (∂kAn(x))∂

kAn(x) и (77) в

H =
∫

R3

HdV , и в результате вычислений, аналогичных тем, которые

обсуждались в предыдущем параграфе, получим

H = −1

2

3∑

k=0

(∂kAm)(∂kA
m),

H = −
∫

R3

B(+)
m (k)B(−)m(k)k0d~k =

=

∫

R3

(

~B(+)(k) ~B(−)(k)−B
(+)
0 (k)B(−)0(k)

)

k0d~k. (78)

Выражение в скобках можно записать в виде разности | ~B(+))|2 −
|B(+)0|2 двух положительных величин, поэтому положительность
H пока не гарантирована.

Компоненты 4-потенциалаAn(x) не являются независимыми: они
связаны условием Лоренца ∂nA

n(x) = 0. Подставив сюда решение
(77), получим связь компонент импульсных потенциалов B(±)n(k):

knB
(±)n(k) = 0, или k0B(±)0 = ~k ~B(±). С учетом этого вместо (78)

получим гамильтониан

H =

∫

R3

(

~B(+)(k) ~B(−)(k)− (~k ~B(+)(k))(~k ~B(−)(k))/(k0)2
)

k0d~k. (79)
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Его положительность тоже не гарантирована; отрицательные чле-
ны в общем случае не уничтожаются, потому что первое слагаемое

~B(+)(k) ~B(−)(k) =
3∑

α=1
B

(+)
α B

(−)
α содержит только «диагональные»

члены, а произведение двух скалярных произведений

(~k ~B(+))(~k ~B(−)) =

3∑

α=1

kαB
(+)
α

3∑

β=1

kβB
(−)
β

содержит также недиагональные члены B
(+)
α B

(−)
β , в которых β 6= α.

Эту проблему можно решить с помощью следующего приема.
Векторы ~B (±)(k) разложим по некоторой тройке взаимно пер-

пендикулярных единичных векторов ~ε (λ), λ = 1, 2, 3: ~B (±) =
3∑

λ=1

a
(±)
λ (k)~ε (λ)(k). Роль полевых функций теперь играют коэф-

фициенты разложения a
(±)
λ (k). Тройку векторов нужно располо-

жить так, чтобы каждое из двух скалярных произведений ~k ~B(±)

содержало не три, а только одно слагаемое. Для этого один из
векторов тройки, например, ~ε (3), направим вдоль вектора ~k. Так
как в ходе интегрирования направления ~ε (λ) непрерывно изме-
няются, такая тройка векторов называется локальным репером.
Итак, орты локального репера определяем следующим образом:

|~ε (λ)| = 1; ~k~ε (1) = ~k~ε (2) = 0; ~k~ε (3) = |~k|. Тогда ~k ~B (±) = |~k|a(±)
3 ,

~B (+) ~B (−) =
3∑

λ=1

a
(+)
λ a

(−)
λ . С учетом k0 = |~k| находим

H =

∫

R3

2∑

λ=1

a
(+)
λ (k)a

(−)
λ (k)k0d~k. (80)

Из правила взятия комплексного сопряжения для функций B
(±)
n

следует аналогичное правило для a
(±)
λ :

(

a
(±)
λ

)∗

= a
(∓)
λ . Отсюда сле-

дует неотрицательность H .
Тот факт, что гамильтониан (а также и другие наблюдаемые ве-

личины) содержит только две компоненты a1, a2 4-вектора an, от-
ражает свойство поперечности электромагнитных волн.

Входящие в (77) функции B
(±)
n , в том числе B

(±)
0 , тоже нужно
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выразить через a
(±)
λ :

B(±)
n (k)=

3∑

λ=0

ε(λ)n (k)a
(±)
λ (k)=знак суммы опускаем=ε(λ)n (k)a

(±)
λ (k),

где

ε
(α)
0 = 0 (α = 1, 2, 3), ε(0)n = δ0n. (81)

В результате A
(±)
n (x) запишутся в виде

A(±)
n (x) =

∫

R3

η(k)ε(λ)n (k)a
(±)
λ (k)e±iklx

l

d~k. (82)

Из (80) следует, что a
(+)
λ (k)a

(−)
λ (k) — это плотность числа фо-

тонов с линейной поляризацией λ в расчете на единичный объем
пространства импульсов.

Известно, что с помощью сложения линейно поляризованных
волн можно получить волну с круговой поляризацией. Для этого
нужно фазу колебаний вдоль ~ε (2) сдвинуть относительно фазы ко-
лебаний вдоль ~ε (1) на ±π/2. Это можно сделать путем умножения

a
(±)
2 на ±i = e±iπ/2. В связи с эти введем функции

b
(+)
1 =

1√
2
(a

(+)
1 − ia

(+)
2 ), b

(+)
2 =

1√
2
(a

(+)
1 + ia

(+)
2 ).

Поскольку нужно сохранить структуру и явную неотрицательность

H , требуем (b
(±)
α )∗ = b

(∓)
α . Тогда

b
(−)
1 =

1√
2
(a

(−)
1 + ia

(−)
2 ), b

(−)
2 =

1√
2
(a

(−)
1 − ia

(−)
2 ).

Выразим также a
(±)
λ через b

(±)
α :

a
(±)
1 =

1√
2
(b

(±)
1 + b

(±)
2 ), a

(±)
2 = ± i√

2
(b

(±)
1 − b

(±)
2 ).

Из этих формул следует a
(+)
1 a

(−)
1 + a

(+)
2 a

(−)
2 = b

(+)
1 b

(−)
1 + b

(+)
2 b

(−)
2 , и

тогда

H =

∫

R3

2∑

α=1

b(+)
α (k)b(−)

α (k)k0d~k. (83)
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Произведение b
(+)
α b

(−)
α ∈ R > 0 имеет смысл плотности числа фо-

тонов с круговой поляризацией α в расчете на единичный объем
пространства импульсов.

Собственный момент импульса

Найдем собственный момент импульса электромагнитного поля.
Подставив (61) с учетом ui = Ai в (44), при V = R3 получим

M
(c)
αβ =

∫

R3

(ȦαAβ − ȦβAα) dV. (84)

Далее рассматриваем вектор момента импульса ~M (c), проекции ко-

торого, согласно (42), равны M
(c)
x = −M (c)

23 , M
(c)
y = M

(c)
13 , M

(c)
z =

−M (c)
12 . Подстановка (77) в (84) приводит ([2], стр. 46) к

~M (c) = i

∫

R3

[ ~B(+)(k)× ~B(−)(k)] d~k. (85)

Рассмотрим импульсную плотность собственного момента им-
пульса ~M(c) = i[ ~B(+)(k) × ~B(−)(k)]. Подставим сюда разложения

векторов ~B(±) и найдем компоненту вектора ~M(c) в направлении

волнового вектора ~k, которую обозначим ~S: ~S = i(a
(+)
1 (k)a

(−)
2 (k) −

a
(+)
2 (k)a

(−)
1 (k))~ε (3). Распишем a

(±)
λ через b

(±)
α и получим

~S = (b
(+)
1 (k)b

(−)
1 (k)− b

(+)
2 (k)b

(−)
2 (k))~ε (3). (86)

Теперь можно уточнить смысл операторов b
(±)
α . Из (86) с уче-

том неотрицательности произведений b
(+)
α b

(−)
α следует, что индексу

α = 1 соответствуют фотоны с направлением спина по направле-
нию движения (т.е. фотоны с правовинтовой спиральностью), а ин-
дексу α = 2 — фотоны с направлением спина против направления
движения (левовинтовая спиральность).

13 Взаимодействие полей

Напомним, что для расчета сечений необходим оператор Ŝ, кото-
рый выражается через оператор ĤI . Цель этого параграфа — по-
лучить формулу для гамильтониана взаимодействия HI . Запишем
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искомую величину в виде HI = H−Hсв. Здесь Hсв — гамильтони-
ан свободного комплексного скалярного поля, который мы нашли в
§11. H — гамильтониан комплексного скалярного поля, взаимодей-
ствующего с электромагнитным полем («полный гамильтониан»,
«гамильтониан системы»), который предстоит найти; он выража-
ется через полный лагранжиан L, который, в свою очередь, можно
найти путем сравнения полного уравнения Клейна—Гордона—Фока
с уравнением Лагранжа.

13.1 Уравнение Клейна—Гордона—Фока для комплекс-
ного скалярного поля, взаимодействующего с элек-
тромагнитным полем

Классическое (неквантованное) комплексное скалярное поле опи-
сывается теми же волновыми уравнениями, которыми в реля-
тивистской квантовой механике описывается поведение отдельной
бесспиновой заряженной частицы, а именно, уравнениями Клейна—
Гордона—Фока. Выше эти уравнения (54), (55) были записаны для
частного случая свободной частицы. Приведем схему учета взаи-
модействия частиц с электромагнитном полем.

Исходим из заготовки (51), которая справедлива как для сво-
бодных, так и взаимодействующих частиц, так как она основана
на универсальном соотношении между кинетической энергией и
импульсом. Очевидно, что при наличии электромагнитного поля
p̂n 6= i∂n, так как волновое уравнение для частицы в поле долж-
но отличаться от уравнения для свободной частицы. Однако опе-
ратор i∂n имеет определенный смысл и в случае взаимодействую-
щих частиц. Выясним смысл этого оператора. Для этого рассмот-
рим понятие обобщенного импульса. Выше было сказано, что энер-
гия системы состоит из энергии свободных частиц и энергии их
взаимодействия с электромагнитным полем: H = Hсв + HI . Из
электродинамики известно, что при наличии поля наряду с обыч-
ным импульсом частицы ~p = ∂Lсв

∂~v вводится обобщенный импульс
~P = ∂L

∂~v , где L = Lсв + LI — функция Лагранжа системы. На
основе энергий и импульсов вводятся четырехмерные импульсы:
обычный p = {Hсв/c, ~p} и обобщенный P = {H/c, ~P}. Из элек-
тродинамики также известна энергия взаимодействия HI = zϕ, где
z — заряд частицы, и связь обобщенного и обычного импульсов:
~P = ~p + z ~A. Скалярный и векторный потенциалы образуют че-
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тырехмерный потенциал A = {ϕ, ~A}. Таким образом, компоненты
обобщенного 4-импульса равны Pn = pn + zAn. Им соответствуют
операторы P̂n = p̂n + zÂn, причем в координатном представле-
нии действие оператора Ân заключается в умножении на функцию
An(x). При выяснении смысла оператора i∂n наводящим соображе-
нием может служить уравнение Шредингера i~ ∂

∂tΨ = ĤΨ; так как

Ĥ — гамильтониан системы, то и i~ ∂
∂t = i∂0 — оператор энергии

H системы. Это позволяет предположить, что i∂n — это оператор
обобщенного импульса P̂n. Тогда оператор обычного 4-импульса
равен p̂n = i∂n − zAn(x). Этот оператор и следует подставить в
(51) для получения искомого уравнения для полевой функции u(x).
Применив к уравнению комплексное сопряжение, получим также

уравнение для сопряженной функции
∗
u(x). Для сокращения запи-

си вводится оператор Dn = ∂n+ izAn — «удлиненная производная»
(«ковариантная производная»). В результате уравнения принима-
ют вид

(DkD
k +m2)u(x) = 0, (

∗

Dk

∗

Dk +m2)
∗
u(x) = 0. (87)

13.2 Полный лагранжиан L

Построим лагранжиан L комплексного скалярного поля, взаимо-
действующего с электромагнитным полем. L строится так, чтобы
он был действительным скаляром и чтобы при его подстановке в
уравнения Лагранжа (56), (57) получились уравнения (87). Доста-
точно рассмотреть одну из двух пар уравнений, например, (57)
и первое из (87). Исходя из найденного ранее лагранжиана (60)
свободного комплексного скалярного поля предположим, что ис-

комый лагранжиан имеет вид L = (
∗

Dn
∗
u)(Dnu) − m2 ∗

u(x)u(x) =

(∂n
∗
u−izAn

∗
u)(Dnu)−m2∗uu. Вычисляем частные производные: ∂L

∂
∗

u
=

−m2u− izAnD
nu, ∂L

∂∂k
∗

u
= Dku, и после подстановки в (57) получим

(DkD
k+m2)u = 0, что говорит о том, что L угадан правильно. Тем

самым найден и лагранжиан взаимодействия LI = L− Lсв.:

LI = iz(u(x)∂n
∗
u(x)− ∗

u(x)∂nu(x))A
n(x) + z2An(x)A

n(x)
∗
u(x)u(x).

(88)
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13.3 Гамильтониан взаимодействия HI

Полный гамильтониан определяется формулой (36)

H =
∂L
∂u̇

u̇+
∂L
∂u̇∗

u̇∗ − L,

в которой L — полный лагранжиан. Записав в этой формуле L, H
в виде сумм L = Lсв. + LI , H = Hсв. +HI , найдем

HI =
∂LI

∂u̇
u̇+

∂LI

∂u̇∗
u̇∗ − LI .

Здесь мы опустим один из этапов вычислений. При расчете мат-
ричных элементов S-оператора входящее в HI «нековариантное
слагаемое» ∂LI

∂u̇ u̇+ ∂LI

∂u̇∗
u̇∗ уничтожается. В связи с этим сразу при-

мем

HI = −LI .

В дальнейшем мы укажем ту величину, которая взаимно уничтожа-
ется с нековариантным слагаемым, и тоже ее отбросим. Подробные
выкладки можно посмотреть, например, в [6], с. 341—343.

Таким образом, гамильтониан взаимодействия равен

HI = (∂n
∗
u)(∂nu)− (

∗

Dn
∗
u)(Dnu) = iz(

∗
u∂nu− u∂n

∗
u)An − z2

∗
uuAnA

n.
(89)

13.4 Локальная калибровочная симметрия

Из электродинамики известно, что в случае свободного электромаг-
нитного поля замена

An(x) → A′
n(x) = An(x)− ∂nf(x) (90)

(«градиентное преобразование»; f(x) — произвольная действитель-
ная функция) не приводит к изменению уравнений Максвелла и
напряженностей поля и, тем самым, не приводит к изменению элек-
тромагнитного поля как физической системы. Установлено, что в
случае системы, содержащей заряженные частицы, взаимодейству-
ющие с электромагнитным полем, поведение системы не изменит-
ся, если одновременно с преобразованием (90) сделать следующее
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преобразование полевой функции заряженных частиц, называемое
локальным калибровочным преобразованием:

u′(x) = eizf(x),
∗
u′(x) = e−izf(x); (91)

здесь f(x) — та же функция, что и в (90).
В частности, при таком преобразовании лагранжиан L π-мезонов

в электромагнитном поле не изменяется. Убедимся в этом. L′ =

(
∗

D′
n
∗
u′)(D′nu′)−m2∗u′u′. То, что

∗
u′u′ =

∗
uu — очевидно. D′nu′ = [∂n+

izAn − iz(∂nf)]eizfu = eizf (∂nu + izAnu) = eizfDnu. Аналогично
∗

D′
n

∗
u′ = e−izf

∗

Dn
∗
u. Таким образом, L′ = L.

Локальная калибровочная симметрия оказалась универсальным
свойством взаимодействующих полей, и ее можно взять за осно-
ву при построении полного лагранжиана L. Проведем рассужде-
ние в обратном порядке. Берем за основу лагранжиан свободно-

го комплексного скалярного поля Lсв = (∂n
∗
u)(∂nu) − m2 ∗

uu. До-
пустим, у нас отсутствует понятие об электромагнитном поле, за-
то известно, что правильный лагранжиан L остается неизменным
при преобразовании (91), где f(x) — произвольная действительная
функция. Для слагаемого, содержащего m2, инвариантность оче-
видна, поэтому оно войдет и в формулу для L. Рассмотрим ∂nu′ =
∂n(eizfu) = eizf (iz(∂nf)u + ∂nu). Первое слагаемое в этой скобке
— лишнее. В правильном лагранжиане это слагаемое должно чем-
то компенсироваться. Это достигается путем «удлинения» произ-
водной ∂n → Dn = ∂n + ϕn(x), где ϕn(x) — некоторый 4-вектор.
Рассматриваем D′nu′ = eizf (iz(∂nf)u + ∂nu + ϕ′nu) =/требуем/=
eizfDnu = eizf (∂n+ϕn)u. Значит, (91) должно сопровождаться сле-
дующим преобразованием функции ϕn: ϕ′n(x) = ϕn(x) − iz∂nf(x).
Теория в основном построена, осталось навести порядок. Слагаемое
iz∂nf — чисто мнимое. Чтобы функции ϕ′n и ϕn были одного ти-
па, ϕn тоже должна быть чисто мнимой. Чтобы это выразить явно,
введем An(x): ϕn(x) = izAn(x). В результате удлиненная производ-
ная запишется в виде Dn = ∂n + izAn(x), причем калибровочное
преобразование (91) должно сопровождаться градиентным преоб-
разованием функции An: A′n(x) = An(x) − ∂nf(x). Строим L так,

чтобы он был действительным скаляром: L = (
∗

Dn
∗
u)(Dnu)−m2 ∗

uu.
В L вошла новая функция An(x); далее выясняется, что это —

полевая функция поля, осуществляющего взаимодействие заряжен-
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ных частиц друг с другом. В данном случае это — потенциал элек-
тромагнитного поля. Таким же способом вводят новые поля, кото-
рые описывают другие взаимодействия: слабое, ядерное. Такие по-
ля называются компенсирующими, или калибровочными, а кванты
этих полей — калибровочными бозонами.

14 Квантовое описание полей

14.1 Эрмитово сопряжение

Оператор
+

L̂ называется эрмитово-сопряженным по отношению к
оператору L̂, если при любых векторах состояния Φ, Ψ справедливо

(
∗

ΦL̂Ψ) = (
∗

Ψ
+

L̂Φ)∗. Из этой формулы следуют свойства эрмитова

сопряжения: (
+

L̂)+ = L̂; (L̂M̂)+ =
+

M̂
+

L̂; если f — число или функция

(не оператор), то
+

f =
∗

f .

Оператор L̂ называется эрмитовым, если
+

L̂ = L̂. Собственные
значения эрмитова оператора действительны, т.е. если L̂Ψ = LΨ,

то
∗

L = L.
Оператор Û называется унитарным, если его эрмитово сопряже-

ние равно обратному оператору:
+

Û = Û−1, т.е. если
+

Û Û = 1.
На основе унитарных операторов вводятся унитарные преобра-

зования: L̂′ =
+

Û L̂Û , Φ′ =
+

ÛΦ; L̂ = Û L̂′
+

Û , Φ = ÛΦ′. Если оператор
L̂ эрмитов, то L̂′ — тоже; у L̂ и L̂′ один и тот же набор собствен-
ных значений. В результате унитарного преобразования происходит
переход к другому представлению описания той же физической си-
стемы.

14.2 Переход к квантовому описанию полей

Согласно общим правилам квантовой механики, наблюдаемым ве-
личинам Pn, ~M , Q, HI ставятся в соответствие эрмитовы операто-

ры P̂n, ~̂M , Q̂, ĤI . Эти операторы вводятся на основе формул типа
(73), поэтому операторами (вообще говоря, неэрмитовыми) стано-
вятся и полевые функции. Координатные и импульсные полевые
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операторы связаны между собой теми же формулами типа (66),
что и соответствующие полевые функции:

û(±)(x) =

∫

R3

η(k)ϕ̂(±)(k)e±iklx
l

d~k. (92)

Чистые квантовые состояния систем описываются с помощью
векторов состояния Φ, которые формально были введены в §1 и в
п. 14.1. Ниже мы увидим, что в результате действия полевых опера-
торов на Φ получаются новые векторы состояния. Множество всех
Φ образует пространство векторов состояния. Функции, не вхо-

дящие в это пространство, такие, как eiklx
l

, ε
(λ)
n (k), η(k), δ3(~k − ~k′)

и т.д., будем называть обычными функциями (см., например, [10],
стр. 292). В пространстве векторов состояния определено скалярное

произведение (
∗

ΨΦ); термин «скалярное» в данном случае означает,
что результатом является обычная функция. Полевые операторы,
а также выражающиеся через них операторы наблюдаемых ве-
личин, например, P̂n, действуют только в пространстве векторов
состояния. Обычные функции можно выносить из-под знака этих
операторов, а также из-под знака скалярного произведения. Отме-
тим, что полевые операторы могут зависеть от параметров x, k, λ, в
связи с чем операторы могут стоять также под знаком «обычных»,
т.е. отличных от скалярного произведения математических опера-
ций, например, под знаком интеграла, как ϕ̂(±)(k) в формуле (92)
или ĤI(xi) в (20). При вычислении матричных элементов (4) знак

скалярного произведения и векторы состояний
∗

Φf , Φi вносятся под
знаки интегралов формулы (20).

Чтобы операторы наблюдаемых величин были эрмитовыми, по-
левые операторы вводятся согласно следующим правилам.

1. u→ û,
∗
u→

+

û, т.е. комплексно-сопряженные функции заменяются
эрмитово-сопряженными операторами.

2. При переходе к операторам следует подобрать порядок сомножи-

телей. Рассмотрим пример. Пусть a, b — функции, а q =
∗
ab+a

∗

b —
некоторая действительная функция. Если просто заменить функ-

ции операторами, то получится неэрмитов оператор
+

âb̂ + â
+

b̂ . На
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основе функции q можно построить два эрмитовых оператора:

q̂1 =
+

âb̂+
+

b̂ â, q̂2 = b̂
+

â + â
+

b̂ . Возникшей неоднозначностью в даль-
нейшем можно будет распорядиться в ходе построения теории.

В качестве примера приведем оператор P̂n, полученный на основе
(73) и указанных правил:

P̂n =

∫

R3

(
+

ϕ̂(+)(k)ϕ̂(−)(k) + ϕ̂(+)(k)
+

ϕ̂(−)(k)

)

kn d~k. (93)

14.3 Коммутатор полевого оператора и некоторого эр-
митова оператора

В параграфе «Теорема Нётер» были рассмотрены преобразования
(27), которые не изменяют поведения системы. Соответствующее
преобразование полевых операторов тоже не должно приводить к
изменению поведения системы. Значит, это преобразование можно
представить как некоторое унитарное преобразование. Точнее, так
как унитарное преобразование не затрагивает координаты, следует
рассмотреть не δûj = ψ̂jnδω

n, a

δ̄ûj = (ψ̂jn − ∂ûj
∂xk

Xk
n)δω

n. (94)

Пусть Û — произвольный унитарный оператор:
+

Û Û = 1. Унитар-

ное преобразование имеет вид û′j =
+

Û ûjÛ . Для сопоставления с (94)
необходимо найти малое изменение оператора

δ̄ûj = линейная часть(û′j − ûj) = линейная часть(
+

Û ûjÛ − ûj). (95)

Для этого введем малый оператор δÛ = Û − 1. Нам понадобится
следующее свойство этого оператора: (δÛ)+ = −δÛ , т.е. оператор
δÛ — антиэрмитов. Для проверки этого свойства следует записать
+

Û Û = 1 в виде (1+(δÛ)+)(1+δÛ) = 1, раскрыть скобки и отбросить
квадратичное слагаемое.

Подставив Û = 1 + δÛ ,
+

Û = 1 − δÛ в (95), получим δ̄ûj =

[ûj , δÛ ], где [â, b̂] = âb̂ − b̂â — коммутатор операторов â, b̂. На ос-

нове антиэрмитова оператора δÛ можно ввести эрмитов оператор
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δЭ̂: δÛ = iδЭ̂. Наконец, для приведения δ̄ûj к виду (94) запишем

δЭ̂ в виде линейной комбинации независимых параметров преобра-
зования: δЭ̂ = Э̂nδω

n; тогда

δ̄ûj = i[ûj, Э̂n]δω
n. (96)

Приравнивая (94) и (96), получим искомое коммутационное со-
отношение

i[ûj , Э̂n] = ψ̂jn − ∂ûj
∂xk

Xk
n. (97)

Далее выясняется, что Э̂n, n = 1, 2, ..., N — это операторы тех ве-
личин, которые сохраняются благодаря симметриям относительно
преобразований, осуществляемых матрицами Xk

n, ψjn. Для про-
верки этого утверждения рассмотрим преобразование трансляции.
Тогда ψ̂jn = 0, Xk

n = δkn. С учетом этого при n = 0 из (97) получим

i
∂ûj

∂t = [ûj, Э̂0]. Сравнив эту формулу с уравнением i~∂L̂
∂t = [L̂, Ĥ ]

(при ~ = 1), которое в представлении Гейзенберга описывает эво-
люцию произвольного оператора L̂, находим, что Э̂0 = Ĥ , т.е. Э̂0 —
оператор энергии.

На основе формулы (97) выводятся все свойства операторов ûj и
другие коммутационные соотношения. Таким образом, эта формула
лежит в основе квантового описания полей.

14.4 Квантование заряда

Пусть в формуле (97) Э̂ = Q̂. Тогда, согласно §8, û1 = û, û2 =
+

û, Xk
n = 0, ψ̂1 = izû, ψ̂2 = −iz

+

û, и [û, Q̂] = zû, [
+

û, Q̂] = −z
+

û.
Подействуем операторами первого из этих операторных равенств
на вектор состояния системы Φ:

[û, Q̂]Φ = zûΦ. (98)

Пусть заряд системы равен Q, т.е.

Q̂Φ = QΦ. (99)

Распишем коммутатор в (98): ûQ̂Φ − Q̂ûΦ = zûΦ. С учетом (99)
получим Q̂ûΦ = (Q − z)ûΦ; это означает, что ûΦ — вектор состо-
яния системы с зарядом Q − z. Тогда û — оператор уменьшения
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заряда (считаем, что z > 0). То же самое справедливо для операто-

ров û(±)(x), ϕ̂(±)(k). Аналогично получаем, что
+

û (а также
+

û(±)(x),
+

ϕ̂(±)(k) ) — оператор увеличения заряда. Тем самым показано, что
z — это элементарный заряд; полный заряд системы всегда кратен
z.

14.5 Операторы рождения и уничтожения частиц

Выясним смысл положительно- и отрицательно-частотных состав-
ляющих полевого оператора. Это проще сделать на примере им-

пульсных операторов ϕ̂
(±)
j .

Пусть Э̂n = P̂n; в этом случае (97) принимает вид [ûj, P̂n] = i
∂ûj

∂xn .

Расписав ûj = û
(+)
j + û

(−)
j ,

û
(±)
j (x) =

∫

R3

η(k)ϕ̂
(±)
j (k)e±iklx

l

d~k,

с учетом ∂
∂xn e

±iklx
l

= ±ikne±iklx
l

получим

[ϕ̂
(±)
j (k), P̂n] = ∓knϕ̂(±)

j (k). (100)

Пусть Φ — состояние с 4-импульсом P : P̂nΦ = PnΦ. Действу-
ем на Φ операторами (100), расписываем коммутатор и получаем

P̂nϕ̂
(+)
j (k)Φ = (Pn + kn)ϕ̂

(+)
j (k)Φ. Это означает, что ϕ̂

(+)
j (k)Φ — со-

стояние с 4-импульсом Pn+kn. Это трактуется как рождение части-

цы с 4-импульсом k. Аналогично, ϕ̂
(−)
j (k) описывает уничтожение

частицы с 4-импульсом k.

Отметим, что ϕ̂
(±)
j (k) не могут быть интерпретированы как опе-

раторы изменения энергий и импульсов уже имеющихся частиц,
поскольку в состав k0 входит энергия покоя.

Объединим результаты этого и предыдущего пунктов и обсудим

смысл операторов ϕ̂
(±)
1 = ϕ̂(±), ϕ̂

(±)
2 =

+

ϕ̂(±):

+

ϕ̂(+) — рождение π+-мезона, ϕ̂(+) — рождение π−-мезона,
+

ϕ̂(−) — уничтожение π−-мезона, ϕ̂(−) — уничтожение π+-мезона.
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Аналогично, â
(+)
λ (k) — оператор рождения линейно поляризован-

ного фотона; b̂
(+)
1 (k), b̂

(+)
2 (k) — операторы рождения фотона соот-

ветственно с правовинтовой и левовинтовой спиральностью.

14.6 Векторы начального и конечного состояний систе-
мы

Теперь мы, наконец, можем решить задачу отыскания Φi, Φf , по-
ставленную в конце §1. Для этого вводят новый объект под на-
званием «вакуум», вектор состояния которого Φ0, по определению
вакуума, удовлетворяет соотношениям

1) v̂(−)Φ0 = 0, где v̂(−) — любой оператор уничтожения;

2)
∗

Φ0ŵ
(+) = 0, ŵ(+) — любой оператор рождения;

3) (
∗

Φ0Φ0) = 1.

Пояснение соотношения 2): по определению эрмитова сопряже-

ния, S = (
∗

Φ0ŵ
(+)Φ0) = (

∗

Φ0(ŵ
(+))+Φ0)

∗. Но (ŵ(+))+ =
+

ŵ(−) = v̂(−),

поэтому S = (
∗

Φ0v̂
(−)Φ0)

∗ = 0. Таким образом, при записи соотно-
шения 2 (впрочем, как и 1) подразумевается, что все рассматрива-
емые векторы состояния и операторы входят в состав скалярного
произведения.

Пусть фотон с 4-импульсом k и состоянием поляризации λ стал-
кивается с π+-мезоном, 4-импульс которого p; параметры этих ча-
стиц после рассеяния k′, λ′ и p′. Векторы начального и конечного
состояний системы имеют вид

Φi = â
(+)
λ (k)

+

ϕ̂(+)(p)Φ0, Φf = â
(+)
λ′ (k′)

+

ϕ̂(+)(p′)Φ0.

Найдем сопряжение вектора конечного состояния
∗

Φf . Используя
опять определение эрмитова сопряжения, запишем

(
∗

ΦL̂Ψ) = (
∗

Ψ
+

L̂Φ)∗ = (Ψ(
+

L̂Φ)∗) = /(ΨΦ) = (ΦΨ)/ = ((
+

L̂Φ)∗Ψ);

сравнив с (
∗

ΦL̂Ψ), получаем, что внутри скалярного произведения

(
+

L̂Φ)∗ =
∗

ΦL̂, (101)
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т.е. на сопряженный вектор состояния
∗

Φ действуют операторы, ко-
торые стоят справа. С помощью правила (101) находим

∗

Φf =
∗

Φ0ϕ̂
(−)(p′)â

(−)
λ′ (k′).

Для будущих целей запишем также один из одночастичных век-
торов — например, вектор состояния π+-мезона с 4-импульсом p:

Φp =
+

ϕ̂(+)(p)Φ0. Наряду с этим вектором, нам понадобится его ко-
ординатное представление (волновая функция) ψp(x). Из кванто-

вой механики известно, что ψp(x) = (
∗

ΦxΦp), где Φx =
+

û(+)(x)Φ0.

Так как
∗

Φx =
∗

Φ0û
(−)(x), то

ψp(x) = (
∗

Φ0û
(−)(x)

+

ϕ̂(+)(p)Φ0). (102)

14.7 Коммутаторы полевых операторов заряженных бо-
зонов

Мы нашли коммутаторы, в которых один из операторов — оператор
поля, а другой — оператор той или иной наблюдаемой величины. На
основе этих коммутаторов можно вывести коммутаторы, которые
содержат только полевые операторы. Такие коммутаторы нужны, в
частности, для расчета матричных элементов S-оператора. Множе-
ство коммутаторов такого типа, которые приводят к непротиворе-
чивой теории, сразу ограничивают с помощью следующей аксиомы,
которая является неотъемлемой составной частью определения бо-
зонных полевых операторов.

Аксиома. Коммутатор двух полевых операторов бозонов —
это число или обычная функция.

Уже на этом этапе можно обсудить способ применения таких ком-

мутаторов. Рассмотрим скалярное произведение I=(
∗

Φ0v̂
(−)ŵ(+)Φ0),

где v̂(−) — некоторый полевой оператор уничтожения, а ŵ(+)

— некоторый полевой оператор рождения. Согласно аксиоме,
[v̂(−), ŵ(+)] = c — обычная функция. Расписав коммутатор, за-
пишем это соотношение в виде v̂(−)ŵ(+) = ŵ(+)v̂(−) + c; тогда
скалярное произведение запишется в виде I = I1 + I2, где I1 =

(
∗

Φ0ŵ
(+)v̂(−)Φ0), I2 = (

∗

Φ0cΦ0). Очевидно, I1 = 0. В слагаемом же I2
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обычная функция c выносится из скалярного произведения, что с

учетом нормировки (
∗

Φ0Φ0) = 1 приводит к I2 = c.
Если исходное скалярное произведение I, кроме v̂(−) и ŵ(+), со-

держит еще и другие операторы, то слагаемое, содержащее произ-
ведение операторов ŵ(+)v̂(−), может и не занулиться. Но в любом
случае выражение, в котором оператор уничтожения расположен
справа от оператора рождения, является более простым, потому
что оператор уничтожения приблизился к вакууму Φ0, а оператор

рождения — к сопряженному вакууму
∗

Φ0. В результате аналогич-
ных перестановок операторов v̂(−), ŵ(+) с другими операторами
(возможно, с появлением ненулевых слагаемых в виде функций ти-

па c) появится выражение v̂(−)Φ0 или
∗

Φ0ŵ
(+), которое приведет к

занулению соответствующего слагаемого. В результате скалярное
произведение уже не будет содержать операторов v̂(−), ŵ(+). Про-
ведя эту процедуру для всех полевых операторов, найдем скалярное
произведение в виде суммы обычных функций.

Коммутаторы, равные нулю

а) Операторы одинаковой частотности коммутируют. Примеры:

[ϕ̂(+)(k), ϕ̂(+)(k′)] = 0; [
+

ϕ̂(−)(k), ϕ̂(−)(k′)] = 0; [û(+)(x), û(+)(y)] = 0.
Доказательство. Пусть Φ — состояние с 4-импульсом P , т.е. P̂nΦ=
PnΦ. Тогда, по установленному выше смыслу положительно-час-
тотных операторов, ϕ̂(+)(k)ϕ̂(+)(k′)Φ и ϕ̂(+)(k′)ϕ̂(+)(k)Φ — состоя-
ния с 4-импульсом P + k + k′, т.е.

P̂nϕ̂
(+)(k)ϕ̂(+)(k′)Φ = (Pn + kn + k′n)ϕ̂

(+)(k)ϕ̂(+)(k′)Φ,

P̂nϕ̂
(+)(k′)ϕ̂(+)(k)Φ = (Pn + kn + k′n)ϕ̂

(+)(k′)ϕ̂(+)(k)Φ.

Вычитая из первого уравнения второе, получим

P̂n[ϕ̂
(+)(k), ϕ̂(+)(k′)]Φ = (Pn + kn + k′n)[ϕ̂

(+)(k), ϕ̂(+)(k′)]Φ.

Согласно аксиоме, входящий в это равенство коммутатор является
обычной функцией. Поэтому, во-первых, в левой части его можно
вынести из-под знака оператора P̂n. Во-вторых, его можно сокра-
тить, если он отличен от тождественного нуля; в противном случае
сокращать нельзя. (Пояснение: утверждение 1 × 0 = 2 × 0 верное,
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а 1 = 2 — нет). Предположим, что коммутатор отличен от тожде-
ственного нуля. Тогда его можно сократить, и равенство принимает
вид P̂nΦ = (Pn+kn+k

′
n)Φ, что противоречит тому, что P̂nΦ = PnΦ.

Значит, сокращать коммутатор было нельзя, что, в свою очередь,
означает, что он тождественно равен нулю, что и требовалось до-
казать.

б) Операторы заряженного поля с одинаковым сопряжением
коммутируют. Примеры:

[ϕ̂(+)(k), ϕ̂(−)(k′)] = 0; [
+

ϕ̂(+)(k),
+

ϕ̂(−)(k′)] = 0; [û(+)(x), û(−)(x′)] = 0.
Доказательство. Пусть Φ — состояние с зарядом Q, т.е. Q̂Φ = QΦ.

Тогда
+

ϕ̂(+)(k)
+

ϕ̂(−)(k′)Φ и
+

ϕ̂(+)(k′)
+

ϕ̂(−)(k)Φ — состояния с зарядом
Q + 2z, т.е.

Q̂
+

ϕ̂(+)(k)
+

ϕ̂(−)(k′)Φ = (Q+ 2z)
+

ϕ̂(+)(k)
+

ϕ̂(−)(k′)Φ,

Q̂
+

ϕ̂(−)(k′)
+

ϕ̂(+)(k)Φ = (Q+ 2z)
+

ϕ̂(−)(k′)
+

ϕ̂(+)(k)Φ.

Вычитая из первого уравнения второе, получим

Q̂[
+

ϕ̂(+)(k),
+

ϕ̂(−)(k′)]Φ = (Q+ 2z)[
+

ϕ̂(+)(k),
+

ϕ̂(−)(k′)]Φ.

Выносим в левой части коммутатор из-под знака оператора Q̂ и, в
предположении, что этот коммутатор отличен от тождественного
нуля, сокращаем его. Полученное равенство Q̂Φ = (Q + 2z)Φ про-
тиворечит тому, что заряд системы в состоянии Φ равен Q. Про-
тиворечие означает, что на самом деле коммутатор тождественно
равен нулю, что и требовалось доказать.

в) Операторы разных полей коммутируют. Это свойство уни-
версально, но для нас существенно, что операторы мезонного поля
коммутируют с операторами электромагнитного поля.

Ненулевые мезонные коммутаторы:

[
+

ϕ̂(−)(k), ϕ̂(+)(k′)] = δ3(~k − ~k′), (103)

[ϕ̂(−)(k),
+

ϕ̂(+)(k′)] = δ3(~k − ~k′). (104)
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Формулы (103),(104) существенно разные в том смысле, что не мо-
гут быть получены одна из другой путем взятия эрмитова сопря-
жения. Выведем одну из них. Возьмем за основу (100) при j = 1 и
положительной частотности, т.е.

[ϕ̂(+)(k), P̂n] = −knϕ̂(+)(k). (105)

Подставляем сюда согласно (93)

P̂n =

∫

R3

d~qqn

(
+

ϕ̂(+)(q)ϕ̂(−)(q) + ϕ̂(+)(q)
+

ϕ̂(−)(q)

)

. (106)

Вносим знак коммутатора под знак интеграла. Коммутаторы типа
[â, b̂ĉ] распишем по правилу [â, b̂ĉ] = [â, b̂]ĉ + b̂[â, ĉ] (для проверки

раскроем коммутаторы в правой части: âb̂ĉ− b̂âĉ+ b̂âĉ− b̂ĉâ = [â, b̂ĉ]).
Тогда (105) приводит к

∫

R3

d~qqn

(

[ϕ̂(+)(k),
+

ϕ̂(+)(q)]ϕ̂(−)(q) +
+

ϕ̂(+)(q)[ϕ̂(+)(k), ϕ̂(−)(q)] +

+[ϕ̂(+)(k), ϕ̂(+)(q)]
+

ϕ̂(−)(q) + ϕ̂(+)(q)[ϕ̂(+)(k),
+

ϕ̂(−)(q)]

)

=−knϕ̂(+)(k).

Первые три коммутатора равны нулю, и эта формула принимает

вид
∫

R3

d~qqnϕ̂
(+)(q)[ϕ̂(+)(k),

+

ϕ̂(−)(q)] = −knϕ̂(+)(k), откуда следует,

что [ϕ̂(+)(k),
+

ϕ̂(−)(q)] = −δ3(~q − ~k), или, с учетом [â, b̂] = −[b̂, â],

[
+

ϕ̂(−)(q), ϕ̂(+)(k)] = δ3(~q − ~k). Это — формула (103) с точностью до
обозначений. (104) выводится аналогично.

Вернемся к формуле (102) для волновой функции π+-мезона.

Произведение операторов û(−)
+

ϕ̂(+) внутри скалярного произведе-
ния можно заменить их коммутатором:

ψp(x) = (
∗

Φ0[û
(−)(x),

+

ϕ̂(+)(p)]Φ0),

так как (
∗

Φ0

+

ϕ̂(+)(p)û(−)(x)Φ0) = 0. Так как коммутатор полевых
операторов — обычная функция, его можно вынести из скалярного
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произведения, и с учетом нормировки вакуума получается

ψp(x) = [û(−)(x),
+

ϕ̂(+)(p)].

Подставив сюда û(−)(x) согласно (92), с учетом (104) и (64) получим

ψp(x) =
1

(2π)3/2
√
2p0

e−iplx
l

. (107)

14.8 Зарядовое сопряжение

Операция зарядового сопряжения Ĉ заключается в замене всех ча-

стиц их античастицами. Значит, Ĉϕ̂(±) =
+

ϕ̂(±), Ĉ
+

ϕ̂(±) = ϕ̂(±). Экс-
периментальным путем установлено, что для частиц, испытываю-
щих только электромагнитное взаимодействие, при такой замене
поведение системы не изменяется (симметрия относительно заря-
дового сопряжения). Набор двух коммутаторов (103), (104) отра-
жает это свойство. Действительно, Ĉ(103) = (104), Ĉ(104) = (103),
т.е. при зарядовом сопряжении набор коммутаторов переходит сам
в себя. Если теория содержала бы только один из этих коммутато-
ров, то в такой теории отсутствовала бы симметрия относительно
зарядового сопряжения.

14.9 Коммутаторы операторов электромагнитного поля

Доказанное выше правило «операторы одинаковой частотности
коммутируют» справедливо для полевых операторов любых бозо-
нов, поэтому, например,

[â
(+)
λ (k), â

(+)
λ′ (k′)] = 0, [â

(−)
λ (k), â

(−)
λ′ (k′)] = 0. (108)

В случае электромагнитного поля коммутатор, аналогичный

(105), имеет вид [â
(+)
λ (k), P̂n] = −knâ(+)

λ (k). Подставляем сюда опе-
ратор 4-импульса электромагнитного поля

P̂n =

∫

R3

d~k′k′n

2∑

λ′=1

â
(+)
λ′ (k′)â

(−)
λ′ (k′),
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выносим знаки интеграла и суммы за знак коммутатора. По срав-
нению с аналогичной формулой для мезонных операторов, от ком-
мутатора требуется устранение не только интеграла, но и суммы.
Поэтому в формуле для коммутатора появляется символ Кронеке-
ра:

[â
(−)
λ′ (k′), â

(+)
λ (k)] = δλλ′δ3(~k − ~k′),

или /k ↔ k′, λ↔ λ′, δ3(~k′ − ~k) = δ3(~k − ~k′)/

[â
(−)
λ (k), â

(+)
λ′ (k′)] = δλλ′δ3(~k − ~k′). (109)

Оператор P̂n содержит импульсные фотонные операторы â
(±)
λ (k)

только с λ = 1, 2. Поэтому и формула (109) получена только для
λ = 1, 2. В оператор Ŝ входят координатные фотонные операторы

типа Ân(x) = Â
(+)
n (x) + Â

(−)
n (x), где операторы

Â(±)
n (x) =

∫

R3

η(k)e±iklx
l

ε(λ)n (k)â
(±)
λ (k) d~k (110)

записаны на основе потенциалов (82). Согласно (81), (82), в (110)

входят â
(±)
λ при λ = 0, 1, 2, 3. Таким образом, для расчета матрич-

ных элементов (S − 1)fi нужны коммутаторы типа (109) также с
участием λ = 0, 3. Процедура определения импульсных фотонных
коммутаторов при λ = 0, 1, 2, 3, включающая в себя использование
индефинитной метрики и усредненного условия Лоренца, описана,
например, в [2], стр. 96-100. В результате тоже получается формула
(109), справедливая теперь уже при всех λ = 0, 1, 2, 3.

Такие же значения имеют коммутаторы операторов b̂
(±)
α (k), соот-

ветствующих фотонам с заданной спиральностью α. Действитель-
но, структура формул (80) и (83) одинакова. Это же справедливо
для 4-импульса Pn и оператора P̂n. Поэтому коммутаторы опера-

торов b̂
(±)
α имеют вид [b̂

(+)
α (k), b̂

(+)
α′ (k′)] = 0, [b̂

(−)
α (k), b̂

(−)
α′ (k′)] = 0,

[b̂
(−)
α (k), b̂

(+)
α′ (k′)] = δαα′δ3(~k − ~k′).

14.10 Частицы со спином ~/2

Например, это e−, e+, p, p̃, n, ñ, ν, ν̃.
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В отличие от частиц с целым спином, которые описываются урав-
нением Клейна—Гордона—Фока, квантовое описание частиц с полу-
целым спином осуществляется с помощью уравнения Дирака. Нас
интересуют заряженные частицы, например, электрон и позитрон.
Формула для оператора 4-импульса электрон-позитронного поля
имеет вид

P̂n =

∫

R3

d~kkn

2∑

α=1

(
+

φ̂(+)
α (k)φ̂(−)

α (k)− φ̂(+)
α (k)

+

φ̂(−)
α (k)

)

. (111)

Принципиальное отличие от (106) заключается в знаке «минус»
между слагаемыми.

Предположим, что аксиома из пункта 14.7 справедлива и в слу-
чае полуцелого спина. Если повторить рассуждения из п. 14.7 с
использованием (111), то получатся коммутаторы







[φ̂
(+)
α′ (k′),

+

φ̂
(−)
α (k)] = δαα′δ3(~k − ~k′),

[φ̂
(−)
α (k),

+

φ̂
(+)
α′ (k′)] = δαα′δ3(~k − ~k′).

(112)

Очевидно, Ĉ(112) 6= (112), т.е. система коммутаторов (112) не обла-
дает симметрией относительно зарядового сопряжения. Теория, со-
держащая коммутаторы (112), а также нулевые коммутаторы опе-
раторов одинаковой частотности или, в случае заряженных частиц,
одинакового сопряжения, в случае полуцелого спина приводит и к
многим другим противоречиям. Был найден способ исправить тео-
рию: заменить коммутаторы полевых операторов на антикоммута-
торы. Эту замену нужно сделать, начиная с аксиомы (см. п. 14.7).
При этом операторы разных полей, если одно из них с целым, а
другое — с полуцелым спином, по-прежнему коммутируют. Анти-
коммутатором операторов â, b̂ называется [â, b̂]+ = âb̂+ b̂â = [b̂, â]+.
Повторив рассуждения пункта 14.7 с учетом указанной замены, по-
лучим вместо (112) систему антикоммутаторов







[
+

φ̂
(−)
α (k), φ̂

(+)
α′ (k′)]+ = δαα′δ3(~k − ~k′),

[φ̂
(−)
α (k),

+

φ̂
(+)
α′ (k′)]+ = δαα′δ3(~k − ~k′).

(113)
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Эта система отражает симметрию относительно зарядового сопря-
жения: Ĉ(113) = (113). При этом исчезают и все остальные про-
тиворечия. В частности, теория приходит в согласие с принципом
Паули.

Принцип запрета Паули

Согласно принципу Паули, система не может содержать два и
более одинаковых фермиона в одинаковом состоянии. В частно-
сти, не может существовать система из двух электронов, у каж-
дого из которых поляризация α и 4-импульс k. Другими слова-

ми, системы с вектором состояния φ̂
(+)
α (k)φ̂

(+)
α (k)Φ0 не существу-

ет. Выясним, отражено ли это свойство фермионов в коммутаци-
онных соотношениях. Рассмотрим один из нулевых антикоммута-

торов: [φ̂
(+)
α (k), φ̂

(+)
α′ (k′)]+ = 0. Действуем операторами этого равен-

ства на вектор состояния вакуума Φ0. Рассматриваем случай, когда
α′ = α, k′ = k. Расписываем антикоммутатор, сокращаем 2 и полу-

чаем φ̂
(+)
α (k)φ̂

(+)
α (k)Φ0 = 0. Это приводит к тому, что любые веро-

ятностные характеристики системы двух электронов в одинаковом
состоянии равны нулю. Отметим, что в случае бозонов, квантовое
описание которых осуществляется с помощью коммутаторов, ана-
логичное рассуждение приводит к тождеству 0 = 0. Это означает,
что система может содержать любое число бозонов в одном и том
же состоянии, т.е. принцип запрета на бозоны не распространяется.

14.11 Нормальная форма записи операторов

На основе формулы (72) запишем оператор энергии комплексного
скалярного поля:

Ĥ =

∫

R3

d~kk0
(

+

ϕ̂(+)(k)ϕ̂(−)(k) + ϕ̂(+)(k)
+

ϕ̂(−)(k)

)

. (114)

Выше мы обсуждали, что при построении операторов наблюдаемых
физических величин на основе классических выражений, содержа-
щих произведения полевых функций, нужно поставить сомножи-
тели в таком порядке, чтобы получился эрмитов оператор. Но в
данном случае Ĥ не перестанет быть эрмитовым, если в одном из
слагаемых или в обоих слагаемых поменять порядок сомножителей.
Значит, сформулированные ранее правила построения операторов
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наблюдаемых величин не позволяют сделать это однозначно, и тео-
рия требует доработки. Для этого найдем собственное значение H
оператора Ĥ для вакуума, определяемое уравнением ĤΦ0 = HΦ0.

Так как ϕ̂(−)(k)Φ0 = 0,
+

ϕ̂(−)(k)Φ0 = 0, то ĤΦ0 = 0 и, следовательно,
H = 0, что приемлемо.

Рассмотрим гамильтониан Ĥ ′, который отличается от оператора
Ĥ , определяемого формулой (114), тем, что во втором слагаемом
сомножители стоят в обратном порядке:

Ĥ ′ =

∫

R3

d~kk0
(

+

ϕ̂(+)(k)ϕ̂(−)(k) +
+

ϕ̂(−)(k)ϕ̂(+)(k)

)

. (115)

Первое слагаемое дает нулевой вклад в Ĥ ′Φ0. Найдем вклад второ-
го слагаемого. Так как коммутатор полевых операторов известен,

а
+

ϕ̂(−)(k)Φ0 = 0, то целесообразно записать
+

ϕ̂(−)(k)ϕ̂(+)(k) в ви-

де ϕ̂(+)(k)
+

ϕ̂(−)(k) + [
+

ϕ̂(−)(k), ϕ̂(+)(k)]. Вклад первого слагаемого в

Ĥ ′Φ0 равен нулю. Так как [
+

ϕ̂(−)(k), ϕ̂(+)(k)] = δ3(~k − ~k) = ∞, то
Ĥ ′Φ0 = ∞, что неприемлемо. Мы приходим к следующему прави-
лу: при построении операторов наблюдаемых характеристик поля в
произведениях полевых операторов операторы уничтожения долж-
ны стоять справа от операторов рождения (нормальная форма за-
писи операторов).

Рассмотрим произведение некоторого числа, например, двух по-
левых операторов ÂB̂, каждый из которых равен сумме операто-
ров рождения и уничтожения. Часто бывает нужно указать, что
после записи Â, B̂ в виде этих сумм и перемножения скобок следу-
ет в каждом слагаемом нормально упорядочить сомножители. Для
этой цели используется оператор нормального упорядочивания N :
N(B̂(−)Â(+)) = Â(+)B̂(−), N(Â(+)B̂(−)) = Â(+)B̂(−). В рассматрива-
емом примере N(ÂB̂) = Â(+)B̂(+)+Â(+)B̂(−)+B̂(+)Â(−)+Â(−)B̂(−).
Другое обозначение: N(ÂB̂) =: ÂB̂ :.

Из определения N и из того факта, что операторы одинаковой
частотности коммутируют, следует, что под знаком N операторы
можно произвольно переставлять; например, N(ÂB̂) = N(B̂Â).

Теперь мы можем окончательно записать гамильтониан взаимо-
действия:
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ĤI(x) = izN

(
+

û(x)∂nû(x)− (∂n
+

û(x))û(x)

)

Ân(x)−

− z2N

(
+

û(x)û(x)Ân(x)Â
n(x)

)

. (116)

14.12 Полевые операторы в представлении взаимодей-
ствия

Входящие в (116) операторы û(x), Ân(x) нужно, как обычно, опре-
делять на основе полевых функций. Мы решали только уравнения
(53)–(55) для свободных полей. Можно было думать, что теперь
следует искать решения уравнений (87). Однако при переходе от
полевых функций к операторам необходимо учесть, что мы рабо-
таем в представлении взаимодействия (см. п. 2.2). Из квантовой
механики известно, что в этом представлении операторы зависят
от времени, причем их эволюция описывается уравнением Гейзен-
берга, в котором вместо полного гамильтониана стоит гамильтони-
ан свободных частиц. Покажем это. Запишем формулы перехода
между представлениями Шредингера и взаимодействия:

û(x) =
+

Û ûS(x)Û , (117)

ûS(x) = Û û(x)
+

Û , (118)

где Û — унитарный оператор, на который наложено условие (18).
Дифференцируем (117) по t и учитываем, что в представлении
Шредингера операторы явно не зависят от времени, т.е. оператор

∂
∂t можно внести под знак ûS(x): ∂û(x)

∂t = ∂
+

Û
∂t û

S(x)Û +
+

Û ûS(x)∂Û∂t . С

учетом (18), (118),
+

Û Û = 1 и
+

Ĥ = Ĥ получим уравнение Гейзенбер-

га i∂û(x)∂t = [û(x), Ĥ0]. Таким образом, в представлении взаимодей-
ствия эволюцией операторов управляет гамильтониан свободного
поля. Отсюда следует вывод, что полевые операторы, входящие в
ĤI , определяются на основе решений, которые мы уже нашли, урав-
нений для свободных полей. А именно, операторы определяются на
основе решений (65)-(68), (82) уравнений (54),(55), (53) и поэтому
имеют вид

û(±)(x) =

∫

R3

η(k)ϕ̂(±)(k)e±iklx
l

d~k, (119)
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+

û(±)(x) =

∫

R3

η(k)
+

ϕ̂(±)(k)e±iklx
l

d~k, (120)

Â(±)
n (x) =

∫

R3

η(k)ε(λ)n (k)â
(±)
λ (k) e±iklx

l

d~k. (121)

15 Расчет матричного элемента компто-
новского рассеяния фотона. Часть I

(лабораторная работа 2)

Цель работы: освоить технику подробного расчета (без применения
диаграмм Фейнмана) матричного элемента S-оператора, не содер-
жащего хронологического произведения. Для процесса γ + π+ →
γ + π+ найти слагаемое матричного элемента S-оператора, содер-
жащее однократный интеграл по объему 4-пространства.

Обозначения: p — 4-импульс пи-мезона до рассеяния; k, λ — 4-
импульс и индекс поляризации фотона до рассеяния; p′, k′, λ′ —
эти величины после рассеяния.

Требуется вычислить матричный элемент S
(1)
fi = (

∗

Φf Ŝ
(1)Φi) опе-

ратора

Ŝ(1) = −i
∫

R4

ĤI(x)dx,

где

Φi =
+

ϕ̂(+)(p)â
(+)
λ (k)Φ0,

∗

Φf =
∗

Φ0ϕ̂
(−)(p′)â

(−)
λ′ (k′),

ĤI(x) = Ĥ′
I(x) + Ĥ′′

I (x),

Ĥ′
I(x) = izN

(
+

û(x)∂nû(x) − (∂n
+

û(x))û(x)

)

Ân(x),

Ĥ′′
I (x) = −z2N

(
+

û(x)û(x)Ân(x)Â
n(x)

)

.
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15.1 Указания

Перечислим свойства вектора состояния вакуума и операторов,
необходимые для расчета матричного элемента.

1) По определению вакуума, b̂(−)Φ0 = 0,
∗

Φ0b̂
(+) = 0, где b̂ —

любой полевой оператор. Нормировка вектора состояния вакуума:

(
∗

Φ0Φ0) = 1.

2) Коммутатор двух любых полевых операторов представляет со-
бой обычную функцию.

Отсюда вытекает метод вычисления скалярных произведений.

Пример 1.

(
∗

Φ0â
(−)b̂(+)Φ0) = /â(−)b̂(+) = [â(−), b̂(+)] + b̂(+)â(−)/ =

= [â(−), b̂(+)](
∗

Φ0Φ0) + (
∗

Φ0b̂
(+)â(−)Φ0) = [â(−), b̂(+)].

Здесь учтено, что коммутатор полевых операторов является обыч-
ной функцией и поэтому выносится из скалярного произведения.

Пример 2.

Покажите, что (
∗

Φ0â
(−)b̂(+)ĉ(+)M̂Φ0) = 0, (

∗

Φ0M̂ â(−)b̂(−)ĉ(+)Φ0) =

0, где â, b̂, ĉ, M̂ — любые полевые операторы.

Вывод: два оператора рождения «пробиваются» к сопряженно-
му вакууму сквозь оператор уничтожения, и зануляют скаляр-
ное произведение; аналогично, один оператор рождения не может
«загородить» обычный вакуум от двух операторов уничтожения.

3) Мезонные операторы û, ϕ̂ коммутируют с электромагнитными
Â, â. Вообще, операторы, относящиеся к разным полям, коммути-
руют.

4) Операторы одинаковой частотности коммутируют.

5) В случае комплексного поля операторы с одинаковым сопря-
жением коммутируют.

6) Коммутаторы, отличные от тождественного нуля:

[ϕ̂(−)(p),
+

ϕ̂(+)(p′)] = δ3(~p− ~p ′), [
+

ϕ̂(−)(p), ϕ̂(+)(p′)] = δ3(~p− ~p ′),

[â
(−)
λ (k), â

(+)
λ′ (k′)] = δλλ′δ3(~k − ~k′).
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15.2 Задания

1. Если вы не проделали вычисления в Примере 2, то проделайте
их.

2. Вычислите S
(1)
fi

′ (учитывается только Ĥ′
I(x)).

Указание. Обычно матричный элемент состоит из большого числа
слагаемых, но многие из них равны нулю. Рассматривая очередное
слагаемое, нужно прежде всего попытаться показать, что оно равно
нулю. Можно рассматривать мезонные и фотонные операторы по
очереди, пользуясь тем, что операторы этих двух типов коммутиру-
ют. Целесообразно начинать с операторов, для которых выражение
проще. В этом задании более простая — фотонная часть. Мезонную

часть ϕ̂(−)(p′)N

(
+

û(x)∂nû(x)− (∂n
+

û(x))û(x)

)
+

ϕ̂(+)(p) обозначим M̂ .

Рассмотрите скалярное произведение

(
∗

Φ0M̂â
(−)
λ′ (k′)Ân(x)â

(+)
λ (k)Φ0).

Для этого запишите оператор Ân(x) в виде суммы Ân(+)(x) +
Ân(−)(x) и используйте результаты из Примера 2. Не обращайте
внимания на оператор M̂ , который можно написать в любом месте

между
∗

Φ0 и Φ0.

3. Расчет S
(1)
fi

′′ (слагаемое, соответствующее Ĥ′′
I (x)).

Указания.

3.1. Рассмотрим ĥ
def≡ N(

+

ûûÂmÂ
m) = N(

+

ûû)N(ÂmÂ
m) = N((

+

û(+) +
+

û(−))(û(+) + û(−)))N((Â
(+)
m + Â

(−)
m )(Âm(+) + Âm(−))) = (

+

û(+)û(+) +
+

û(+)û(−)+û(+)
+

û(−)+
+

û(−)û(−))(Â
(+)
m Âm(+)+2Â

(+)
m Âm(−)+Â

(−)
m Âm(−)).

Перемножим эти скобки и получим 12 слагаемых:

ĥ =
12∑

r=1
ĥr, ĥ1 =

+

û(+)û(+)Â
(+)
m Âm(+), ĥ2 = 2

+

û(+)û(+)Â
(+)
m Âm(−),

..., ĥ5 = 2
+

û(+)û(−)Â
(+)
m Âm(−), ..., ĥ8 = 2û(+)

+

û(−)Â
(+)
m Âm(−), ..., ĥ12 =

+

û(−)û(−)Â
(−)
m Âm(−).

3.2. Исходя из свойств операторов 1) — 5) (особенно полезны ре-

зультаты Примера 2), найдите по возможности все операторы ĥr,
для которых матричные элементы (hr)fi = 0.
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3.3. С помощью выкладки, приведенной в Примере 1, преобразуйте

hfi = (
∗

Φf ĥΦi) так, чтобы полевые операторы содержались толь-
ко внутри коммутаторов; а именно, появятся коммутаторы сме-
шанного типа [координатный полевой оператор, импульсный полевой

оператор].

3.4. Вычислите коммутаторы [ϕ̂(−)(p′),
+

û(+)(x)], [û(−)(x),
+

ϕ̂(+)(p)],

[â
(−)
λ′ (k′), Â

(+)
m (x)], [Âm(−)(x), â

(+)
λ (k)].

Для этого запишите координатные полевые операторы в виде ин-
тегралов Фурье:

+

û(+)(x) =

∫

R3

d~p ′′η(p′′)eip
′′

l x
l+

ϕ̂(+)(p′′),

û(−)(x) =

∫

R3

d~p ′′′η(p′′′)e−ip′′′

l xl

ϕ̂(−)(p′′′),

Â(+)
m (x) =

∫

R3

d~k ′′η(k′′)eik
′′

l xl

ε(λ
′′)

m (k′′)â
(+)
λ′′ (k

′′),

Âm(−)(x) =

∫

R3

d~k ′′′η(k′′′)e−ik′′′

l xl

ε(λ
′′′)m(k′′′)â

(−)
λ′′′ (k

′′′)

(d~p, d~k — элементы объема пространства импульсов,

η(q) =
1

(2π)3/2
√
2q0

— нормировочный множитель); используйте формулы для ненуле-
вых коммутаторов импульсных операторов.

3.5. Вычислите интеграл по x, запишите S
(1)
fi

′′.

4. Для проверки полученной формулы для S
(1)
fi убедитесь, что фор-

мула не содержит других свободных индексов, кроме индексов по-
ляризации λ, λ′. Входящая в формулу дельта-функция должна от-
ражать закон сохранения 4-импульса.
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15.3 Ответы

2. S
(1)
fi

′ = 0.
3.2. (hr)fi = 0 для всех r, кроме r = 5.

3.3. hfi = 2[ϕ̂(−)(p′),
+

û(+)(x)] · [û(−)(x),
+

ϕ̂(+)(p)] · [â(−)
λ′ (k′), Â

(+)
m (x)]·

·[Âm(−)(x), â
(+)
λ (k)].

3.4.

[ϕ̂(−)(p′),
+

û(+)(x)] = η(p′)eip
′

lx
l

, [û(−)(x),
+

ϕ̂(+)(p)] = η(p)e−iplx
l

,

[â
(−)
λ′ (k′), Â

(+)
m (x)] = ε

(λ′)
m (k′)η(k′)eik

′

lx
l

,

[Âm(−)(x), â
(+)
λ (k)] = ε(λ)m(k)η(k)e−iklx

l

.

3.5.

S
(1)
fi

′′ =
iz2

8π2

ε(λ)m(k)ε
(λ′)
m (k′)

√

p0p′0k0k′0
δ4(p+ k − p′ − k′).

16 Хронологические произведения

Слагаемые S-оператора с кратными интегралами (см. формулу
(20)) содержат хронологический оператор P , определяемый фор-
мулой (12):

P (â(x)b̂(y)) =

{
â(x)b̂(y) при x0 > y0,

b̂(y)â(x) при y0 > x0.

Существует способ записи хронологических произведений, который
не только упрощает вычисления, но еще и приводит к понятию
виртуальных состояний.

16.1 Теорема Вика для двух сомножителей

Хронологическое произведение двух операторов равно сумме их
нормальных произведений и их свертки:

P (â(x)b̂(y)) = N(â(x)b̂(y)) + â

︷︸︸︷

(x)b̂(y), (122)

где

â

︷︸︸︷

(x)b̂(y) =

{
[â(−)(x), b̂(+)(y)] при x0 > y0,

[b̂(−)(y), â(+)(x)] при y0 > x0
(123)
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— свертка, или хронологическое спаривание операторов â, b̂; при-
чинная функция; функция распространения, или пропагатор;
функция Грина.

Проверка: при x0 > y0 P (âb̂) = âb̂; P (âb̂) − N(âb̂) = â(+)b̂(+) +

â(+)b̂(−) + â(−)b̂(+) + â(−)b̂(−)− â(+)b̂(+) − â(+)b̂(−) − b̂(+)â(−) −
â(−)b̂(−) = â(−)(x)b̂(+)(y)− b̂(+)(y)â(−)(x) = [â(−)(x), b̂(+)(y)]. Верно.

Отметим, что, поскольку P (âb̂) = P (b̂â), N(âb̂) = N(b̂â), то

â

︷︸︸︷

(x)b̂(y) = b̂
︷︸︸︷

(y)â(x).

16.2 Теорема Вика для произвольного числа сомножи-
телей

Хронологическое произведение равно сумме N -произведений со все-
ми возможными спариваниями под знаком N , включая слагаемое
без спариваний.

Поскольку свертка — это коммутатор полевых операторов, кото-
рый, согласно §15, не является оператором, то свертки могут быть

вынесены из-под знака N , например: N(

︷ ︸︸ ︷

â b̂ ĉ d̂) =

︷︸︸︷

â ĉ N(b̂d̂).
Пример применения теоремы Вика:

P (âb̂ĉd̂) = N(âb̂ĉd̂)+

︷︸︸︷

â b̂ N(ĉd̂)+

︷︸︸︷

â ĉ N(b̂d̂)+

︷︸︸︷

â d̂ N(b̂ĉ)+

︷︸︸︷

b̂ ĉ N(âd̂)+
︷︸︸︷

b̂ d̂ N(âĉ) +

︷︸︸︷

ĉ d̂ N(âb̂) +

︷︸︸︷

â b̂

︷︸︸︷

ĉ d̂ +

︷︸︸︷

â ĉ

︷︸︸︷

b̂ d̂ +

︷︸︸︷

â d̂

︷︸︸︷

b̂ ĉ .

16.3 Теорема Вика для смешанного хронологического
произведения

Смешанным называется такое хронологическое произведение, в ко-
тором под знаком P часть операторов стоит под знаком N .

В смешанном хронологическом произведении отсутствуют сла-
гаемые со свертками тех операторов, которые первоначально
стояли под знаком одного и того же N .

Пример. Смешанное P -произведение P (N(âb̂)N(ĉd̂)) может быть

найдено путем вычеркивания из обычного P -произведения P (âb̂ĉd̂)

слагаемых со свертками

︷︸︸︷

â b̂ ,

︷︸︸︷

ĉ d̂ : P (N(âb̂)N(ĉd̂)) = N(âb̂ĉd̂) +
︷︸︸︷

â ĉ N(b̂d̂)+

︷︸︸︷

â d̂ N(b̂ĉ)+

︷︸︸︷

b̂ ĉ N(âd̂)+

︷︸︸︷

b̂ d̂N(âĉ)+

︷︸︸︷

â ĉ

︷︸︸︷

b̂ d̂ +

︷︸︸︷

â d̂

︷︸︸︷

b̂ ĉ .
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16.4 Вычисление сверток

1. Свертки мезонных операторов û,
+

û.

a) Нулевые свертки:

û
︷︸︸︷

(x)û(y) = 0,
+

û

︷︸︸︷

(x)
+

û(y) = 0.
b) Свертка, отличная от тождественного нуля.

В коммутатор [û(−)(x),
+

û(+)(y)] подставим операторы û, опреде-
ляемые формулами (66), (68). Выносим знаки интегралов и обыч-
ные функции за знак коммутатора. Заменяем коммутатор мезон-
ных импульсных операторов дельта-функцией согласно формуле
(104). Учитываем, что при ~p ′ = ~p p0

′ = p0, т.е. в этом случае
pn

′ = pn ∀n. Наличие дельта-функции позволяет вычислить один
из интегралов. Аналогично с помощью (66), (68) и (103) преобра-

зуем коммутатор [
+

û(−)(y), û(+)(x)]. В результате получим

û

︷︸︸︷

(x)
+

û(y) =
1

(2π)3

∫

R3

e∓ipn(x
n−yn) d~p

2p0
; (124)

при x0 > y0 в показателе экспоненты — знак «минус», а при y0 > x0

— «плюс». Здесь p0 =
√

~p 2 +m2, т.е. справедливо обычное реляти-
вистское соотношение между энергией и импульсом, которое можно
записать в виде

p2 = m2, (125)

где p2 = (p0)2 − ~p 2 — квадрат 4-импульса.
Формулу (124) можно привести к виду

û

︷︸︸︷

(x)
+

û(y) = lim
ǫ→+0

i

(2π)4

∫

R4

exp[−ipn(xn − yn)]

p2 −m2 + iǫ
dp =

1

i
Dm(x − y).

(126)
dp = dp0d~p — элемент объема 4-мерного импульсного простран-
ства. Здесь, в отличие от формулы (125), квадрат 4-импульса p2 =
pnp

n = (p0)2−~p 2 не обязан быть равнымm2 и может принимать лю-
бые действительные значения, так как при интегрировании каждая
из компонент pi, в том числе p0, независимо от других компонент
пробегает значения из (−∞,+∞).
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Для проверки формулы (126) вычислим лишний интеграл, т.е.
интеграл по p0. Пусть x0 > y0. Обозначим

J(R) =

+R∫

−R

exp [−ip0(x0 − y0)]

(p0)2 − ~p 2 −m2 + iǫ
dp0 =

+R∫

−R

F (p0)dp0.

Нас интересует J(∞) = lim
R→∞

J(R). Такие интегралы вычисляют

путем перехода к интегрированию по комплексной переменной по
замкнутому контуру. В связи с этим переменную интегрирования
p0 объявим комплексной величиной: p0 = Re p0 + iIm p0. Построим
на отрезке [−R,R] действительной оси как на диаметре полуокруж-
ность γR радиусом R в нижней полуплоскости с направлением от
p0 = R к p0 = −R. Тогда CR = [−R,R] ∪ γR — контур с направ-
лением обхода по часовой стрелке, т.е. с отрицательным направле-

нием. Очевидно,
+R∫

−R

F (p0)dp0 =
∮

CR

F (p0)dp0−
∫

γR

F (p0)dp0. Функция

F (p0) удовлетворяет условиям леммы Жордана в полуплоскости
Im p0 < 0, поэтому lim

R→∞

∫

γR

F (p0)dp0 = 0. Поэтому интересующий

нас интеграл равен J(∞) =
∮

C∞

F (p0)dp0; контур C∞ состоит из дей-

ствительной прямой (−∞,+∞) и полуокружности бесконечного ра-
диуса в нижней полуплоскости. Все точки полуплоскости Im p0 < 0
находятся внутри этого контура.

Этот интеграл вычисляется методом вычетов. Найдем полюсы
подынтегрального выражения:

p0 = ±
√

~p 2 +m2 − iǫ = ±E
√

1− i ǫ
~p 2+m2 ≈ /ǫ → 0/ ≈ ±E(1 −

i
2

ǫ
~p 2+m2 ) = ±(E − iǫ

2E ), где E =
√

~p 2 +m2 > 0. Обозначим p0(1) =

E − iǫ
2E , p0(2) = −E + iǫ

2E . Функцию F (p0) можно записать в виде

F (p0) = exp [−ip0(x0 − y0)]/(p0 − p0(1))(p
0 − p0(2)). Так как ǫ > 0, то

внутри контура C∞ содержится полюс p0(1). Применив метод выче-

тов, находим J(∞) = −2πi
exp [−ip0

(1)(x
0−y0)]

p0
(1)

−p0
(2)

ǫ→0→ −2πi exp [−iE(x0−y0)]
2E .

Учитывая, что в (124) E =
√

~p 2 +m2 обозначено p0, окончательно
получаем

J(∞) = −2πi
exp [−ip0(x0 − y0)]

2p0
,
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и тогда при x0 > y0

û

︷︸︸︷

(x)
+

û(y) =
1

(2π)3

∫

R3

exp[−ipn(xn − yn)]
d~p

2p0
,

что совпадает со (124). Проверка при y0 > x0 проводится аналогич-
но; при этом контур строится в верхней полуплоскости, и внутри
него оказывается полюс p0(2).

2. Свертка фотонных операторов:

Â

︷ ︸︸ ︷

m(x)Ân(y) = igmnD0(x− y), (127)

где функция D0(x−y) определяется формулой (126) с нулевой мас-
сой; gmn — метрический тензор (22).

16.5 Производная под знаком свертки

В результате того, что в ĤI содержатся производные ∂nû, в матрич-

ном элементе появятся свертки типа

︷ ︸︸ ︷

∂

∂xn
û(x)

+

û(y) = ∂
∂xn û

︷︸︸︷

(x)
+

û(y)+

F2. Известно (см., например, [6], с. 341—343), что при расчете мат-
ричных элементов S-оператора функция F2 взаимно уничтожается
с функцией F1, которая входит в HI = −LI + F1. Поэтому, имея в
виду задачу расчета матричных элементов, функции F1 и F2 сразу
отбрасывают. Правило «ĤI = −L̂I» уже обсуждалось в 13.3. Теперь
оно дополняется правилом о возможности вынесения производных
за знак свертки. Пример:

︷ ︸︸ ︷

∂

∂xn
û(x)

+

û(y) =
∂

∂xn
û

︷︸︸︷

(x)
+

û(y).

16.6 Физический смысл свертки

В слагаемом S-оператора Ŝ(1) ∼
∫
dxĤI(x) x — это точка 4-про-

странства, в которой взаимодействуют две частицы. Взаимодей-
ствие происходит в одной пространственной точке и мгновенно. Это
следует из того, что операторы рождения и уничтожения, которые
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входят в ĤI(x), относятся к одной и той же точке x. Интегрирова-
ние по x отражает тот факт, что взаимодействие может произойти
в любой точке.

Так как свертка двух полевых операторов — обычная функция и

(
∗

Φ0Φ0) = 1, то ее можно записать в виде

û

︷︸︸︷

(x)
+

û(y) = (
∗

Φ0û

︷︸︸︷

(x)
+

û(y)Φ0) =







(
∗

Φ0û
(−)(x)

+

û(+)(y)Φ0)приx0 > y0,

(
∗

Φ0

+

û(−)(y)û(+)(x)Φ0)при y0 > x0.
(128)

Проанализируем правую часть с учетом смысла операторов, кото-
рый мы выяснили в п. 14.5. В верхней строке происходит рождение
π+-мезона в точке y и уничтожение π+-мезона в точке x. В нижней
строке — рождение π−-мезона в точке x и уничтожение π−-мезона
в точке y. В обоих случаях рождение предшествует уничтожению;
в связи с этим вспомним одно из многочисленных названий свертки
— «причинная функция». Это наводит на мысль, что при x0 > y0

рассматриваемая свертка описывает распространение одного и то-
го же π+-мезона, а при y0 > x0 — распространение одного и того
же π−-мезона. Для состояний, в которых находятся эти мезоны,
можно указать два свойства.

1. Время жизни этих состояний ограничено.

2. Для выяснения второго свойства рассмотрим формулу (126).
Экспонента под знаком интеграла представляет собой волновую
функцию частицы с 4-импульсом p. Но, так как интегрирования
по p0 и pα, α = 1, 2, 3 проводятся независимо, то p2 6= m2 (c = 1),
или E2 − c2~p 2 6= m2c4, т.е. не выполняется релятивистская связь
энергии и импульса, или, другими словами, частица находится
вне массовой поверхности.

Такие состояния называются виртуальными. Возможен переход
частицы из реального состояния в виртуальное и обратно. Если
частица существует только в виртуальном состоянии, то ее назы-
вают виртуальной.

Несколько позже мы будем рассматривать диаграммы Фейнмана.
На рисунке приведена одна из диаграмм, описывающих процесс
рассеяния фотона на π+-мезоне. Внутренняя линия соответствует
мезону в виртуальном состоянии.
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�

p

k, λ

p̃ p′

k′, λ′

Разделим диаграмму на две части (а), (б) и рассмотрим их по
отдельности.

��

(a) (б)

Согласно законам релятивистской кинематики, свободная частица
не может поглотить фотон. Это легко показать, записав законы
сохранения энергии и импульса для этого процесса. Система урав-
нений окажется несовместной. Поэтому, если бы на диаграмме (а)
все три линии соответствовали реальным свободным частицам, то
такой процесс был бы невозможен. Наличие «невозможной» диа-
граммы (а) в составе полной диаграммы имеет две интерпретации.

1. Нарушается закон сохранения энергии на величину ∆E на малое
время ∆t согласно соотношению неопределенностей для энергии
∆E∆t > ~/2.

2. Законы сохранения выполняются, но нарушается релятивистская
связь между энергией и импульсом.

В обоих подходах выходящая линия на диаграмме (а) соответствует
частице в виртуальном состоянии. В квантовой электродинамике
принята 2-я интерпретация.

Аналогично, свободная частица не может излучить фотон. Диа-
грамма (б) возможна потому, что входящая линия соответствует
частице в виртуальном состоянии.
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17 Расчет матричного элемента компто-

новского рассеяния фотона. Часть II
(лабораторная работа 3)

Цель работы: освоить преобразование хронологических произведе-
ний с помощью теорем Вика; провести анализ слагаемого матрично-
го элемента, которое содержит двойной интеграл и квадратично по
заряду. В ходе работы формулируются выводы, на основе которых
в дальнейшем (на лекции) будут введены диаграммы Фейнмана.

Введение

В лабораторной работе 2 мы вычислили первое ненулевое слагае-

мое S
(1)
fi

′′ ряда Неймана для матричного элемента S-оператора. Оно

пропорционально z2, т.е. относится ко второму порядку теории воз-
мущений. Такой же порядок малости имеет еще одно слагаемое —

S
(2)
fi

′ = (
∗

Φf Ŝ
(2)′Φi) — матричный элемент оператора

Ŝ(2)′ =
(−i)2

2

∫

R4

dx

∫

R4

dy P (Ĥ′
I(x)Ĥ′

I(y))

(обозначения см. в работе 2). Его необходимо вычислить для того,
чтобы задача во втором порядке теории возмущений была решена
полностью.

Будем рассматривать только такие столкновения частиц, кото-
рые сопровождаются изменением импульсов: p′ 6= p, k′ 6= k. Столк-
новения без изменения импульсов тоже, конечно, представляют ин-
терес; их нужно рассматривать отдельно.

Обозначим ∂nû(x) = ûn(x). Рассмотрим −P (Ĥ′
I(x)Ĥ′

I (y))/z
2 =

P (N(
+

û(x)ûm(x)−
+

ûm(x)û(x))N(
+

û(y)ûn(y)−
+

ûn(y)û(y)))PA = PuPA,

Pu = Pu1 + Pu2 + Pu3 + Pu4, PA = P (Âm(x)Ân(y));

Pu1 = P (N(
+

û(x)ûm(x))N(
+

û(y)ûn(y))),

Pu2 = −P (N(
+

û(x)ûm(x))N(
+

ûn(y)û(y))),

Pu3 = −P (N(
+

ûm(x)û(x))N(
+

û(y)ûn(y))),

Pu4 = P (N(
+

ûm(x)û(x))N(
+

ûn(y)û(y))).
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17.1 Задания

Задание 1

Распишите по теореме Вика
Вариант 1: Pu1. Вариант 2: Pu2. Вариант 3: Pu4 (не Pu3!).
Cразу отбросьте нулевые слагаемые.

Задание 2

Найдите матричный элемент оператора, который содержит

Вариант 1: Pu10 = N(
+

û(x)ûm(x)
+

û(y)ûn(y)).

Вариант 2: Pu20 = −N(
+

û(x)ûm(x)
+

ûn(y)û(y)).

Вариант 3: Pu40 = N(
+

ûm(x)û(x)
+

ûn(y)û(y)).

Указание. Обозначим фотонные операторы Γ̂ = â
(−)
λ′ (k′)PAâ

(+)
λ (k) и

рассмотрим (
∗

Φ0ϕ̂
(−)(p′)Pui0

+

ϕ̂(+)(p)Γ̂Φ0), обращая внимание только
на мезонные операторы.

Задание 3

Найти вклад в матричный элемент S-оператора того слагаемого,
которое содержит

Вариант 1: Pu12 =
+

û
︷ ︸︸ ︷

(x)ûn(y) · û
︷ ︸︸ ︷

m(x)
+

û(y);

Вариант 2: Pu22 = −
+

û
︷︸︸︷

(x)û(y) · û
︷ ︸︸ ︷

m(x)
+

ûn(y);

Вариант 3: Pu42 =
+

û
︷ ︸︸ ︷

m(x)û(y) · û
︷ ︸︸ ︷

(x)
+

ûn(y).

Задание 4 (только для вариантов 1 и 3)

Покажите, что слагаемые S-оператора, которые содержат операто-
ры
Вариант 1:

P
(1)
u11=

+

û
︷ ︸︸ ︷

(x)ûn(y)N(ûm(x)
+

û(y)) и P
(2)
u11=û

︷ ︸︸ ︷

m(x)
+

û(y)N(
+

û(x)ûn(y)),
Вариант 3:
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P
(1)
u41=

+

û
︷ ︸︸ ︷

m(x)û(y)N(û(x)
+

ûn(y)) и P
(2)
u41=û

︷ ︸︸ ︷

(x)
+

ûn(y)N(
+

ûm(x)û(y)),
дают одинаковый вклад в матричный элемент.

Указание. Покажите, что
∫

R4

dx
∫

R4

dyP
(1)
ui1PA =

∫

R4

dx
∫

R4

dyP
(2)
ui1PA.

Задание 5

Вариант 1: Запишите
+

û
︷ ︸︸ ︷

(x)ûn(y)
def≡

+

û

︷ ︸︸ ︷

(x)
∂

∂yn
û(y) в виде интеграла,

вычислите производную.

Вариант 2:

Запишите
+

û
︷︸︸︷

(x)û(y) в виде интеграла. Запишите û

︷ ︸︸ ︷

m(x)
+

ûn(y) в виде
интеграла, вычислите производные.

Вариант 3: Запишите
+

û
︷ ︸︸ ︷

m(x)û(y) в виде интеграла, вычислите про-
изводную.

На основе результатов заданий 1 — 5 можно сделать следующий
вывод.
Вывод 1. Вклад в (S− 1)fi дают только такие слагаемые, в кото-
рых для каждого поля число несвернутых операторов под знаком
N равно сумме чисел операторов начального и конечного состоя-
ний этого поля.

Задание 6

Свертка полевых операторов не является оператором и выносится
из скалярного произведения. Рассмотрим оставшиеся операторы в
скалярном произведении.

Вариант 1: F = (
∗

Φ0ϕ̂
(−)(p′)N(ûm(x)

+

û(y))
+

ϕ̂(+)(p)Γ̂Φ0).

Вариант 2: F (1) = (
∗

Φ0ϕ̂
(−)(p′)N(ûm(x)

+

ûn(y))
+

ϕ̂(+)(p)Γ̂Φ0),

F (2) = (
∗

Φ0ϕ̂
(−)(p′)N(

+

û(x)û(y))
+

ϕ̂(+)(p)Γ̂Φ0).

Вариант 3: F = (
∗

Φ0ϕ̂
(−)(p′)N(û(x)

+

ûn(y))
+

ϕ̂(+)(p)Γ̂Φ0).
Начнем с мезонных операторов, в связи с чем фотонная часть крат-
ко обозначена Γ̂.
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Распишите координатные полевые операторы на сумму положи-
тельно- и отрицательно-частотных составляющих; раскройте скоб-
ки; определите, какие слагаемые не равны нулю. Запишите выра-
жение F в таком виде, чтобы полевые операторы входили только
в коммутаторы. Вычислите коммутаторы и определите их физиче-
ский смысл.

Вывод 2. Мезонный оператор без сопряжения û(x) (или ûm(x)=

∂
∂xm û(x)) вместе с

+

ϕ̂(+)(p) описывает начальное состояние π+-

мезона, а оператор с сопряжением
+

û(y) вместе с ϕ̂(−)(p′) — ко-
нечное состояние π+-мезона.

Задание 7

В задании 6 все мезонные операторы вошли в состав коммута-
торов, которые выносятся за пределы скалярного произведения.
Рассмотрим фотонные операторы, которые пока остаются под

знаком скалярного произведения. Обозначим G = (
∗

Φ0Γ̂Φ0) =

(
∗

Φ0â
(−)
λ′ (k′)PAâ

(+)
λ (k)Φ0), где PA = P (Âm(x)Ân(y)).

1) Распишите PA по теореме Вика. Рассмотрите то слагаемое выра-
жения G, в котором фотонные координатные операторы свернуты.
Указание: это задание аналогично заданию 3, результат которого
сформулирован в Выводе 1.
2) Распишите полевые операторы в N -произведении на сумму
положительно- и отрицательно-частотных составляющих; раскрой-
те скобки с учетом N ; определите, какие слагаемые отличны от
нуля. Запишите выражение в таком виде, чтобы полевые опера-
торы входили только в коммутаторы. Вычислите коммутаторы и
определите их физический смысл.

Вывод 3. Оператор Âm(x) из средней части матричного элемен-

та описывает как начальное (вместе с оператором â
(+)
λ (k)), так

и конечное (вместе с оператором â
(−)
λ′ (k′)) состояние фотона. То

же самое относится к оператору Ân(y).
Вывод 4. После раскрытия P -произведений и отбрасывания ну-

левых слагаемых структура средней части матричного элемента
начинает отражать число и типы частиц в начальном и конеч-
ном состояниях.
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Задание 8

Закончите расчет слагаемого матричного элемента

Вариант 1: S
(2)
fi

′(Pu1, PA). Не забудьте учесть результат задания 4.

Вариант 2: S
(2)
fi

′(Pu2, PA).

Вариант 3: S
(2)
fi

′(Pu4, PA). Не забудьте учесть результат задания 4.

Задание 9

Покажите, что S
(2)
fi

′(Pu3, PA) = S
(2)
fi

′(Pu2, PA).

Задание 10

Найдите S
(2)
fi

′(Pu, PA), сложив результаты всех вариантов. Не за-

будьте удвоить S
(2)
fi

′(Pu2, PA) с учетом результата, полученного в

задании 9. Прибавьте слагаемое S
(1)
fi

′′, найденное в лабораторной
работе 2. Тем самым будет вычислен матричный элемент рассея-
ния фотона на π-мезоне во втором порядке теории возмущений.

17.2 Ответы

Задание 1

Вариант 1. Pu1 = Pu10 + P
(1)
u11 + P

(2)
u11 + Pu12,

Pu10 = N(
+

û(x)ûm(x)
+

û(y)ûn(y)), P
(1)
u11 =

+

û
︷ ︸︸ ︷

(x)ûn(y)N(ûm(x)
+

û(y)),

P
(2)
u11 = û

︷ ︸︸ ︷

m(x)
+

û(y)N(
+

û(x)ûn(y)), Pu12 =
+

û
︷ ︸︸ ︷

(x)ûn(y) · û
︷ ︸︸ ︷

m(x)
+

û(y).

Учтено, что свертки операторов комплексного поля с одинаковым

сопряжением равны нулю: û
︷︸︸︷

(x)û(y) = 0,
+

û

︷︸︸︷

(x)
+

û(y) = 0.

Вариант 2. Pu2 = Pu20 + P
(1)
u21 + P

(2)
u21 + Pu22,

Pu20 = −N(
+

û(x)ûm(x)
+

ûn(y)û(y)), P
(1)
u21 = −

+

û
︷︸︸︷

(x)û(y)N(ûm(x)
+

ûn(y)),

P
(2)
u21 = −û

︷ ︸︸ ︷

m(x)
+

ûn(y)N(
+

û(x)û(y)), Pu22 = −
+

û
︷︸︸︷

(x)û(y) · û
︷ ︸︸ ︷

m(x)
+

ûn(y).
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Учтено, что свертки операторов комплексного поля с одинаковым

сопряжением равны нулю: û
︷ ︸︸ ︷

m(x)û(y) = 0,
+

û

︷ ︸︸ ︷

(x)
+

ûn(y) = 0.

Вариант 3. Pu4 = Pu40 + P
(1)
u41 + P

(2)
u41 + Pu42,

Pu40 = N(
+

ûm(x)û(x)
+

ûn(y)û(y)), P
(1)
û41 =

+

û
︷ ︸︸ ︷

m(x)û(y)N(û(x)
+

ûn(y)),

P
(2)
u41 = û

︷ ︸︸ ︷

(x)
+

ûn(y)N(
+

ûm(x)û(y)), Pû42 =
+

û
︷ ︸︸ ︷

m(x)û(y) · û
︷ ︸︸ ︷

(x)
+

ûn(y).

Учтено, что свертки операторов комплексного поля с одинаковым

сопряжением равны нулю: û
︷︸︸︷

(x)û(y) = 0,
+

û

︷ ︸︸ ︷

m(x)
+

ûn(y) = 0.

Задание 2

Матричный элемент равен нулю. Пояснение: в операторе Pui0 мыс-
ленно запишем каждый из четырех полевых операторов в виде сум-
мы положительно-частотной и отрицательно-частотной составляю-
щих и раскроем все скобки. Каждое из 16-ти слагаемых содержит 4
сомножителя. Среди сомножителей есть по крайней мере 2 опера-
тора одной и той же частотности. Операторы нормально упорядо-
чены, т.е. операторы уничтожения стоят справа от операторов рож-
дения. Из лабораторной работы 2 мы знаем, что b̂(−)ĉ(−)d̂(+)Φ0 = 0,
∗

Φ0b̂
(−)ĉ(+)d̂(+) = 0 (b̂, ĉ, d̂ — любые полевые операторы), откуда и

следует, что слагаемое с оператором Pui0 не дает вклада в матрич-
ный элемент S-оператора.

Задание 3

Матричный элемент равен нулю. Пояснение:

(
∗

Φ0ϕ̂
(−)(p′)

+

ϕ̂(+)(p)Γ̂Φ0) = δ3(~p − ~p ′)(
∗

Φ0Γ̂Φ0); так как ~p ′ 6= ~p, то
δ3(~p− ~p ′) ≡ 0.

Заодно заметим, что по этой же причине слагаемое, в котором
свернуты все фотонные операторы, тоже не дает вклада в матрич-

ный элемент. Поэтому можно заменить PA
def≡ P (Âm(x)Ân(y)) на

N(Âm(x)Ân(y)).
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Задание 4

Вариант 1.
∫

R4

dx
∫

R4

dy P
(1)
u11PA=

∫

R4

dx
∫

R4

dy
+

û
︷ ︸︸ ︷

(x)ûn(y)N(ûm(x)
+

û(y))N(Âm(x)Ân(y)) =

/x↔ y, m↔ n/=
∫

R4

dy
∫

R4

dx
+

û
︷ ︸︸ ︷

(y)ûm(x)N(ûn(y)
+

û(x))N(Ân(y)Âm(x))=

/меняем порядок интегрирования; меняем местами операторы под
знаком свертки и внутри нормального произведения/

=
∫

R4

dx
∫

R4

dy û

︷ ︸︸ ︷

m(x)
+

û(y)N(
+

û(x)ûn(y))N(Âm(x)Ân(y))=
∫

R4

dx
∫

R4

dy P
(2)
u11PA.

Вариант 3.
∫

R4

dx
∫

R4

dy P
(1)
u41PA=

∫

R4

dx
∫

R4

dy
+

û
︷ ︸︸ ︷

m(x)û(y)N(û(x)
+

ûn(y))N(Âm(x)Ân(y)) =

/x↔ y, m↔ n/=
∫

R4

dy
∫

R4

dx
+

û
︷ ︸︸ ︷

n(y)û(x)N(û(y)
+

ûm(x))N(Ân(y)Âm(x))=

=
∫

R4

dx
∫

R4

dy û

︷ ︸︸ ︷

(x)
+

ûn(y)N(
+

ûm(x)û(y))N(Âm(x)Ân(y))=
∫

R4

dx
∫

R4

dy P
(2)
u41PA.

Задание 5

Вариант 1.

+

û

︷ ︸︸ ︷

(x)
∂

∂yn
û(y) =

∂

∂yn
û

︷︸︸︷

(y)
+

û(x) =

= lim
ǫ→0

∂

∂yn
i

(2π)4

∫

R4

e−ip̃l(y
l−xl)

p̃2 −m2 + iǫ
dp̃ = lim

ǫ→0

1

(2π)4

∫

R4

p̃ne
−ip̃l(y

l−xl)

p̃2 −m2 + iǫ
dp̃.

Вариант 2.

+

û
︷︸︸︷

(x)û(y) = û

︷︸︸︷

(y)
+

û(x) = lim
ǫ→0

i

(2π)4

∫

R4

e−ip̃l(y
l−xl)

p̃2 −m2 + iǫ
dp̃.
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û

︷ ︸︸ ︷

m(x)
+

ûn(y) =
∂

∂xm
∂

∂yn
û

︷︸︸︷

(x)
+

û(y) =

lim
ǫ→0

∂

∂xm
∂

∂yn
i

(2π)4

∫

R4

e−ip̃l(x
l−yl)

p̃2 −m2 + iǫ
dp̃= lim

ǫ→0

i

(2π)4

∫

R4

p̃mp̃ne
−ip̃l(x

l−yl)

p̃2 −m2 + iǫ
dp̃.

Вариант 3.

+

û
︷ ︸︸ ︷

m(x)û(y) =
∂

∂xm
û

︷︸︸︷

(y)
+

û(x) = lim
ǫ→0

∂

∂xm
i

(2π)4

∫

R4

e−ip̃l(y
l−xl)

p̃2 −m2 + iǫ
dp̃ =

lim
ǫ→0

−1

(2π)4

∫

R4

p̃me
−ip̃l(y

l−xl)

p̃2 −m2 + iǫ
dp̃.

Задание 6

Вариант 1.

F = (
∗

Φ0ϕ̂
(−)(p′)

+

û(+)(y)û
(−)
m (x)

+

ϕ̂(+)(p)Γ̂Φ0) =

= [ϕ̂(−)(p′),
+

û(+)(y)][û
(−)
m (x),

+

ϕ̂(+)(p)](
∗

Φ0Γ̂Φ0);

[ϕ̂(−)(p′),
+

û(+)(y)]=
1

(2π)3/2
eip

′

ly
l

√

2p′0
; [û(−)

m (x),
+

ϕ̂(+)(p)]=
−ipm
(2π)3/2

e−iplx
l

√
2p0

.

Вариант 2.

F (1) = (
∗

Φ0ϕ̂
(−)(p′)

+

û
(+)
n (y)û

(−)
m (x)

+

ϕ̂(+)(p)Γ̂Φ0) =

= [ϕ̂(−)(p′),
+

û
(+)
n (y)][û

(−)
m (x),

+

ϕ̂(+)(p)](
∗

Φ0Γ̂Φ0);

[ϕ̂(−)(p′),
+

û(+)
n (y)]=

ip′n
(2π)3/2

eip
′

ly
l

√

2p′0
; [û(−)

m (x),
+

ϕ̂(+)(p)]=
−ipm
(2π)3/2

e−iplx
l

√
2p0

.

F (2) = (
∗

Φ0ϕ̂
(−)(p′)

+

û(+)(x)û(−)(y)
+

ϕ̂(+)(p)Γ̂Φ0) =

= [ϕ̂(−)(p′),
+

û(+)(x)][û(−)(y),
+

ϕ̂(+)(p)](
∗

Φ0Γ̂Φ0);

[ϕ̂(−)(p′),
+

û(+)(x)]=
1

(2π)3/2
eip

′

lx
l

√

2p′0
; [û(−)(y),

+

ϕ̂(+)(p)]=
1

(2π)3/2
e−iply

l

√
2p0

.
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Вариант 3.

F = (
∗

Φ0ϕ̂
(−)(p′)

+

û
(+)
n (y)û(−)(x)

+

ϕ̂(+)(p)Γ̂Φ0) =

= [ϕ̂(−)(p′),
+

û
(+)
n (y)][û(−)(x),

+

ϕ̂(+)(p)](
∗

Φ0Γ̂Φ0);

[ϕ̂(−)(p′),
+

û(+)
n (y)]=

ip′n
(2π)3/2

eip
′

ly
l

√

2p′0
; [û(−)(x),

+

ϕ̂(+)(p)]=
1

(2π)3/2
e−iplx

l

√
2p0

.

Смысл коммутаторов: выражения, содержащие e−iplx
l

или e−iply
l

,
пропорциональны волновой функции π+-мезона в начальном состо-

янии, а выражения с eip
′

lx
l

или eip
′

ly
l

пропорциональны комплекс-
ному сопряжению волновой функции π+-мезона в конечном состо-
янии.

Задание 7

2) G = G1 +G2, где

G1 = [â
(−)
λ′ (k′), Âm(+)(x)] · [Ân(−)(y), â

(+)
λ (k)] =

=
ε(λ

′)m(k′)

(2π)3/2
eik

′

lx
l

√
2k′0

· ε
(λ)n(k)

(2π)3/2
e−ikly

l

√
2k0

,

G2 = [â
(−)
λ′ (k′), Ân(+)(y)] · [Âm(−)(x), â

(+)
λ (k)] =

=
ε(λ

′)n(k′)

(2π)3/2
eik

′

ly
l

√

2k′0
· ε

(λ)m(k)

(2π)3/2
e−iklx

l

√
2k0

.

Задание 8

Вариант 1.

S
(2)
fi

′(Pu1, PA) =
−iz2
16π2

δ4(p+ k − p′ − k′)
√

p0k0p′0k
′
0

×

×
{

pmε
(λ′)m(k′)(pn − k′n)ε

(λ)n(k)

(p− k′)2 −m2
+
pmε

(λ)m(k)(pn + kn)ε
(λ′)n(k′)

(p+ k)2 −m2

}

.
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Вариант 2.

S
(2)
fi

′(Pu2, PA) =
−iz2
32π2

δ4(p+ k − p′ − k′)
√

p0k0p′0k
′
0

×

×
{

pmε
(λ′)m(k′)p′nε

(λ)n(k)

(p− k′)2 −m2
+
pmε

(λ)m(k)p′nε
(λ′)n(k′)

(p+ k)2 −m2
+

+
(pm + km)ε(λ

′)m(k′)(pn + kn)ε
(λ)n(k)

(p+ k)2 −m2
+

+
(pm − k′m)ε(λ)m(k)(pn − k′n)ε

(λ′)n(k′)

(p− k′)2 −m2

}

.

Вариант 3.

S
(2)
fi

′(Pu1, PA) =
−iz2
16π2

δ4(p+ k − p′ − k′)
√

p0k0p′0k
′
0

×

×
{

p′mε
(λ′)m(k′)(pn + kn)ε

(λ)n(k)

(p+ k)2 −m2
+
p′mε

(λ)m(k)(pn − k′n)ε
(λ′)n(k′)

(p− k′)2 −m2

}

.

Задание 9

Сначала заметим, что Pu3 может быть получено из Pu2 заменой
x↔ y, m↔ n, а PA при такой замене не изменяется. Области инте-
грирования по x, y одинаковы, и одинаковы области суммирования
по m, n. Наконец, учтем, что под знаками P и N операторы можно

переставлять. Поэтому одинаковы и S
(2)
fi

′(Pu2, PA), S
(2)
fi

′(Pu3, PA):

∫

R4

dx

∫

R4

dy Pu2PA =

= −
∫

R4

dx

∫

R4

dy P (N(
+

û(x)ûm(x))N(
+

ûn(y)û(y)))P (Â
m(x)Ân(y)) =

/x ↔ y, m ↔ n; после этого меняем порядок интегрирования и
порядок сомножителей внутри P/
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= −
∫

R4

dx

∫

R4

dyP (N(
+

ûm(x)û(x))N(
+

û(y)ûn(y)))P (Â
m(x)Ân(y)) =

=

∫

R4

dx

∫

R4

dy Pu3PA.

Задание 10

(S − 1)fi = S
(1)
fi

′′ + S
(2)
fi

′ =
iz2

16π2

δ4(p+ k − p′ − k′)
√
p0p′0k0k

′
0

×

×
{

2ε(λ)m(k)ε(λ
′)

m (k′)− ε(λ)m(k)ε(λ
′)n(k′)

(p+ k)2 −m2
(2p′n + k′n)(2pm + km)−

− ε(λ)n(k)ε(λ
′)m(k′)

(p− k′)2 −m2
(2p′n − kn)(2pm − k′m)

}

.

18 Диаграммы Фейнмана и правила со-

ответствия

18.1 Структура матричного элемента S-оператора

Подставим (20) в (4):

(S − 1)fi =
∞∑

n=1

S
(n)
fi ,

S
(n)
fi =

(−i)n
n!

∫

R4

dx1...

∫

R4

dxn(
∗

ΦfP (ĤI(x1)...ĤI(xn))Φi). (129)

Хронологическое произведение гамильтонианов взаимодействия
называется средней частью матричного элемента.

Допустим, мы хотим изобразить процесс рассеяния γ + π+ →
γ+π+ на диаграмме. Во-первых, диаграмма содержит внешние ли-
нии, число и тип которых определяются числом и типом частиц
начального и конечного состояний. Диаграммы, соответствующие
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рассматриваемым реакциям, содержат 4 внешние линии: две вхо-
дящие (фотонная и мезонная) и две выходящие. Во-вторых, у диа-
граммы имеется так называемая средняя часть, на которой изоб-
ражаются частицы в виртуальном состоянии. Информация о них
содержится в средней части матричного элемента.

18.2 Графическое изображение элементов S-оператора в
координатном пространстве

1. Элемент Ŝ: û(x). Элемент диаграммы:
�

— внешняя ме-

зонная входящая линия. Соответствует π+ в начальном состоя-
нии или π− в конечном состоянии.

2. Элемент Ŝ:
+

û(x). Элемент диаграммы:
�

— внешняя ме-

зонная выходящая линия. Соответствует π+ в конечном или π−

в начальном состоянии.

3. Элемент Ŝ: Ân(x). Элемент диаграммы:
�

,
�

—

внешние фотонные линии. Соответствуют фотону в начальном
или конечном состоянии.

4. Элемент Ŝ:
+

û
︷︸︸︷

(x)û(y). Элемент диаграммы:� — внут-
ренняя мезонная линия. Стрелка направлена от точки оператора
с сопряжением к точке оператора без сопряжения, т.е. в данном
случае — от x к y. Соответствует движению π+-мезона в вир-
туальном состоянии из x в y или движению π− в виртуальном
состоянии из y в x.

5. Элемент Ŝ: Â

︷ ︸︸ ︷

m(x)Ân(y). Элемент диаграммы:	 —
внутренняя фотонная линия. Соответствует виртуальному фото-
ну.

Для построения диаграмм наличие производной у оператора и
расположение индекса (верхнее, нижнее) несущественны. Напри-
мер, û(x) и ∂nû(x) равноправны; Ân(x) и Ân(x) равноправны.
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18.3 Диаграммы процесса γ + π+ → γ + π+

1. В Ŝ′′(1) средняя часть имеет вид N(
+

û(x)û(x))N(Ân(x)Â
n(x)). Ей

соответствует диаграмма




x

Точка пересечения линий называется вершиной, или узлом диа-
граммы. В данном случае вершина — двойная, так как в ней схо-
дятся две фотонные линии. Эта диаграмма — первого порядка, так
как она содержит одну вершину.

2. В Ŝ′(2) средняя часть состоит из четырех слагаемых PuiPA, i =
1, 2, 3, 4, у которых фотонная часть PA одинакова, а мезонные части
имеют только такие различия, которые не отражаются на диаграм-
мах. Поэтому достаточно рассмотреть какое-нибудь одно слагаемое,
например, при i = 1. В свою очередь, Pu1 содержит два слагаемых

P
(1)
u11 и P

(2)
u11, которые дают ненулевой вклад в матричный элемент.

Строим диаграмму на основе

P
(1)
u11PA =

+

û
︷ ︸︸ ︷

(x) (∂nû(y))N((∂mû(x))
+

û(y))N(Âm(x)Ân(y)).

Сначала рисуют линии заряженных частиц; в данном случае это —
линии мезонов:

�

x y

Начинать построение диаграммы с линий заряженных частиц
удобно потому, что эти линии непрерывны, что отражает закон со-
хранения заряда. При построении фотонных линий следует учесть,
что, согласно правилу соответствия 3 из пункта 18.2, в вершине x
может быть либо входящий, либо выходящий фотон. То же самое
справедливо для вершины y. Таким образом, получаем две диа-
граммы:

�

x y



x y
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Эти диаграммы — топологически различные. Диаграммы, кото-
рые можно построить на основе

P
(2)
u11PA = (∂m

︷ ︸︸ ︷

û(x))
+

û(y)N(
+

û(x)(∂nû(y)))N(Âm(x)Ân(y)), отличают-
ся только тем, что у них левая вершина обозначена y, а правая x.
Эти диаграммы топологически эквивалентны уже построенным, и
добавлять их к набору диаграмм не нужно.

На основе диаграмм в пространстве координат строят диаграммы
в пространстве импульсов:

Æ

p

k, λ

p′

k′, λ′

�

p

k, λ

p̃ p′

k′, λ′

�

p

k, λ

p̃

k′, λ′

p′

(a) (b) (c)

18.4 Алгоритм расчета матричного элемента S-оператора

1. Расписать хронологическое произведение с помощью теорем Ви-
ка. Оставить только слагаемые, дающие ненулевой вклад в мат-
ричный элемент. Расписывать координатные операторы на ча-
стотные составляющие не нужно. Можно использовать правило
(см. лаб. работу №3, Вывод 1): ненулевой вклад в (S − 1)fi да-
ют только такие слагаемые, в которых число несвернутых опе-
раторов для каждого поля равно суммарному числу операторов
начального и конечного состояний этого поля.

2. Построить все топологически различные диаграммы.

3. Для каждой диаграммы по правилам соответствия (см. далее)
вычислить матричный элемент.

4. Сложить матричные элементы всех диаграмм.

18.5 Правила соответствия для сомножителей матрич-
ного элемента

Замечание. Слагаемое матричного элемента может содержать про-
изведение двух или большего числа скалярных произведений. Каж-
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дое скалярное произведение записывается в виде суммы произве-
дений компонент. Нужно проследить, чтобы в разных скалярных
произведениях были использованы разные индексы суммирования.

1. Одиночной вершине

�

p

k, λ

p′

(а также одиночным вершинам с другим расположением линий)
ставится в соответствие сомножитель

(2π)4z(pn + p′n)δ4(p± k − p′).

Знак «+» соответствует поглощению фотона, «−» — излучению
фотона, так что четырехмерная дельта-функция отражает закон
сохранения 4-импульса в узле. Замечание: каждой линии, входя-
щей в узел или выходящей из него, тоже соответствуют сомно-
жители (см. далее).

2. Двойной вершине

�

p

k, λ

p′

k′, λ′

ставится в соответствие сомножитель

−(2π)4z2gmnδ4(p± k − p′ ± k′),

где gmn — компоненты метрического тензора, определяемые фор-
мулой (22). Индексы m,n соответствуют индексам компонент
векторов поляризации ε(λ)m, ε(λ

′)n, которые входят в сомножи-
тели, соответствующие фотонным линиям (см. далее). Таким
образом, 4-векторы поляризации скалярно перемножаются.

3. Внутренней мезонной линии
�̃

p
соответствует со-

множитель i

(2π)4
dp̃

p̃2 −m2 + iǫ
.
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4. Внутренней фотонной линии
�̃k

соответствует

сомножитель
− i

(2π)4
gmn dk̃

k̃2 + iǫ
.

Если эта линия соединяет одиночные вершины, то m,n соответ-
ствуют индексам у pm+p′m, pn+p

′
n. Если она соединяет двойные

вершины, то в них должны быть множители gmi, gnj .

5. Внешним мезонным линиям
�

p
или
�

p
со-

ответствует сомножитель

1/(2π)3/2
√

2p0.

6. Внешним фотонным линиям
�

k, λ
или
�

k, λ
со-

ответствует сомножитель

ε(λ)n(k)/(2π)3/2
√

2k0.

Индекс n соответствует индексу компонент импульсов пи-мезона
для одиночной вершины или индексу компоненты тензора gmn

для двойной вершины.

7. Полученное скалярное произведение умножить на (−i)ν2d−b, где
ν — порядок диаграммы, d— число двойных вершин в диаграмме;
b — число пар двойных вершин, соединенных двумя фотонными
линиями. Произведение проинтегрировать по всем внутренним
импульсам. Найти предел при ǫ→ 0.

19 Расчет матричного элемента компто-
новского рассеяния фотона с помо-

щью диаграмм Фейнмана
(лабораторная работа 4)

Цель работы: расчет матричного элемента комптоновского рассея-
ния фотона на заряженной скалярной частице («пи-мезоне») в низ-
шем неисчезающем порядке теории возмущений (борновское при-
ближение) с помощью диаграмм Фейнмана.
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19.1 Задание

Дан полный набор топологически различных диаграмм для 2-го
порядка теории возмущений процесса γ+π+ → γ+π+ (диаграммы
(a), (b), (c) в п. 18.3). Вычислите матричный элемент S-оператора.

19.2 Ответы

Sa =
iz2

8π2

ε(λ)m(k)ε
(λ′)
m (k′)

√

p0p′0k0k′0
δ4(p+ k − p′ − k′), (130)

что совпадает с ответом к работе №2.

Sb =
(−i)220

(2π)3/2
√

2p0
ε(λ)m(k)

(2π)3/2
√
2k0

1

(2π)3/2
√

2p′0
ε(λ

′)n(k′)

(2π)3/2
√
2k′0

×

×
∫

R4

dp̃ z(2π)4(pm+p̃m)δ4(p+k−p̃)
i

(2π)4
1

p̃2 −m2 + iǫ
z(2π)4(p̃n+p

′
n)×

× δ4(p̃− k′ − p′).

Sc =
(−i)220

(2π)3/2
√

2p0
ε(λ

′)m(k′)

(2π)3/2
√
2k′0

1

(2π)3/2
√

2p′0
ε(λ)n(k)

(2π)3/2
√
2k0

×

×
∫

R4

dp̃ z(2π)4(pm+p̃m)δ4(p−k′−p̃)
i

(2π)4
1

p̃2 −m2 + iǫ
z(2π)4(p̃n+p

′
n)×

× δ4(p̃+ k − p′).

После интегрирования по p̃ получим

Sb =
−iz2δ4(p+ k − p′ − k′)

16π2
√

p0p′0k0k′0
ε(λ)m(k)(2pm + km)ε(λ

′)n(k′)(2p′n + k′n)

(p+ k)2 −m2
;

Sc =
−iz2δ4(p+ k − p′ − k′)

16π2
√

p0p′0k0k′0
ε(λ

′)m(k′)(2pm − k′m)ε(λ)n(k)(2p′n − kn)

(p− k′)2 −m2
;
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(S − 1)fi =

= Sa + Sb + Sc =
iz2δ4(p+ k − p′ − k′)

16π2
√

p0p′0k0k′0

{

2ε(λ)m(k)ε(λ
′)

m (k′)−

− ε(λ)m(k)(2pm + km)ε(λ
′)n(k′)(2p′n + k′n)

1

(p+ k)2 −m2
−

− ε(λ
′)m(k′)(2pm − k′m)ε(λ)n(k)(2p′n − kn)

1

(p− k′)2 −m2

}

.

Это совпадает с ответом к работе №3.

20 Построение диаграмм Фейнмана для
процесса π+

+ π+ → π+
+ π+

(лабораторная работа 5)

Цель работы: самостоятельное построение диаграмм Фейнмана для
процесса рассеяния двух пи-мезонов с учетом только электромаг-
нитного взаимодействия.

Следует провести анализ структуры матричного элемента S-опе-
ратора и построить диаграммы Фейнмана, которые могут давать
вклад в матричный элемент, до 4-го порядка включительно.

20.1 Указания и задания

1) Гамильтониан взаимодействия — в точности такой же, как в за-
даче о комптоновском рассеянии фотона на пи-мезоне:

ĤI(x) = Ĥ′
I(x) + Ĥ′′

I (x), Ĥ′′
I (x) = −z2N

(
+

û(x)û(x)Ân(x)Â
n(x)

)

,

Ĥ′
I(x) = izN

(
+

û(x)∂nû(x) − (∂n
+

û(x))û(x)

)

Ân(x).

2) Обозначим начальные 4-импульсы p1, p2, конечные — p3, p4.

Запишите векторы начального и конечного состояний Φi,Φf ,
∗

Φf .
3) Выясните, дает ли вклад в матричный элемент слагаемое ряда
Неймана для S-оператора с однократным интегралом.

4) Рассмотрим слагаемое S
(2)
fi

′ с двойным интегралом, причем в
каждом гамильтониане учитывается только слагаемое, линейное по
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заряду, т.е. Ĥ′
I . Распишите хронологические произведения по теоре-

ме Вика, оставьте только те слагаемые, которые могут дать вклад
в матричный элемент.

Постройте топологически различные диаграммы в координатном
и импульсном пространствах. Укажите порядок диаграмм и соот-
ветствующий им порядок теории возмущений.

5) Рассмотрим слагаемое S
(2)
fi

′′ с двойным интегралом, в каждом
из которых учитывается только слагаемое гамильтониана, квадра-
тичное по заряду, т.е. Ĥ′′

I (x). Проделайте то же, что в пункте 4,
ограничившись диаграммой в пространстве координат.

6) Рассмотрим слагаемое с тройным интегралом, причем в двух
гамильтонианах учитывается слагаемое Ĥ′

I , а в третьем гамильто-

ниане — слагаемое Ĥ′′
I . Постройте топологически различные диа-

граммы в координатном пространстве, укажите порядок диаграмм
и порядок теории возмущений.

7) Рассмотрим слагаемое S
(4)
fi

′ с 4-кратным интегралом, причем в
каждом гамильтониане учитываем только слагаемое, линейное по
заряду, т.е. Ĥ′

I . Проанализируйте среднюю часть матричного эле-
мента, постройте топологически различные диаграммы в коорди-
натном пространстве, укажите порядок диаграмм и порядок теории
возмущений.

20.2 Ответы

2) Φi =
+

ϕ̂(+)(p1)
+

ϕ̂(+)(p2)Φ0, Φf =
+

ϕ̂(+)(p3)
+

ϕ̂(+)(p4)Φ0,
∗

Φf =
∗

Φ0 ϕ̂
(−)(p3) ϕ̂

(−)(p4).

3) Для того, чтобы увидеть, что слагаемые ряда Неймана с од-
нократным интегралом не дают вклада в матричный элемент для
данного процесса, достаточно отметить любое из следующих двух
обстоятельств: число несвернутых мезонных координатных опера-
торов меньше 4-х (суммарное число мезонных операторов началь-
ного и конечного состояний); имеются несвернутые фотонные коор-
динатные операторы, тогда как в начальном и конечном состояниях
фотонов нет.

4) Ненулевой матричный элемент имеют операторы типа

ϕ̂(−)(p3)ϕ̂
(−)(p4)N(

+

û(x)ûm(x)
+

û(y)ûn(y))Â
m

︷ ︸︸ ︷

(x)Ân(y)
+

ϕ̂(+)(p1)
+

ϕ̂(+)(p2).
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Они содержат нормальное произведение четырех мезонных опера-
торов и не содержат несвернутых фотонных операторов. Другие
операторы этого типа отличаются расстановкой сопряжений и ин-
дексов m, n, означающих дифференцирование, в мезонных опера-
торах; они не приводят к новым диаграммам.

Получается одна диаграмма в координатном пространстве, ко-
торой соответствуют две топологически различные диаграммы в
пространстве импульсов:

�

x

y

�

p1

p2

p3

k̃

p4

�

p1

p2

p4

k̃

p3

Эти диаграммы — второго порядка (у каждой — две вершины) и
они относятся ко второму порядку теории возмущений (матричный
элемент пропорционален z2).

5) Получается диаграмма 2-го порядка (две вершины);

�

x

y

обе вершины — двойные, и диаграмма соответствует четвертому
порядку теории возмущений ((S − 1)fi ∼ z4).

6) Средняя часть матричного элемента состоит из 4-х слагаемых

вида Pu1PA, где Pu1 = P (N(
+

û(x)ûm(x))N(
+

û(y)ûn(y))N(
+

û(z)û(z))),

PA = Â
︷ ︸︸ ︷
m(x)Âl(z)Â

︷ ︸︸ ︷
n(y)Âl(z). Распишем Pu1 по теореме Вика. Сла-

гаемые
+

û
︷︸︸︷

(x)û(z)N(ûm(x)
+

û(y)ûn(y)
+

û(z))PA,

û

︷ ︸︸ ︷

m(x)
+

û(z)N(
+

û(x)
+

û(y)ûn(y)û(z))PA приводят к диаграммам
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�

y

x
z

�

y

z
x

Слагаемое
+

û
︷ ︸︸ ︷

(x)ûn(y)N(ûm(x)
+

û(y)
+

û(z)û(z))PA приводит к диа-
грамме

�

z

x y

Все эти диаграммы — 3-го порядка и соответствуют четвертому
порядку теории возмущений.

7) Средняя часть матричного элемента имеет структуру PuPA, где

PA = P
(

Âk(x)Âl(y)Âm(z)Ân(t)
)

,

Pu = Pu1 + ...+Pu16 ; для построения диаграмм достаточно рассмот-
реть какое-нибудь одно слагаемое, например,

Pu1 = P

(

N(
+

û(x)ûk(x))N(
+

û(y)ûl(y))N(
+

û(z)ûm(z))N(
+

û(t)ûn(t))

)

.

Другие слагаемые могут отличаться знаком, расстановкой аргумен-
тов и символов дифференцирования и не приводят к топологически
новым диаграммам.

Если расписать Pu1 по теореме Вика, то получатся слагаемые
следующих типов.
a) У всех четырех свернутых операторов — разные аргументы, на-
пример:

+

û
︷ ︸︸ ︷

(x)ûl(y)
+

û
︷ ︸︸ ︷

(z)ûn(t)N

(

ûk(x)
+

û(y)ûm(z)
+

û(t)

)

.

Строим сначала мезонные линии:
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x y

z t

В зависимости от того, как скоммутированы фотонные операто-
ры, получаются разные диаграммы:

PA1 = Â
︷ ︸︸ ︷
k(x)Âm(z)Â

︷ ︸︸ ︷
l(y)Ân(t), PA2 = Â

︷ ︸︸ ︷
k(x)Ân(t)Â

︷ ︸︸ ︷
l(y)Âm(z),

PA3 = Â

︷ ︸︸ ︷
k(x)Âl(y)Â

︷ ︸︸ ︷
m(z)Ân(t) : (131)

!

x y

z t

"

x y

z t

#

x y

z t

Две мезонные линии, в состав которых входят начальные и ко-
нечные частицы реакции π+ + π+ → π+ + π+, назовем основны-
ми линиями. В этих диаграммах каждая основная линия содер-
жит одну внутреннюю мезонную линию. Третья из этих диаграмм
соответствует переходу без взаимодействия и, конечно, без измене-
ния 4-импульсов частиц, и вклада в матричный элемент перехода
Φi → Φf при f 6= i не дает.
б) Из 4-х свернутых операторов у двух (конечно, входящих в разные
свертки) — одинаковые аргументы, а у двух остальных — разные:

+

û
︷ ︸︸ ︷

(x)ûm(z)
+

û
︷ ︸︸ ︷

(z)ûn(t)N

(

ûk(x)
+

û(t)ûl(y)
+

û(y)

)

.

Мезонные линии выглядят так:

$

y

x z t
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Получаются диаграммы, на которых обе внутренние мезонные
линии входят в состав одной и той же основной линии:

%

y

x

z

t

&

y

x
z

t

'

y

x
z

t

Первая из этих диаграмм соответствует фотонному оператору PA2

(см. формулы (131)), вторая — PA1 , третья — PA3 .

в) Операторы с одинаковым аргументом (например, z) свернуты с
операторами, у которых аргумент тоже одинаков (например, t):

Pu2 =
+

û
︷ ︸︸ ︷

(z)ûn(t)ûm

︷︸︸︷

(z)
+

û(t)N

(
+

û(x)ûk(x)
+

û(y)ûl(y)

)

.

В этом случае мезонная часть диаграмм отличается тем, что,
кроме двух основных непрерывных линий, имеется третья непре-
рывная линия в виде петли:

(y

x

z

t

Учет фотонных операторов приводит к диаграммам следующих
двух типов:

)y

x

z

t

*y

x

z

t

Петля на первой из этих диаграмм соответствует образованию и
аннигиляции виртуальной пары мезонов.
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Вторая диаграмма — несвязная; левая ее часть (с вершинами
x, y) совпадает с диаграммой 2-го порядка, уже построенной в п.
4), а правая часть («устрица» с вершинами z, t) в данном контексте
не имеет смысла.

Все построенные в п. 7) диаграммы — 4-го порядка, соответству-
ющие четвертому порядку теории возмущений (кроме последней,
несвязной диаграммы, которую не нужно учитывать).

21 Сечение комптоновского рассеяния
фотона на π-мезоне

21.1 Упрощение Sfi в лабораторной системе отсчета

Будем называть лабораторной системой отсчета ту систему, в ко-
торой пи-мезон до рассеяния покоился. В этой системе начальный
импульс мезона равен нулю: ~p = 0.

Рассмотрим слагаемые Sb, Sc матричного элемента, формулы для
которых были получены в §19. Распишем входящие в них скаляр-

ные произведения: pmε
(λ)
m (k) = p0ε

(λ)
0 (k) − ~p ~ε(λ)(k) = p0ε

(λ)
0 (k);

kmε
(λ)
m (k) = k0ε

(λ)
0 (k) − ~k ~ε (λ)(k) = k0ε

(λ)
0 (k). ~k ~ε (λ)(k) = 0, так

как вектор ~k направлен вдоль ~ε (3), а λ = 1 или 2. Аналогично,

k′mε
(λ′)
m (k′) = k′0ε

(λ′)
0 (k′).

Согласно (81), при λ = 1, 2 ε
(λ)
0 = 0. Поэтому Sb = 0, Sc = 0.

21.2 Сечение, дифференциальное по импульсам рассе-
янных частиц

Сечение σfi, которое мы до сих пор рассматривали — это сечение
столкновения с переходом из состояния i в определенное квантово-
механическое состояние f . Рассмотрим рассеяние, при котором 3-
мерные импульсы ~p ′ и ~k′ оказываются в интервалах шириной соот-
ветственно d~p ′ и d~k′. Обозначим Nсост число состояний в «объеме»
d~p ′d~k′. Так как этот объем мал, то принадлежащие ему состояния
практически не отличаются друг от друга, и сечения σfi для всех
этих состояний одинаковы. Тогда дифференциальное сечение равно

d 6σ = σfiNсост; (132)
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в теории столкновений эта формула известна под названием «золо-
тое правило №2».

Очевидно, что число состояний пропорционально вышеупомяну-
тому «объему»: Nсост ∝ d~p ′d~k′. Найдем коэффициент пропорцио-
нальности. Из квантовой механики известно, что точный импульс
частица может иметь только в бесконечной области. Именно для
такой области были получены все формулы, в том числе форму-
ла (20) для S-оператора. Это было сделано с целью упрощения
дальнейших вычислений. Но в формуле (2) подразумевается, что
W — вероятность перехода хотя и в большой, но конечной области
пространства и времени. Пусть область пространства имеет фор-
му куба с ребром L; V = L3. Частицы, находящиеся в конечной
области, имеют дискретный энергетический спектр. Вообще гово-
ря, спектр зависит от типа граничных условий. Однако для под-
счета числа состояний нужно знать только «расстояния» между
соседними уровнями. Интуитивно понятно, что эти расстояния не
должны зависеть от условий на границе макроскопической обла-
сти. Поэтому можно использовать те граничные условия, которые
нам удобны, — например, периодические условия ψ(x + L, y, z) =
ψ(x, y + L, z) = ψ(x, y, z + L) = ψ(x, y, z). Движение частицы внут-
ри области считаем свободным и описываем плоской волной (107):

ψ ∝ e
i
~
(~p ′~r−E′t). Применив граничные условия, находим значения

проекций импульсов: p′x = (2π~/L)nx, где nx > 1 — целое число; да-
лее полагаем ~ = 1. Аналогичные формулы получаются для p′y, p

′
z и

для ~k′. Ширина интервала проекции импульса равна ∆p′x = 2π/L.

Число состояний в интервале ∆p′x равно Nсост.x = dp′

x

∆p′
x

= L
2πdp

′
x.

Число конечных состояний пи-мезона равно Nсост.π = (V/(2π)3)d~p ′.
Формула для числа состояний фотона фиксированной поляризации

аналогична: Nсост.γ = (V/(2π)3)d~k
′
. Число конечных состояний си-

стемы π + γ равно

Nсост. = Nсост.πNсост.γ = (V 2/(2π)6)d~p ′d~k′. (133)

21.3 Переход к конечной пространственно-временной
области

Использование бесконечной пространственно-временной области
V = ∞, T = ∞ привело к появлению в составе σfi ряда неприемле-
мых выражений: квадрата дельта-функции (δ4(p+ k− p′ − k′))2, не
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имеющего математического смысла; бесконечных норм ||Φi||, ||Φf ||;
нулевых концентраций частиц и, как следствие, нулевого потока J .
Все эти проблемы решаются путем перехода к конечной области.

Каждое слагаемое матричного элемента (S − 1)fi содержит мно-
житель в виде 4-мерной дельта-функции δ4(q), где q = p+k−p′−k′.
Выделим этот множитель: (S − 1)fi = δ4(q)Mfi. Согласно (2), (5),

σfi =
δ4(q)δ4(q)

V T

|Mfi|2
J ||Φi||2||Φf ||2

. (134)

Рассмотрим первый сомножитель в правой части. Напомним, что
дельта-функцию можно представить в виде интеграла Фурье

δ4(q) =
1

(2π)4

∫

R4

eiqlx
l

dx.

Сделаем шаг назад и одну из дельта-функций заменим интегралом
δ4(q;T, V ) по большой, но все же конечной области 4-пространства:

δ4(q) → δ4(q;T, V ) =
1

(2π)4

T/2∫

−T/2

dx0

∫

V

dV eiqlx
l

.

Воспользовавшись свойством дельта-функции f(x)δ(x−a) = f(a)×
δ(x−a), получим δ4(q;T, V )δ4(q) = δ4(0;T, V )δ4(q) = V Tδ4(q)/(2π)

4;
тогда

δ4(q)δ4(q)

V T
→ δ4(q)/(2π)

4. (135)

Применим аналогичный переход к конечному V для вычисления
норм векторов состояния. Рассмотрим

||Φi||2 = (
∗

ΦiΦi) = (
∗

Φ0â
(−)
λ (k)ϕ̂(−)(p)â

(+)
λ (k)

+

ϕ̂(+)(p)Φ0) =

[â
(−)
λ (k), â

(+)
λ (k)][ϕ̂(−)(p),

+

ϕ̂(+)(p)].
В каждом коммутаторе оба оператора относятся к одному и тому
же состоянию. Сначала рассмотрим коммутатор операторов, отно-

сящихся к разным импульсам: [ϕ̂(−)(p),
+

ϕ̂(+)(p′)] = δ3(~p − ~p ′). Он
был получен, как и другие формулы, для случая бесконечного V ,
и не определен при p′ = p: δ3(~p − ~p ′) = δ3(0) = ∞. Для перехо-
да к конечному V снова используем интегральное представление
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дельта-функции:

δ3(~p− ~p ′) =
1

(2π)3

∫

R3

ei(~p−~p ′)~r d~r → 1

(2π)3

∫

V

ei(~p−~p ′)~r d~r.

При p′ = p [ϕ̂(−)(p),
+

ϕ̂(+)(p)] → 1
(2π)3

∫

V

d~r = V
(2π)3 .

Аналогично, [â
(−)
λ (k), â

(+)
λ (k)] → V

(2π)3 . Таким образом,

||Φi||2 =
V 2

(2π)6
; аналогично, ||Φf ||2 =

V 2

(2π)6
. (136)

Найдем поток сталкивающихся частиц J = nπnγv. Согласно §1,
до столкновения в объеме V содержалась одна частица каждого
сорта: nπ = 1/V , nγ = 1/V . Cкорость фотонов v = c = 1, поэтому

J = 1/V 2. (137)

Подставив (133) — (137) в (132), получим

d 6σ = (2π)2δ4(p+ k − p′ − k′)|Mfi|2d~p ′d~k′. (138)

21.4 Сечение, дифференциальное по телесному углу
рассеянного фотона

Для нахождения этого сечения нужно проинтегрировать найденное
сечение d 6σ по всем проекциям конечного импульса пи-мезона ~p ′ и
по модулю |~k′| = k′0 конечного импульса фотона.

По импульсу мезона проинтегрировать легко, так как в состав
d 6σ входит четырехмерная дельта-функция δ4(p + k − p′ − k′) =

δ3(~p
′ + ~k′ − ~p− ~k)δ(p′0 + k′0 − p0 − k0). В результате получим

d 3σ =

∫

R3

d 6σd~p ′ =

= (2π)2δ[p′0(p, k, k
′) + k′0 − p0 − k0]|Mfi(p, k, p

′(p, k, k′), k′)|2d~k′.

Обратите внимание, что входящие в правую часть компоненты 4-
импульса p′ (p′0 в аргументе дельта-функции; разные компонен-
ты в аргументе M) должны быть выражены через компоненты 4-
векторов p, k, k′.
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Для интегрирования по k′0 распишем элемент объема простран-

ства импульсов d~k ′ в сферических импульсных координатах: d~k ′ =
k′0

2dk′0dΩ, где dΩ — элемент телесного угла вблизи направления ~k.
Тогда

d 2σ

dΩ
= (2π)2

∞∫

0

δ[k′0 − (p0 + k0 − p′0)]|Mfi|2k′02dk′0.

Выразим дельта-функцию сложного аргумента δ[ϕ(k′0)], где
ϕ(k′0) = k′0 − (p0 + k0 − p′0), через дельта-функцию простого ар-
гумента. Для этого необходимо найти нули функции ϕ(k′0), для
чего, как уже отмечалось, нужно выразить p′0 через k′0. Запишем
релятивистскую связь энергии с импульсом: p′0 =

√

|~p ′|2 +m2; из

закона сохранения импульса ~p+ ~k = ~p ′ + ~k′ с учетом ~p = 0 найдем
~p ′ = ~k − ~k ′, |~p ′|2 = k20 + k′0

2 − 2k0k
′
0 cos θ, где θ — угол между ~k и

~k′, т.е. угол рассеяния фотона. Итак,

ϕ(k′0) = k′0 +
√

k20 + k′0
2 − 2k0k′0 cos θ +m2 −m− k0;

учтено, что p0 = m. Из уравнения ϕ(a) = 0 находим a = k0m/[m+
k0(1 − cos θ)]. Таким образом, у функции ϕ(k′0) всего один нуль
k′0 = a. Поэтому дельта-функцию можно расписать по формуле

δ[ϕ(k′0)] = δ(k′0 − a)/|dϕ(k′

0)
dk′

0
|k′

0=a. Вычисляем производную: dϕ
dk′

0
=

(p′0+k
′
0−k0 cos θ)/p′0; упрощаем с помощью закона сохранения энер-

гии p′0 + k′0 = m + k0:
dϕ
dk′

0
= [m + k0(1 − cos θ)]/p′0. Тогда сечение

равно
d 2σ

dΩ
=

(2π)2|Mfi|2k′02p′0
m+ k0(1 − cos θ)

.

Так как, согласно (130), Mfi = iz2ε(λ)n(k)ε
(λ′)
n (k′)/(8π2

√
p0p′0k0k

′
0),

то d 2σ
dΩ = z4k′0(ε

(λ)n(k)ε
(λ′)
n (k′))2/{4(2π)2mk0[m+k0(1−cos θ)]}. Под-

ставив сюда найденное k′0 = a, получим искомую формулу

d 2σ

dΩ
=

z4

(4π)2
(ε(λ)n(k)ε

(λ′)
n (k′))2

[m+ k0(1− cos θ)]2
.

Аналогичная формула для сечения рассеяния фотона на элек-
троне с учетом спина электрона называется формулой Клейна—
Нишины—Тамма.
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21.5 Усреднение по λ и суммирование по λ′

Эти операции выполняются в том случае, если до рассеяния фотон
не поляризован (т.е. его состояние представляет собой равновероят-
ную смесь двух поляризаций), а поляризация рассеянного фотона
нас не интересует.

Обозначим E = 1
2

2∑

λ=1

2∑

λ′=1

(ε(λ)n(k)ε
(λ′)
n (k′))2.

Учтем, что ε(λ)0(k) = 0, ε
(λ′)
0 (k′) = 0, поэтому ε(λ)n(k)ε

(λ′)
n (k′) =

ε(λ)0(k)ε
(λ′)
0 (k′) − ~ε (λ)(k)~ε (λ′)(k′) = −~ε (λ)(k)~ε (λ′)(k′). Заметим, что

3∑

λ′=1

(~ε (λ)(k)~ε (λ′)(k′))2 = 1, так как это — сумма квадратов проекций

единичного вектора ~ε (λ)(k) на оси прямоугольной системы коорди-
нат, образованной векторами ~ε (1)(k′), ~ε (2)(k′), ~ε (3)(k′).

Тогда
2∑

λ′=1

(~ε (λ)(k)~ε (λ′)(k′))2 = 1− (~ε (λ)(k)~ε (3)(k′))2,

E = 1− 1
2

2∑

λ=1

(~ε (λ)(k)~ε (3)(k′))2. Аналогично, заметим, что

3∑

λ=1

(~ε (λ)(k)~ε (3)(k′))2 = 1 (сумма квадратов проекций единичного

вектора ~ε (3)(k′) на оси системы, образованной векторами ~ε (1)(k),
~ε (2)(k), ~ε (3)(k)). Тогда E = 1

2 [1+(~ε (3)(k)~ε (3)(k′))2]. Векторы ~ε (3)(k),

~ε (3)(k′) параллельны соответственно ~k и ~k′. Поэтому угол между
ними тоже равен θ, и ~ε (3)(k)~ε (3)(k′) = cos θ. Тогда E = 1

2 (1+ cos2 θ),
и искомое сечение рассеяния неполяризованных фотонов имеет вид

d 2σ

dΩ
=

z4

2(4π)2
1 + cos2 θ

[m+ k0(1 − cos θ)]2
.

21.6 Интегральное сечение

Интегральное сечение равно σ =
∫

4π

d 2σ
dΩ dΩ = 2π

1∫

−1

d 2σ
dΩ d cos θ. Огра-

ничимся случаем k0 ≪ m. Тогда справедливо приближение d 2σ
dΩ ≈

z4

2(4π)2m2 (1+cos2 θ); эта функция легко интегрируется. В результате
получим

σ ≈ 8π

3

z4

(4π)2m2
. (139)
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Напомним, что мы работали в системе единиц, в которой c = ~ = 1.
Теперь необходимо перейти к единицам системы СГС или СИ.

21.7 Связь величин в системе единиц {c = ~ = 1} с вели-
чинами системы СГС

Пусть A — некоторая физическая величина с размерностью [A] =
MαLβT γ, где M = г, L = см, T = с. Эту же величину в систе-
ме единиц {c = ~ = 1} обозначим A′. Всегда можно принять, что
[A′] = Ln, т.е. что при c = ~ = 1 любая величина измеряется в сте-
пенях сантиметра. Предположим, что связь между A и A′ можно
записать в виде A′ = A/(~xcy); показатели x, y предстоит найти.
Из [A]/[~xcy] = [A′] с учетом [~] = ML2T−1, [c] = LT−1 получим
уравнение относительно x, y: Mα−xLβ−2x−yT γ+x+y = Ln, откуда
находим x = α, y = −γ − α. Итак,

A′ = Acα+γ/~α. (140)

21.8 Сечение в единицах системы СГС

Входящие в формулу (139) величины выражены в единицах систе-
мы c = ~ = 1. Далее через m, z, σ будем обозначать массу, заряд
и сечение рассеяния в единицах СГС, а через m′, z′, σ′ — в еди-
ницах системы c = ~ = 1. В связи с этим формулу (139) следует
переписать в виде

σ′ ≈ 8π

3

z′4

(4π)2
m′2. (141)

С помощью формулы (140) выразим штрихованные величины через
нештрихованные.

a) Величине A = m соответствуют α = 1, β = 0, γ = 0. Тогда
m′ = mc/~.

б) Пусть A = z. Здесь есть одна тонкость. Дело в том, что име-
ются две единицы заряда, которые отличаются множителем

√
4π:

единица Гаусса, принятая в системе СГС, и единица Хевисайда.
Заряд в этих единицах обозначим соответственно zG и zH. При ис-
пользовании единицы Гаусса закон Кулона имеет вид |~F | = z2

G
/r2,

а уравнение Д’Аламбера — вид �An(x) = −4πjGn, а при использо-

вании единицы Хевисайда |~F | = z2
H
/4πr2, �An(x) = −jHn. В этих
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формулах � = −∂k∂k — оператор Д’Аламбера, jn — плотность 4-
тока.

Напомним, что при выводе формулы для величины, сохраняю-
щейся благодаря глобальной калибровочной симметрии, мы снача-
ла не были уверены даже в том, что эта величина — электрический
заряд. В ходе дальнейшего построения теории мы нашли подтвер-
ждение этого предположения. Сейчас нам всего-навсего нужно вы-
яснить, в каких единицах измеряется заряд, фигурирующий в по-
лученных формулах. Для этого на основе выведенных формул най-
дем вид уравнения Д’Аламбера. Для этого используем уравнение
Лагранжа ∂Lγ

∂Am
− ∂

∂xk
∂Lγ

∂∂kAm
= 0 и лагранжиан электромагнитного

поля, взаимодействующего с полем мезонов: Lγ = Lγ
0 + LI , где Lγ

0 ,
LI определяются формулами (61), (88), причем в LI пренебрежем
слагаемым, квадратичным по заряду. Тогда, согласно (88) и (76),
LI ≈ −jl(x)Al(x), Lγ ≈ − 1

2 (∂nAl(x))(∂
nAl(x))− jl(x)A

l(x). Подста-
вив Lγ в уравнение Лагранжа, найдем, что уравнение Д’Аламбера
имеет вид ∂k∂

kAn(x) = jn(x). Значит, заряд и ток в наших форму-
лах выражены в единицах Хевисайда, т.е. величина, которая у нас
обозначена z′ — это z′

H
. Выразим ее через z′

G
: z′2

H
= 4πz′2

G
.

Теперь выразим z′
G

через zG = e. [e2] = [Fr2] = ML3T−2, т.е.
α = 1, β = 3, γ = −2, тогда x = 1, y = 1, z′2

G
= e2/~c ≈ 1/137.

Кстати, это и дает право считать, что z′ ≪ 1.
в) [σ] = L2, тогда α = 0, β = 2, γ = 0, σ′ = σ. Подставив σ′, m′,

z′ в (141), получим формулу для сечения в единицах СГС:

σ ≈ 8π

3

(
e2

mc2

)2

=
8π

3
r2e(me/m)2, (142)

где re = e2

mec2
≈ 2,82 · 10−13 см — классический радиус электрона.

Если заменить m на me, то получится формула Томсона для при-
ближенного сечения рассеяния фотона на электроне: σe ≈ 8π

3 r
2
e .
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