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Введение

Актуальность исследования задач тепломассопереноса в многофаз-
ных средах обусловлена тем, что многочисленные проблемы, возника-
ющие, наряду с технологическими процессами также в экологии и при-
родопользовании приводят к необходимости моделирования процессов
взаимопроникающего движения сплошных сред. Строящиеся при этом
математические модели, как правило, являются неклассическими, и тре-
буют разработки новых подходов к их обоснованию и численному моде-
лированию.

Большой класс задач фильтрации в деформируемой пористой среде
с фазовыми переходами составляют задачи тепломассопереноса в таю-
щем снежно-ледовом покрове [1]. Преобладающая часть стока северных
рек формируется за счет таяния сезонного снежного покрова. Условия
снеготаяния оказывают решающее влияние не только на количество по-
ступающих в водоемы-приемники талых вод, но и на их качество. Кроме
того, величина снежного покрова (снегозапас) влияет на промерзание
поверхностного слоя почв и, следовательно, его впитывающую способ-
ность и определяет соотношение между склоновым и грунтовым стока-
ми. Поэтому моделирование состояния снежного покрова и солеперено-
са в период снеготаяния имеет важное значение при разработке методов
расчетов и прогнозов гидрографов весеннего половодья и качества воды
в водоемах-приемниках.

Систематическое изучение фазовых превращений в системах жид-
кость - твердая фаза берет начало с конца XIX века с классических работ
Стефана [2]. В своих исследованиях Стефан использовал модель процес-
са, учитывающую перенос тепла и движение плоской границы раздела
фаз - фронта кристаллизации. Предположение о существовании в систе-
ме четко выраженной границы фазового перехода выполняется далеко
не всегда.

Имеется большое число работ посвященных фильтрации воды и воз-
духа в тающем снеге, в которых используются данные наблюдений и эм-
пирические зависимости [5–12]. В большинстве своем эмпирические мо-
дели являются одномерными и не позволяют вычислить скорость филь-
трации жидкости, а модели, вычисляющие скорость фильтрации жидко-
сти, обычно не учитывают фазовые переходы или пригодны только для



специфичных режимов движения воды в снежном покрове, они также
не дают нужной информации о поле скоростей и насыщенности водной
фазы, необходимой для оценки стока.

Существуют различные подходы при моделировании фильтрации в
тающем снеге. Для оценки высоты снежного покрова используются ба-
лансовые модели [12, 13], позволяющие оценить нтенсивность снеготая-
ния и объем общего стока. Данные модели не позволяют оценить вели-
чину поверхностного и подземного стока, так как процессы фильтрации
в этих моделях не рассматриваются.

Принципиально иные подходы к моделированию фильтрации в таю-
щем снеге в работах [7, 11]. В этих работах вводится неизвестные гра-
ницы раздела между талым снегом который содержит воду и снегом без
воды со стандартной реологией. Для определения неизвестных границ
используются кинематическое и динамическое условия в задачах со сво-
бодными границами (аналог классической задачи Стефана). Однако, в
данном подходе пористость считается постоянной в области движения
воды. Ясно, что такая модель существенно упрощена, т. к. при таянии
снега пористость должна зависеть от температуры (почему изменяется
концентрация воды если пористость постоянна?).

В работах рассматривается процесс замерзания морской воды [14, 18].
Согласно экспериментальным данным при замерзании в морском льду
выделяется область фазового перехода, в которой образуется целая сеть
каналов, отстоящих друг от друга на расстоянии порядка 1 см. Обра-
зование указанных каналов (см., например, фотографии в работах [14,
18]) при наличии конвективного течения жидкости является весьма рас-
пространенным явлением. Так, при затвердевании сплавов присутствие
каналов приводит к неоднородному распределению примесей [17]; при
замерзании льда они замедляют скорость его прироста [15]; при кри-
сталлизации магмы они влияют на отложения минералов [16]. В работе
[18] течение жидкости в пористой зоне фазового перехода описывается с
помощью уравнения Дарси для пористой среды. Пористость предпола-
гается переменной заданной функцией.

Следует также отметить, что не существует единого подхода к опи-
санию процесса обмена массой между пористым скелетом и водой. На
наш взгляд, корректное описание фазового перехода должно гарантиро-
вать выполнение физических принципов максимума для пористости и



концентрации фаз.
При химическом превращении происходит разрыв молекулярных свя-

зей, удерживающих атомы в одних молекулах, и образование новых свя-
зей в молекулах других, возникающих в ходе реакции веществ. Число
молекул не изменяется, происходит лишь их перегруппировка, которая
связана с определенными энергетическими затратами или выделением
энергии.

Переход из начального состояния в конечное характеризуется скоро-
стью химической реакции. Чтобы прошла реакция, сталкивающиеся мо-
лекулы должны обладать достаточно большим запасом энергии, необхо-
димым для того, чтобы преодолеть определенный потенциальный барьер
разрушить или изменить устойчивые химические связи и электронную
структуру реагирующих веществ. Этот потенциальный барьер характе-
ризуется энергией активации, а температурная зависимость, обусловлен-
ная существованием энергии активации, описывается соотношением Ар-
рениуса. Данный подход широко используется при моделировании фазо-
вых переходов в процессах горения [58].



1. Постановка задачи

Снег представляет собой пористую среду, твердый каркас которой со-
ставляют частицы льда. В процессе таяния в пористой среде происходит
совместное движение воды (𝑖 = 1), воздуха (𝑖 = 2) и льда (𝑖 = 3). В
снеге происходят постоянные фазовые превращения, ведущие к перерас-
пределению масс фаз. Для описания процесса используются уравнения
сохранения массы для каждой фазы, уравнения двухфазной фильтрации
для воды и воздуха, уравнение сохранения энергии для тающего снега и
уравнение движения льда [1, 3]:

𝜕
𝜕𝑡(𝜌

0
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1− 𝛼3
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𝑝3,

где 𝛼𝑖 – концентрация 𝑖-ой фазы, 𝜌0𝑖 – плотность 𝑖-ой фазы, 𝑢⃗𝑖 – скорость
𝑖 - ой фазы, 𝐼𝑖𝑗 – интенсивность перехода массы из 𝑗-ой в 𝑖-ую состав-
ляющую в единице объема в единицу времени, 𝜌𝑖 – приведенная плот-
ность, связанная с 𝜌0𝑖 и 𝛼𝑖 соотношением 𝜌𝑖 = 𝛼𝑖𝜌

0
𝑖 , 𝑣⃗𝑖 = 𝑚𝑠𝑖𝑢⃗𝑖 – скорости

фильтрации воды и воздуха, 𝑠1, 𝑠2 – насыщенности воды и воздуха, 𝑚 –
пористость снега (𝛼1 = 𝑚𝑠1, 𝛼2 = 𝑚𝑠2, 𝛼3 = 1 −𝑚), 𝐾0 – тензор филь-
трации, 𝑘01, 𝑘02 – относительные фазовые проницаемости воды и воздуха



(𝑘0𝑖 = 𝑘0𝑖(𝑠𝑖) ≥ 0, 𝑘0𝑖
⃒⃒
𝑠𝑖=0

= 0), 𝜇𝑖 – динамическая вязкость, 𝑝𝑖 – давле-
ние 𝑖-ой фазы; 𝑝𝑐 – капиллярное давление, 𝑔⃗ – вектор ускорения силы
тяжести, 𝜃 – температура среды (𝜃𝑖 = 𝜃, 𝑖 = 1, 2, 3), 𝑐𝑖 = const > 0 – теп-
лоемкость 𝑖-ой фазы при постоянном объеме, 𝜈 = const > 0 – удельная
теплота плавления льда, 𝐿 – удельная теплота сублимации льда, 𝜆𝑐 –

теплопроводность снега (𝜆𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐𝜌
2
𝑐 , 𝜌𝑐 =

3∑︀
𝑖=1

𝜌0𝑖𝛼𝑖, 𝑎𝑐 = const > 0,

𝑏𝑐 = const > 0), 𝜆* – коэффициент пропорциональности, 𝑘 – безраз-
мерный коэффициент, характеризующий геометрическую форму фазы
и меняющийся от 2 до 3.

В общем случае величины 𝐼𝑖𝑗, 𝜌0𝑖 , 𝛽𝑖𝑗 должны быть заданы (истин-
ные плотности, как правило, функции температуры и давления фаз). В
частности, в работе [1], для замыкания системы (1) – (4) использовались
гипотезы: 𝐼12 = 0, 𝐼23 = 0, 𝜌0𝑖 = const, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝐼31 = 𝐼31(𝜃).

Близкие к приведенной выше постановке задачи рассматривались в
[3, 4]. В данной постановке ключевыми являются две проблемы: пра-
вильный учет интенсивности фазовых переходов 𝐼𝑖𝑗 и учет сжимаемости
льда. Цель настоящей работы – анализ имеющейся информации по этим
вопросам.

Описанию фазовых переходов посвящены работы [3-8].
В работе [3] рассматривается одномерная трехфазная модель (лед, во-

да, воздух) снега с учетом движения льда на основе системы уравнений,
полученных Ю.М. Денисовым [4] для неподвижной пористой среды. Ба-
ланс массы каждой фазы и пара описывается с помощью неоднородных
уравнений неразрывности вида (1) и уравнением неразрывности для па-
ра
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[︂
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=

3∑︁
𝑗=1

𝐼𝑗п, (5)

где индекс «п» означает пар, 𝐷 – коэффициент диффузии. Фазовые пе-
реходы 𝐼𝑖𝑗 связаны с удельной поверхностью 𝑖-ой фазы следующим урав-
нением:
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Здесь 𝛽𝑖 =
∑︀
𝑗

𝛽𝑖𝑗 – полная удельная поверхность 𝑖-ой фазы, 𝛽𝑖𝑗 =
Δ𝑆𝑖𝑗

Δ𝑉 –

удельная поверхность взаимного раздела 𝑖-ой и 𝑗-ой фаз, Δ𝑆𝑖𝑗 – поверх-
ность взаимного раздела 𝑖-той фазы с 𝑗-той в объеме Δ𝑉 , 𝛼10, 𝛽10 – на-
чальные значения концентрации и удельной поверхности льда. Для 𝐼𝑖𝑗
принята дополнительная гипотеза:

𝐼𝑗п =
2𝐷

𝑘

𝛽2
3

𝛼3
(𝜌*𝑖п − 𝜌п), 𝑖 = 1, 2. (7)

В [3] полученная система уравнений (1), (5)–(7) замыкается уравне-
нием притока тепла и уравнениями движения для каждой из фаз:
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𝜕𝑡

= 𝑔 − 1

𝜌1

𝜕𝑃1

𝜕𝑧
+
𝜇1
𝜌1

𝜕2𝑢1
𝜕𝑧2

− 2

𝑘𝜌1𝛼1

3∑︁
𝑗

𝜇1𝜇𝑗𝛽𝑗1
𝜇1

𝛼𝑗

𝛽𝑗
+ 𝜇𝑗

𝛼1

𝛽1

(𝑢1 − 𝑢𝑗),

𝜕𝑢2
𝜕𝑡

= 𝑔 − Ω

𝜌2

𝜕𝑃2

𝜕𝑧
− 1

𝜌2𝛼2
M2 −

2

𝑘𝜌2𝛼2

3∑︁
𝑗

𝜇2𝜇𝑗𝛽𝑗2
𝜇2

𝛼𝑗

𝛽𝑗
+ 𝜇𝑗

𝛼2

𝛽2

(𝑢2 − 𝑢𝑗),

𝜕𝑢3
𝜕𝑡

= 𝑔 − 1

𝜌3

𝜕𝑃3

𝜕𝑧
− 2

𝑘𝜌3𝛼3

3∑︁
𝑗

𝜇3𝜇𝑗𝛽𝑗3
𝜇3

𝛼𝑗

𝛽𝑗
+ 𝜇𝑗

𝛼3

𝛽3

(𝑢3 − 𝑢𝑗),

здесь 𝑇𝑖 – температура 𝑖-ой фазы, Ω = 1 при 𝛼3 = 0, и Ω = 0 при 𝛼3 > 0,
𝜆𝑖 – коэффициенты удельной теплопроводности, 𝐿𝑖𝑗 – удельная теплота
перехода 𝑖-той фазы в 𝑗-тую, 𝑁𝑧 – проекция на ось 𝑧 вектора потока
тепла за счет солнечной радиации, проникшей на глубину 𝑧,

𝑁𝑧 = (1− 𝐴)𝑆 exp

{︂
−𝑘𝑐

𝐻 − 𝑧

𝑁 0
𝑧

[︂
𝜌𝑐 +

3

2
(𝐻 − 𝑧)

𝜕𝜌𝑐
𝜕𝑧

]︂}︂
,



где 𝐴 – альбедо поверхности снега (характеристика отражательной спо-
собности), 𝐻 – высота снега, 𝑆 – суммарная радиация, 𝑁 0

𝑧 – единичный
вектор в направлении падения солнечных лучей, 𝑘𝑐 – поглощающая спо-
собность снега, 𝑃𝑖 – давление 𝑖-той фазы, 𝑔 – ускорение свободного па-
дения, 𝜇𝑖 – коэффициент динамической вязкости. Кроме того, принято,
что температура льда 𝑇1 6 0∘, температура воды 𝑇2 > 0∘. Проекция
вектора молекулярных сил на ось 𝑧 определяется равенством [3]:

M2 = 𝜂𝜎2
𝛽1𝛽2
𝑘𝛼2

𝜕

𝜕𝑧

(︂
𝛼2

𝛽2

)︂
,

Следует отметить, что работа Е.Б. Трофимовой основана на результа-
тах работы [4], в которой рассматривается задача тепло-, массо- и соле-
переноса в почвогрунтах. Почвогрунт представляется многофазной по-
ристой средой с неподвижным каркасом. В основе математической моде-
ли лежат уравнения неразрывности (1) и уравнения переноса тепла для
каждой фазы

𝑐𝑖𝜌𝑖𝛼𝑖

(︀
𝜕𝑇𝑖

𝜕𝑡 + 𝑢⃗𝑖∇𝑇𝑖
)︀
+

3∑︀
𝑖

𝐿𝑖𝑗𝐼𝑖𝑗 =

= div𝛼𝑖𝜆𝑖∇𝑇𝑖 +
3∑︀
𝑗

𝜒𝜏𝜆𝑖𝜆𝑗

𝜆𝑖𝛿𝑗+𝜆𝑗𝛿𝑖
𝛽𝑖𝑗(𝑇𝑗 − 𝑇𝑖),

где 𝑐𝑖 – удельная теплоемкость 𝑖-ой фазы, 𝜆𝑖 – теплопроводность 𝑖-ой фа-
зы, 𝐿𝑖𝑗 – удельная теплота перехода 𝑖-ой фазы в 𝑗-ую, 𝑇𝑖 – температура
𝑖 - ой фазы, 𝜒𝜏 – безразмерный коэффициент пропорциональности, при-
близительно равный 6 (данное значение взято из работы [4]), а фазовые
переходы 𝐼𝑖𝑗 имеют следующий вид

𝐼45 = 𝐼4п =
4𝐷п
𝛿5

𝛽45(𝜌н4 − 𝜌п),

𝐼35 = 𝐼3п =
4𝐷п
𝛿5

𝛽35(𝜌н3 − 𝜌п),

где 𝐷п – коэффициент диффузии пара, 𝜌н4 и 𝜌н3 – соответственно плот-
ность насыщающего пара над водой и над льдом, 𝛿𝑖 = 𝑘𝛼𝑖/𝛽𝑖 – харак-
терный линейный размер фазы, аналог толщины или гидравлического
радиуса.

Другой подход к задачам с фазовыми переходами описывается в ра-
боте [5], где рассматривается модель сферических частиц чистого льда,



особенностью которой является учет теплопередачи на внешней поверх-
ности частиц льда. Тепло поступает от горячего воздуха при температуре
𝑇𝑔 к частицам льда при температуре 𝑇0 (для внутреннего обледенения
– 𝑇0 считается равным 0∘𝐶 [5]). Считается, что все тепло поглощается
и используется для перехода льда в воду. Уравнение баланса энергии
имеет вид

𝑄1 = 𝑚̇melt × 𝐿𝑚,

где 𝑚̇melt – скорость таяния льда, 𝐿𝑚 – скрытая теплота плавления для
перехода льда в воду. Конвективный поток тепла 𝑄1 , передающийся от
воздуха к частицам льда, может быть выражен следующим образом

𝑄1 = ℎ𝐴(𝑇𝑔 − 𝑇0). (8)

Скорость плавления (изменение массы в единицу времени) задается
соотношением

𝑚̇melt = −𝜌𝑖𝑐𝑒𝑑𝑉
𝑑𝑡

= −4𝜋𝑟2𝑑𝑟

𝑑𝑡
. (9)

В последних уравнениях ℎ – коэффициент конвективной теплопере-
дачи, 𝐴 – площадь поверхности частиц льда, 𝜌𝑖𝑐𝑒 и 𝑟 – плотность льда
и радиус частицы льда соответственно. Используя уравнения (8) и (9),
получим уравнение для изменения размера частиц льда

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= −ℎ(𝑇𝑔 − 𝑇0)

𝐿𝑚𝜌𝑖𝑐𝑒
. (10)

Соотношение (10) определяет интенсивность фазового перехода.
В последующем анализе, Penner S.S. предположил, что для размера

капли вплоть до 10−2 см коэффициент теплопередачи обратно пропор-
ционален радиусу [5]. В то же время, температура окружающей среды и
давление увеличиваются в направлении потока. Как правило, темпера-
туру воздуха можно считать линейно возрастающей вдоль канала ком-
прессора

ℎ =
𝑘

𝑟
.

Интересный подход к учету сжимаемости среды предложен в работе
[6]. В качестве уравнения для пористости 𝑚 многофазной вязко-упругой
среды используется уравнение вида

𝑑𝑚

𝑑𝑡
=
𝑑𝑚𝑒𝑞

𝑑𝑡
+

𝑝1 − 𝑝

(1−𝑚)𝜂3
,



где 𝑝 =
∑︀

𝑙, all fluid phases

𝑚𝑓
𝑙 𝑝

𝑓
𝑙 +

∑︀
𝑙, all solid phases

𝑚𝑠
𝑙 𝑝

𝑠
𝑙 , 𝜂3 – экспериментальный пара-

метр, 𝑚𝑒𝑞 – пороупругость.
Для определения пороупругости 𝑚𝑒𝑞 рассмотрим следующую замкну-

тую систему уравнений, полученную в [6]
𝑑𝑝𝑓
𝑑𝑡

= 𝐾𝑓
1

𝜌𝑓
+
𝑑𝜌𝑓
𝑑𝑡
,

𝑑

𝑑𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑉⃗𝑠 · ∇, (11)

𝑑𝑝𝑒𝑓𝑓
𝑑𝑡

= (1−𝑚𝑒𝑞)

(︂
𝐾𝑠

1

𝜌𝑠

𝑑𝜌𝑠
𝑑𝑡

− 1

𝜌𝑓

𝑑𝜌𝑓
𝑑𝑡

)︂
, (12)

−𝑑𝑝𝑒𝑓𝑓
𝑑𝑡

=
𝑑𝑚𝑒𝑞

𝑑𝑡
, (13)

𝑝𝑒𝑓𝑓 = (1−𝑚𝑒𝑞)(𝑝𝑠 − 𝑝𝑓), (14)

1

𝐾𝑚
=

1−𝑚𝑒𝑞

𝐾𝑑𝑟𝑦
− 1

𝐾𝑠
, (15)

где 𝑝𝑒𝑓𝑓 – эффективное давление, 𝑝𝑓 – давление жидкой фазы, 𝑝𝑠 – дав-
ление твердой фазы, 𝑉⃗𝑠 – скорость твердой фазы, 𝜌𝑓 – плотность жидкой
фазы, 𝜌𝑠 – плотность твердой фазы, 𝐾𝑓 , 𝐾𝑠, 𝐾𝑑𝑟𝑦, 𝐾𝑚 – объемные модули
жидкой фазы, твердой фазы, сухого твердого скелета и пороупругости.
В системе (11) – (15) содержится 5 уравнений, а искомыми считаются
𝑝𝑒𝑓𝑓 ,𝑚

𝑒𝑞, 𝜌𝑓 , 𝜌𝑠, 𝑝𝑓 .
Следует отметить, что в работе [7] задача о движении воды в таю-

щем снеге рассматривалась при постоянной температуре, без фазовых
переходов и учета движения льда. В серии работ Gray [8], [9], [10] снег
рассматривается как 4-х фазная среда (𝑖 - лед, 𝑤 - подвижная вода, 𝑏 -
связная вода, 𝑎 - воздух). В работе [9] объемная доля льда постоянна во
времени. В [8] лед предполагался неподвижным (𝑢⃗3 = 0), а температура
была специальным образом связана с насыщенностью воды (отдельное
уравнение для температуры не вводилось).

В работе Gray (1996)[8] тающий снег рассматривается как сплошная
среда состоящая из подвижной воды 𝑤, связной воды 𝑏, льда 𝑖 и воз-
духа 𝑎. Подвижная вода фильтруется в снеге, связная вода неподвижна
относительно порового скелета, движением водяного пара пренебрегают.

Каждая компонента 𝜈 (𝜈 = 𝜔, 𝑏, 𝑖, 𝑎) смеси занимает объемную долю
𝜑𝜈 (в единице объема смеси). По определению имеем



0 ≤ 𝜑𝜈 ≤ 1, 𝜑𝑖 + 𝜑𝑤 + 𝜑𝑏 + 𝜑𝑎 = 1.

Пористость (доля пор в единице объема) может быть выражена из
равенства

𝜑𝑝 = 𝜑𝑤 + 𝜑𝑏 + 𝜑𝑎 = 1− 𝜑𝑖.

Объемные доли подвижной воды, связной воды и воздуха (на единицу
объема пор) вводятся следующим образом

𝜃𝑤 = 𝜑𝑤/𝜑𝑝, 𝜃𝑏 = 𝜑𝑏/𝜑𝑝, 𝜃𝑎 = 𝜑𝑎/𝜑𝑝.

Также вводятся: общая насыщенность воды 𝑆𝑤 = 𝜃𝑤 + 𝜃𝑏, остаточная
насыщенность воды 𝑆𝑤𝑖 = 𝜃𝑏 и эффективная насыщенность воды

𝑆𝑒 =
𝑆𝑤 − 𝑆𝑤𝑖

1− 𝑆𝑤𝑖
=

𝜃𝑤

1− 𝜃𝑏
.

По определению приведенные (𝜌𝑖, 𝜌𝑤, 𝜌𝑏, 𝜌𝑎) и истинные плотности
(𝜌𝐼 , 𝜌𝑊 , 𝜌𝐴) для каждой компоненты связаны равенствами:

𝜌𝑖 = 𝜑𝑖𝜌𝐼 , 𝜌𝑤 = 𝜑𝑤𝜌𝑊 , 𝜌𝑏 = 𝜑𝑏𝜌𝑊 , 𝜌𝑎 = 𝜑𝑎𝜌𝐴.

Уравнение баланса масс для компоненты 𝑣:

𝜕𝜌𝜈

𝜕𝑡
+
𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑣𝜈) = 𝑚𝜈,

где 𝑚𝜈 = Σ𝑗𝑚
𝜈𝑗, 𝑚𝜈𝑗 - интенсивность перехода массы из 𝑗-й в 𝜈-ю со-

ставляющую в единице объема в единицу времени; 𝑣𝜈 - скорость фазы.
В медленном потоке, который преобладает в тающем снеге, ускорени-

ями пренебрегают. Уравнения сохранения импульса для каждой компо-
ненты 𝜈 представляют в виде:

−𝜕𝑝
𝜈

𝜕𝑧
+ 𝜌𝜈𝑔 + 𝜌𝐵𝜈 =

1

2

∑︁
𝑤

𝑚𝜈𝑤(𝑣𝜈 − 𝑣𝑤),

где 𝑔 - ускорение силы тяжести, 𝜌 = Σ𝑗𝜌
𝑗 - плотность смеси, 𝑝𝜈 - давление,

𝐵𝜈 - тормозящая сила, возникающая из-за межфазного взаимодействия.
Предполагается, что температура 𝑇 является общей для всех фаз и

уравнение сохранения энергии имеет вид

Σ𝜈

[︂
𝜌𝜈𝐶𝑁

𝑝

𝐷𝜈𝑇

𝐷𝑡
− 𝜌𝜈𝑟𝜈 − 𝑝𝜈

𝜑𝜈
𝐷𝜈𝜑

𝜈

𝐷𝑡

]︂
− 𝜕

𝜕𝑧
(
∑︁
𝜈

𝜑𝜈𝐾𝑁 𝜕𝑇

𝜕𝑧
) = (𝑚𝑖𝑤 +𝑚𝑖𝑏)𝐿𝑖𝑤.



Здесь 𝐷𝜈

𝐷𝑡 = 𝜕
𝜕𝑡 + 𝑣𝜈 𝜕

𝜕𝑧 , 𝐶
𝑁
𝑝 - теплоемкость при постоянном давлении

смеси, 𝑟𝜈 - внешний поток тепла, 𝐾𝑁 - теплопроводность смеси, 𝐿𝑖𝑤 -
удельная теплота плавления льда.

Движение воды и воздуха трактуется как движение двух несмешива-
ющихся жидкостей, подчиняющихся закону Дарси:

𝜌𝐵𝑤 = 𝑝𝑊
𝜕𝜑𝑤

𝜕𝑧
− 𝜇𝑤

𝑘𝑤
(𝜑𝑤)2(𝑣𝑤 − 𝑣𝑖),

𝜌𝐵𝑎 = 𝑝𝐴
𝜕𝜑𝑎

𝜕𝑧
− 𝜇𝑎

𝑘𝑎
(𝜑𝑎)2(𝑣𝑎 − 𝑣𝑖),

где 𝜇𝑤, 𝜇𝑎 - вязкости воды и воздуха, 𝑘𝑤, 𝑘𝑎 - проницаемости, связанные
с эффективными проницаемостями 𝑘𝑟𝑤, 𝑘𝑎𝑟 равенствами 𝑘𝑟𝑤 = 𝑘𝑤/𝑘,
𝑘𝑎𝑟𝑘𝑎/𝑘, 𝑘 - внутренняя проницаемость (𝑘 = 𝑎𝑒𝑥𝑝(𝑏𝜑𝑝), 𝑎, 𝑏, 𝑝 - парамет-
ры). Предполагается, что 𝑘𝑟𝑤 = 𝑘𝑟𝑤(𝑆𝑒)( в частности 𝑘𝑟𝑤 = 𝑘𝑟𝑤(𝑆𝑒)

𝑛).
Согласно формуле Лапласа разность давлений воды и воздуха связана

с капиллярным давлением 𝑝𝐶 :

𝑝𝐶 = 𝑝𝐴 − 𝑝𝑊 > 0.

Капиллярное давление также зависит от 𝑆𝑒, т.е. 𝑝𝐶 = 𝑝𝐶(𝑆𝑒). Таким
образом, приходим к следующей системе уравнений сохранения массы
для каждой фазы и уравнений сохранения импульса

𝜌𝐼
[︂
𝜕𝜑𝑖

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑧
(𝜑𝑖𝑣𝑖)

]︂
= 𝑚𝑖,

𝜌𝑊
[︂
𝜕𝜑𝑤

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑧
(𝜑𝑤𝑣𝑤)

]︂
= 𝑚𝑤𝑏 − 𝜂𝑚𝑖,

𝜌𝑊
[︂
𝜕𝜑𝑏

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑧
(𝜑𝑏𝑣𝑖)

]︂
= −𝑚𝑤𝑏 − (1− 𝜂)𝑚𝑖,

𝜕

𝜕𝑡
(𝜑𝑎𝜌𝐴) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜑𝑎𝜌𝐴𝑣𝑎) = 0,

−𝜕𝑝
𝑊

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑊𝑔 − 𝜇𝑊

𝑘𝑤
𝜑𝑤(𝑣𝑤 − 𝑣𝑖) =

1

2𝜑𝑤
(𝜂𝑚𝑖 −𝑚𝑤𝑏)(𝑣𝑖 − 𝑣𝑤),

−𝜕𝑝
𝐴

𝜕𝑧
+ 𝜌𝐴𝑔 − 𝜇𝐴

𝑘𝑎
𝜑𝑎(𝑣𝑎 − 𝑣𝑖) = 0.



После некоторых преобразований полученной системы и привлечения
соотношения

𝑇 = 𝑇𝑀 + 8× 10−7𝑝𝐶 − 5× 10−7𝑑−1,

приходим к следующему уравнению для эффективной насыщенности

𝜕

𝜕𝑡
(𝜑𝑒𝑆𝑒)+

𝜌𝑊𝑔

𝜇𝑊/𝑘

𝜕

𝜕𝑧
(𝑘𝑟𝑤)+

1

𝜇𝑊/𝑘

𝜕

𝜕𝑧
(𝑘𝑟𝑤

𝜕𝑝𝐶

𝜕𝑧
)+

𝜕

𝜕𝑧
(𝜑𝑒𝑆𝑒𝑣

𝑖) = 𝑚𝑤𝑏− 𝜂𝑚𝑖,

где эффективная пористось 𝜑𝑒 = 𝜑𝑝(1− 𝑆𝑤𝑖), 𝑆𝑤𝑖 = 𝜃𝑏.
Данное уравнение является параболическим и вырождается на реше-

нии (при 𝑆𝑒 = 0). После нахождения 𝑆𝑒 можно определить и другие
параметры задачи. Рассматривается упрощенная модель, которая под-
разумевает, что лед неподвижен и отсутствуют фазовые переходы изо
льда в лед: 𝑣𝑖 ≡ 0, 𝑚𝑖 ≡ 0. При этих предположениях численные расче-
ты задач изотермической фильтрации воды в снеге проводились в работе
Sellers (2000)[7].

2. Балансовые модели

На основе исследований гидрологических процессов в России и Кана-
де, была построена всеобъемлющая физически обоснованная модель на-
копления, перераспределения, сублимации, таяния снега для открытых
и лесных водосборов. Данная модель использовалась для оценки долго-
срочной динамики снега в лесных и сельскохозяйственных водосборах на
северо-западе России.

Баланс массы и энергии. Для расчета характеристик снежного покро-
ва была применена система вертикально осредненных уравнений снеж-
ных процессов [12]. Данная система включает в себя описание измене-
ния высоты снежного покрова в зависимомсти от времени, содержание
льда, воды, плотность снега, учитывает таяние снега, сублимацию, замо-
раживание талых вод и метаморфизм снежного покрова, и записывается
следующим образом:

𝑑𝐻

𝑑𝑡
= 𝜌w[𝑋𝑠𝜌

−1
0 − (𝑆 + 𝐸𝑠)(𝜌𝑖𝑖)

−1]− 𝑉, (16)

𝑑

𝑑𝑡
(𝜌𝑖𝑖𝐻) = 𝜌w(𝑋𝑠 − 𝑆 − 𝐸𝑠) + 𝑆𝑖, (17)



𝑑

𝑑𝑡
(𝜌ww𝐻) = 𝜌w(𝑋𝑙 + 𝑆 − 𝐸𝑙 −𝑅)− 𝑆𝑖, (18)

где 𝐻 – глубина снежного покрова, 𝑖 и w – объемное содержание льда
и жидкой воды соответственно, 𝑋𝑠 и 𝑋𝑙 – интенсивность снегопада и
дождя соответственно. Предполагается, что если температура воздуха
𝑇𝑎 ≥ 0∘𝐶, то имеет место только дождь, и если 𝑇𝑎 < 0∘𝐶, тогда имеет
место только снегопад, 𝑆 – интенсивность снеготаяния, 𝜌w, 𝜌𝑖, 𝜌𝑠 и 𝜌0
– плотность воды (1000 кг м−3), льда (917 кг м−3), снежного покрова
и свежевыпавшего снега (принимается равным 70 кг м−3) соответствен-
но, плотность снежного покрова вычисляется как 𝜌𝑠 = 𝜌𝑖𝑖 + 𝜌ww, 𝐸𝑙 –
коэффициент испарения жидкой воды из снега, 𝐸𝑠 – коэффициент суб-
лимации снега, 𝑆𝑖 – коэффициент повторного замораживания талых вод
в снежном покрове, 𝑅 – отток талой воды из снежного покрова, степень
сжатия снежного покрова записывается в виде

𝑉 =
𝑣1𝜌𝑠

exp(𝑣2𝑇𝑠 + 𝑣3𝜌𝑠)

𝐻2

2
,

где 𝑇𝑠 = 0∘ – температура снега; коэффициенты 𝑣1, 𝑣2 и 𝑣3 равны 2.8 ×
10−6 см2 с2 г−1; −0.08∘𝐶−1; 21 см3 г−1, соответственно [13], .

Уравнения (16)–(18) были численно решены с использованием явной
разностной схемы с временным шагом 30 минут. Интенсивность снегота-
яния 𝑆 находится из уравнения баланса энергии в виде

𝑆 = (𝑄sw +𝑄lw −𝑄ls +𝑄𝑇 +𝑄𝐸 +𝑄𝑃 +𝑄𝐺)(𝜌w𝜒)
−1. (19)

Здесь 𝑄sw – чистое коротковолновое излучение, 𝑄lw – входящее длин-
новолновое излучение, 𝑄ls – исходящее длинноволновое излучение, 𝑄𝑇 –
видимый теплообмен, 𝑄𝐸 – скрытый теплообмен, 𝑄𝑃 – теплосодержание
жидких осадков, 𝑄𝐺 – теплообмен на поверхности земли, 𝜒 – скрытая
теплота плавления (333.5 кДж кг−1).

Для вычисления слагаемых в уравнении (19) были применены следу-
ющие формулы, полученные в [12]:

𝑄sw = 𝑄0(1.00− 𝑟)(1.00− 0.20𝑁 − 0.47𝑁0),

где 𝑄0 = 1000𝛽 – поток коротковолнового излучения в условиях ясно-
го неба, 𝛽 – угол между направлением коротковолнового излучения и



горизонталью, измеренный в радианах;

𝑄lw = 𝜎𝑇 4
𝑎 (0.61 + 0.05𝑒0.5𝑎 )× (1.00 + 0.12𝑁 + 0.12𝑁0)− 𝜀𝑠𝜎𝑇

4
𝑠 ,

где 𝜎 – постоянная Стефана – Больцмана (5.67 × 10−8 Вт м−2 К−4), 𝑒𝑎
– давление пара в миллибарах, 𝜀𝑠 – эффективный коэффициент излу-
чения снежного покрова (в работе [12], 𝜀𝑠 = 0, 99), 𝑇𝑠 – температура
поверхности снега, 𝑇𝑎 – температура воздуха;

𝑄𝐸 = −𝜒𝑠𝜌w𝐸𝑠 = 32.8(𝑒𝑎 − 𝑒𝑠)(0.18 + 0.098𝑢),

где 𝜒𝑠 – скрытая теплота сублимации (2834 кДж кг−1), 𝐸𝑠 – интенсив-
ность сублимации снежной поверхности, вычисляемая по следующей
формуле:

𝐸𝑠 = (0.18 + 0.098𝑢)(𝑒𝑠 − 𝑒𝑎),

где 𝑢 – скорость ветра на 10-метровой высоте, 𝑒𝑠 – давление насыщенного
пара над льдом, 𝑒𝑎 – давление пара на 2-метровой высоте;

𝑄𝑇 = 18.7(𝑇𝑎 − 𝑇𝑠)(0.18 + 0.098𝑢),

𝑄𝑃 = 𝜌w𝐶w𝑇𝑎𝑋𝑙,

где 𝐶w – удельная теплоемкость воды.
Теплообмен 𝑄𝐺 между тающим снежным покровом и землей считает-

ся пренебрежимо малым.
Использование уравнения (17) требует измерения радиации и компо-

нент теплообмена, которые часто недоступны для измерения. При отсут-
ствии прямой метеорологической модели оценки или наблюдений, ком-
поненты энергетического баланса могут быть оценены из эмпирических
отношений с обычно наблюдаемыми изменяющимися метеорологически-
ми параметрами, такими как температура, влажность воздуха, скорость
ветра, облачность. Стоит отметить, что точность оценок таких отноше-
ний значительно возрастает при увеличении числа учитываемых физико-
географических и климатических факторов.

Влияние лесного полога. Метеорологические условия для накопления
снега и таяния на поверхности лесной почвы отличаются от метеоро-
логических условий для открытой земли из-за влияния лесного полога.
Осадки, температура воздуха, влажность, скорость ветра, потоки излу-
чения и т.д. нечасто могут быть измерены под лесными навесами, следо-
вательно создаются значительные проблемы для оценки динамики снеж-
ного покрова в зависимости от метеорологических факторов. Обычно



используются два подхода к оценке метеорологии зоны сублесного поло-
га. Первый подход основан на моделировании физических механизмов,
посредством которых лесные пологи переносят радиацию, турбулентный
обмен, массовые потоки. Второй подход заключается в использовании
эмпирических зависимостей между метеорологическими переменными,
полученными из одновременных измерений в открытой и лесной зонах.

Сочетанием физически обоснованных и эмпирических подходов пред-
ложено выделить входные данные модели накопления и таяния снега на
поверхности лесной почвы. Подход отражает отсутствие в настоящее вре-
мя понимания некоторых процессов снеготаяния и необходимость свести
к минимуму неопределенность и черезмерную сложность в модели.

Модель «запускалась» со стандартными метеорологическими пере-
менными для двух водосборов. Результаты сравнивались с регулярными
наблюдениями за поверхностью накопления снега в течение всей зимы и
весеннего периода в течение 17 сезонов. При оценке эквивалентной во-
ды в снежном покрове в течение зимы и сезонов таяния погрешность
вычислений по сравнению с наблюдениями оказалась не более 3% [12].

3. Наблюдения

Для мониторинга снежного покрова и льда в период весеннего тая-
ния снега часто используются наблюдения с помощью космических ра-
даров SAR (Synthetic Aperture Radar). Проблемой подобных исследова-
ний является нарушение сигнала, проходящего сквозь лесной покров,
и соответственно, искажение отображения снежного покрова. В работе
[19] представлен анализ свойств обратного рассеяния при отражении от
снега в восьми тестовых районах, расположенных вокруг метеостанций.
Тестовые зоны представляют собой открытые и лесные ландшафты Се-
верной Финляндии. Анализ осуществляется с использованием обширных
разновременных наборов данных, полученных с использованием радаров
в период таяния снега.

В работе [20] представлена физическая модель теплопереноса меж-
ду различными элементами окружающей среды, которая используется
для реализации различных зимних сценариев. Объектами моделирова-
ния являются выпадающий на землю снег, а также кондуктивный (пе-
редача тепла, полученного при помощи молекулярной активности или



внутреннего вибрационного движения молекул), конвективный (вид теп-
лопередачи, подразумевающий наличие промежуточной среды которая
транспортирует тепло из одного тела в другое) и радиационный (тепло
передается всем окружающим телам без всякого соединения с тепловым
источником, чрез пространство) теплоперенос. В работе рассматривае-
мая область разбивается на элементарные объемы из которых выделяют
пять фаз: снег, вода, лед, воздух, горная порода и фазовые переходы
вода – лед, воздух – снег. Процессы теплообмена между этими элемен-
тарными фазами предполагаются зависящими от изменения температур
воздуха и точки росы (значение температуры газа, при котором водя-
ной пар, содержащийся в газе, охлаждаемом изобарически, становится
насыщенным), количества снега, облачного покрова и суточных циклов.

Пространственное и временное распределение накопления снега явля-
ется сложным процессом и оказывает значительное воздействие на гид-
рологические характеристики горных водосборов. Многие процессы пе-
рераспределения снега: сухие снежные лавины, насыщенные водой снеж-
ные лавины, ветровые воздействия наблюдаются на основе съемочных
работ (наземных, с воздуха или из космоса), но при этом их моделирова-
ние и прогнозирование остается очень сложной задачей. Натурные изме-
рения накопления снега являются трудоемкими и, как правило, имеют
грубую пространственную или временную разрешающую способность. В
этом отношении, покадровая съемка хорошо показывает себя в качестве
мощного инструмента для сбора информации при относительно низких
затратах и без необходимости непосредственного доступа к исследуемой
зоне. В работе [21] распределение накопления снега в альпийском во-
досборе моделируется путем объединения простой модели накопления
снега с температурной моделью снеготаяния. Калибровка модели осу-
ществлялась посредством наземной фотосъемки. Сравнение полученно-
го в конце зимы распределения снежной воды с результатами прямых
измерений показывает, что была достигнутая достаточная точность: мо-
дель может быть правильно воспроизведена на 93% [21] площади зоны,
полученной с фиксированной камеры.

В работе [22] для исследования водосбора были установлены самопи-
шущие датчики температуры вдоль металлического стержня в пяти точ-
ках. Для каждого датчика присутствие или отсутствие снежного покрова
определяется на основе его термоизоляции снежным покровом и вытека-



ющего из этого уменьшения суточных колебаний температуры. Показа-
ния датчиков затем были преобразованы в временные ряды изменения
высоты снежного покрова. Дополнительно к этому, было рассчитано ко-
личество полученной талой воды от снежного покрова. Высота снега и
количество талой воды предоставляют ценную информацию для прогно-
зирования весенних наводнений. Было достигнуто хорошее соответствие
между расчетной высотой снежного покрова и контрольными измере-
ниями. Результаты предлагаемой методики оценки снежного покрова и
состояния снега позволяют улучшить прогноз о возможных наводнени-
ях, собрать более полные данные о состоянии снега и уточнить модели
процессов снеготаяния.

В работе [23] предложена модель динамики сезонного снежного по-
крова на основе простой модели для температуры снега. Три безраз-
мерные переменные описывают моделируемую систему: высота снежного
покрова, интенсивность осадков и интенсивность таяния. Модель может
быть использована для широкомасштабных прогнозов сезонных запасов
«снежной воды». Особый интерес в этом подходе представляет опреде-
ление максимальных сезонных запасов снега, начало и конец периода
накопления снега и период времени когда снежный покров полностью
растаял. Модель использовалась для прогнозов в шести удаленных друг
от друга участках на западе США, которые имеют непрерывный сезон-
ный снежный покров. Было проведено сравнение данной модели с ши-
роко используемой моделью снега Sturm [24].

Интересной является проблема выпадения дождевых осадков на снег
ROS (Rain On Snow). Дождевые осадки являются основной причиной
пиковых событий в природных явлениях в горных прибрежных районах
Северной Америки. Сохраняется неопределенность относительно роли
лесного полога в преддверии и во время ROS событий. Большая часть
этой неопределенности можно объяснить отсутствием подходящих мето-
дов для сбора данных во время ROS событий, отчасти из-за динамичного
характера климатических условий, в частности, связанных с накоплени-
ем снега и талых вод. В работе [25] метеорологическая сеть была дополне-
на с помощью лизиметров (лизиметр – прибор для измерения водообме-
на грунтовых вод с зоной аэрации и измерения испарения с поверхности
суши), подвешаных на пружинных весах для измерения падающего на
них снега, и сетью автоматизированной интервальной съемки для мони-



торинга состояния осадков (дождь или снег). Полученная метеорологи-
ческая сеть использовалась для оценки накопления или абляции снега,
оценки выпавшего снега на полог леса, и его дальнейшей динамики. Для
обработки данных было использовано программное обеспечение по ана-
лизу изображений. Также постоянно проводились наблюдения водного
эквивалента снега с использованием простых пружинных весов. Эта экс-
периментальная конструкция позволила захватить ранее недоступную
информацию без прямого наблюдения.

Прогнозирование снеготаяния стало одной из важнейших проблем в
западной части Соединенных Штатов в связи с растущим спросом на
водоснабжение, изменением структуры снежного покрова и последую-
щим требованием оптимальной эксплуатации водохранилищ. Возраста-
ющее значение гидрологических прогнозов требует, чтобы традиционные
системы прогнозирования периодически пересматривались с учетом на-
учных достижений в области гидрологии. Модель SNOW17 [26], исполь-
зуемая Национальной службой погоды NWS (National Weather Service)
для оперативного прогнозирования таяния снега, была относительно
неизменной на протяжении десятилетий. В работе [27] исследуемая мо-
дель SAST (Snow - Atmosphere - Soil Transfer) сравнивается с моделью
SNOW17 в точности моделирования сезонного снежного покрова (как
накопления так и таяния) и разгрузки бассейна. Была исследована ра-
ботоспосбность модели в течении 13-летнего периода, с использованием
данных из двух бассейнов, расположенных на юго-западе штата Айдахо.
Результаты показали, что SAST чаще переоценивают в весенний период
из-за отсутствия средне-зимнего снеготания в модели. SAST также име-
ет более быстрые коэффициенты весеннего таяния, чем SNOW17, что
приводит к большим ошибкам в прогнозах. В целом результаты работы
показали, что сравнительно «простая» модель SNOW17 хорошо выпол-
няет прогноз.

В последнее время все большее применение в гидрологических иссле-
дованиях находят видео-спектрометры. В работе [28] проводятся иссле-
дования тающего снега как трехфазной среды. Проводится анализ спек-
трального сдвига в коэффициенте поглощения между водяным паром,
жидкой водой и льдом с помощью инфракрасного спектрометра AVIRIS
(Airborne Visible/Infrared Imaging Spectrometer).

Изменения тепловых, физических и оптических свойств в снежно-



ледовых системах, а также обратная связь между разными временными
и пространственными масштабами влияет на множество экологических
процессов, представляющих интерес для исследования и наблюдений в
прикладных задачах. В результате стали появляться многочисленные
математические модели, описывающие таяние снега. Одной из основных
категорий таких моделей являются модели энергетического баланса. В
статье [29] представлена простая, но физически оправданная модель, ко-
торая позволяет определить величину водостока от растаявшего снега.
Модель использует высоту снега и радиационные показатели.

В гидрологическом моделировании важным является учет изменчи-
вости масштабов субэлементов при накоплении или абляции снега. Из-
менчивость масштаба субэлементов достигается увеличением сеточных
узлов в расчетной сетке при численном расчете [30]. В [31] разработа-
на модель имитации снеготаяния в горных районах с часовым шагом
по времени на основе разбиения поверхности на малые области с уче-
том энергетического баланса между областями. В работе [32] проведено
сравнение моделей снеготаяния и выявлены метеорологические парамет-
ры, оказавшие влияние на снеготаяние в лесах Канады в период 1985-
1987 годов. В [33] описывается балансовая модель поверхности ледника
Peyto, расположенного в Канаде, которая применяется для моделиро-
вания абляции. Для исследования атмосферной циркуляции и ее вли-
яния на баланс массы льда могут быть применены мезо-𝛾-масштабные
модели атмосферы с учетом взаимодействия снега со льдом [34]. В ста-
тье [35] проведены наблюдения атмосферных условий и свойств льда
и снежного покрова, включая тепловые, физические свойства снежно-
го покрова (температура, размер зерна, ослабление света), для оценки
влияния на накопление микроводорослей на морском дне. В работе [36]
приводятся результаты наблюдений за различными типами зимних осад-
ков: ледяной дождь (твёрдые атмосферные осадки, выпадающие при от-
рицательной температуре воздуха в виде твёрдых прозрачных шариков
льда), ледяная крупа, снег, слякоть, мокрый снег при разных условиях
окружающей среды. Физически обоснованные гидрологические модели
описывают природные процессы более точно, чем теоретические модели,
но требуют широкого набора данных для получения точных результа-
тов. Определение ценности значений различных наборов данных для по-
вышения производительности гидрологических моделей возможно с ис-



пользованием метода моделирования Монте Карло [37]. В [38] предложен
алгоритм оценки наступления сезонного таяния снега с использованием
данных микроволнового радиометра.

4. Математические модели

Оценка количества талых вод на основе модели вязкого сжимаемого снега.

В статье [39] рассматривается задача оценки объема талых вод с по-
мощью модели вязкого сжимаемого снега. Полученные результаты срав-
ниваются с результатами, полученными методом теплового баланса с ис-
пользованием показаний лизиметра. Для оценки объема талых вод по-
средством измерения высоты снежного покрова необходимо, во-первых,
измерить плотность снежного покрова в сухом состоянии (процедура яв-
ляется сложной для автоматического измерения), во-вторых, необходимо
учитывать уплотнения снега во время снегопада.

В 1998 году, на основе теории вязкого сжимаемого сухого снега [39],
Kominami и Endo предложили модель для оценки изменения толщины
снежного покрова, плотности и содержания воды в зависимости от авто-
матических измерений осадков и высоты снежного покрова. Для оценки
объема талых вод теория вязкого сжимаемого снега использует эмпири-
ческое соотношение между вязкостью и плотностью снега, и почасовые
данные. Ожидаемые результаты сравнивались с посуточной и почасовой
оценками объема талых вод, рассчитанными методом теплового баланса,
и показаниями снежного лизиметра [39]. Эти результаты оказались хоро-
шо согласованы с ожидаемыми результатами, которые были вычислены
с помощью модели теплового баланса и показаний снежного лизиметра
экспериментальной станции Tohkamachi в 1994, 1995 гг.

Модель вязкого сжимаемого снега предполагает рассмотрение тонкого
слоя снега, называемого 𝑖-ым слоем в интервале времени [𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖]. Вво-
дятся следующие параметры: ℎ𝑖(𝑡) – толщина 𝑖-го слоя в момент времени
𝑡 (> 𝑡𝑖), w𝑖(𝑡) – масса мокрого снега 𝑖-го слоя на единицу горизонтальной
поверхности и 𝑞𝑖(𝑡) – масса свободной воды, содержащейся в 𝑖-ом слое в
момент времени 𝑡. Плотность сухого снега 𝑖-го слоя {𝜌𝑖(𝑡)}𝑑𝑟𝑦 в момент
времени 𝑡 вычисляется по формуле

{𝜌𝑖(𝑡)}𝑑𝑟𝑦 =
{1− 𝛼𝑖(𝑡)}w𝑖(𝑡)

ℎ𝑖(𝑡)
, (20)



где 𝛼𝑖(𝑡) = 𝑞𝑖(𝑡)/w𝑖(𝑡) - концентрация свободной воды 𝑖-го слоя в момент
времени 𝑡.

Постулируется, что вязкость 𝑖-го слоя 𝜂𝑖(𝑡) определяется формулой

𝜂𝑖(𝑡) = 𝜎𝑖(𝑡)

(︂
− 1

ℎ𝑖(𝑡)

𝑑ℎ𝑖(𝑡)

𝑑𝑡

)︂−1

, (21)

где 𝜎𝑖(𝑡) – нормальное напряжение сжатия, приложенное к 𝑖-му слою.
Также постулируется, что вязкость 𝜂𝑖 и плотность сухого снега 𝜌𝑑𝑟𝑦

связаны соотношением вида [39]

𝜂𝑖 = 𝐶(𝜌𝑑𝑟𝑦)
𝑎, (22)

где 𝐶 и 𝑎 – экспериментально определяемые постоянные.
Из (20)–(22) получим

− 1

ℎ𝑖(𝑡)

𝑑ℎ𝑖(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝜎𝑖
𝐶

ℎ𝑖(𝑡)

(w𝑖(𝑡)− 𝑞𝑖(𝑡))𝑎
.

Разделяя переменные и интегрируя полученное равенство по времени от
𝑡𝑛−1 до 𝑡𝑛, получим представление для изменения толщины 𝑖-го слоя в
момент времени 𝑡 за счет вязкого сжатия

ℎ′𝑖(𝑡𝑛) =

{︂
1 +

(︁ 𝑎
𝐶

)︁ ℎ𝑖(𝑡𝑛−1)
𝑎

[{1− 𝛼𝑖(𝑡𝑛−1)}w𝑖(𝑡𝑛−1)]𝑎
𝑄𝑖(𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛)

}︂−1/𝑎

, (23)

здесь ℎ′𝑖(𝑡𝑛) = ℎ𝑖(𝑡𝑛)/ℎ𝑖(𝑡𝑛−1), а ℎ𝑖(𝑡𝑛−1), w𝑖(𝑡𝑛−1) и 𝛼𝑖(𝑡𝑛−1) – толщина,
общая масса и концентрация свободной воды 𝑖-слоя в момент времени

𝑡𝑛−1 соответственно, 𝑄𝑖(𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛) =
𝑡𝑛∫︀

𝑡𝑛−1

𝜎𝑖(𝑡). Формула (23) является при-

ближенной, так как (1 − 𝛼𝑖(𝑡)}w𝑖(𝑡)) берется в точке 𝑡𝑛−1. Изменение
глубины снега представлено на рисунке 1. График 𝑄𝑖 представлен на
рисунке 2.

Общая глубина снежного покрова определяется накоплением, абляци-
ей и сжатием. Влияние поземки предполагается незначительным, так как
средняя скорость ветра из работы [39] равна 1, 1 мс−1. Согласно рисунку
2, при аккумуляции высота снежного покрова 𝐻(𝑡𝑛) главным образом
определяется высотой выпавшего снега 𝐷(𝑡𝑛) > 0 и величиной сжатия
снега

∑︀𝑛−1
𝑖=1 ℎ

′
𝑖(𝑡𝑛). При абляции коэффициент 𝐷(𝑡𝑛) < 0. Таким образом

𝐷(𝑡𝑛) = 𝐻(𝑡𝑛) + 𝑔(𝑡𝑛)−
𝑛−1∑︁
𝑖=1

ℎ′𝑖(𝑡𝑛) ≈ 𝐻(𝑡𝑛)−
𝑛−1∑︁
𝑖=1

ℎ′𝑖(𝑡𝑛),



Рисунок 1 – Зависимость высоты снежного покрова 𝐻(𝑡𝑛) от выпавшего и «уже
унесенного» снега. Предполагается, что 𝐷(𝑡𝑛) > 0 при накоплении снега и 𝐷(𝑡𝑛) < 0
при абляции снега.

Рисунок 2 – Зависимость массы каждого слоя снега в моменты времени 𝑡𝑛−1 и 𝑡𝑛 и
напряжение действующее на 𝑖-ый слой.

где 𝑔(𝑡𝑛) – толщина растаявшего снега на поверхности земли за интервал
времени [𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛].

Если новый снег выпадает в течении временного интервала [𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛]



без таяния на момент времени 𝑡𝑛−1, то величина 𝐷(𝑡𝑛) положительна и
равна толщине ℎ𝑛(𝑡𝑛) нового появившегося 𝑛-слоя (см. рисунок 2). Если
снегопада нет и имеет место таяние на поверхности, то величина 𝐷(𝑡𝑛)
отрицательна и равна толщине снега, растаявшего на поверхности. Мо-
дель не учитывает случай одновременного снегопада и таяния. Вероят-
ность таких сложных событий очень мала при рассмотрении достаточно
коротких интервалов времени.

Таким образом, принимая временной интервал достаточно малым при
выпадении снежных осадков массы 𝑝(𝑡𝑛) и пренебрегая концентрацией
свободной воды в новом снеге, приходим к следующим соотношениям:

ℎ𝑛(𝑡𝑛) = 𝐷(𝑡𝑛), 𝑤𝑛(𝑡𝑛) = 𝑝(𝑡𝑛), 𝛼𝑛(𝑡𝑛) = 0 при 𝐷(𝑡𝑛) > 0.

В другом случае при 𝐷(𝑡𝑛) < 0 предполагается, что 𝑝(𝑡𝑛) – это значе-
ние массы выпавших осадков, так и растаявшего снега на поверхности.
В этом случае 𝑘-ый – слой, расположенный на глубине 𝐷(𝑡𝑛) снега, рас-
таявшего с поверхности, удовлетворяет следующим уравнениям

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑘

ℎ′𝑖(𝑡𝑛) < −𝐷(𝑡𝑛) <
𝑛−1∑︁

𝑖=𝑘−1

ℎ′𝑖(𝑡𝑛).

Как результат снеготания, толщина ℎ𝑖(𝑡𝑛) каждого слоя в момент вре-
мени 𝑡𝑛 имеет вид

ℎ𝑖(𝑡𝑛) = 0 при 𝑖 = 𝑘, 𝑘 + 1, ..., 𝑛,

ℎ𝑘−1(𝑡𝑛) =
𝑛−1∑︁

𝑖=𝑘−1

ℎ′𝑖(𝑡𝑛) +𝐷(𝑡𝑛),

ℎ𝑖(𝑡𝑛) = ℎ′𝑖(𝑡𝑛) при 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘 − 2.

К тому же массу 𝑚(𝑡𝑛), содержащую свободную воду из растаявшего
мокрого снега на поверхности, можно представить в виде

𝑚(𝑡𝑛) =
𝑛−1∑︁
𝑖=𝑘

w𝑖(𝑡𝑛−1) +

{︂
1− ℎ𝑘−1(𝑡𝑛)

ℎ′𝑘−1(𝑡𝑛)

}︂
w𝑘−1(𝑡𝑛−1).

Количество талой воды 𝑚w(𝑡𝑛) вычисляется следующим образом

𝑚w(𝑡𝑛) =
𝑛−1∑︀
𝑖=𝑘

(1− 𝛼𝑖(𝑡𝑛−1))w𝑖(𝑡𝑛−1)+

+
{︁
1− ℎ𝑘−1(𝑡𝑛)

ℎ′
𝑘−1(𝑡𝑛)

}︁
(1− 𝛼𝑘−1(𝑡𝑛−1))w𝑘−1(𝑡𝑛−1).



Предполагается, что количество талой воды, содержащей свободную
воду 𝑚(𝑡𝑛) и осадки 𝑝(𝑡𝑛), распределено в низших слоях снежного по-
крова, и предполагается, что вода, содержащаяся в снежном слое может
просачиваться в нижний слой только в случае, если содержание свобод-
ной воды 𝛼𝑖(𝑡𝑛) превышает максимальное значение 𝛼𝑚𝑎𝑥. После этого
можно определить массу w𝑖(𝑡𝑛) и концентрацию свободной воды 𝛼𝑖(𝑡𝑛)
каждого снежного слоя в момент времени 𝑡𝑛. Если таким методом вычис-
лить новую глубину снежного покрова на интервале времени с 𝑡1 по 𝑡𝑛,
можно получить толщину, массу и содержание свободной воды каждо-
го снежного слоя в текущий момент времени 𝑡𝑛, при этом используются
значения общей глубины снежного покрова и осадков, измеренных на
каждом интервале времени с 𝑡1 по 𝑡𝑛, а также возможно вычислить мас-
су и толщину снежного покрова на протяжении всего зимнего сезона. В
статье [39] приведен пример: если за △𝑡 взять один час, среднее почасо-
вое количество растаявшего снега в момент времени 𝑡𝑛 равно величине
ℎw(𝑡𝑛). Для расчета объема талых вод использовались следующие зна-
чения [39]

𝐶 = 0.392 Pa s (kg m−3)−𝑎, 𝑎 = 3.6, 𝛼𝑚𝑎𝑥 = 0.15.

Модель теплового баланса. В работе [39] использовалась одномерная
модель теплового баланса для оценки объема талых вод. Эта модель
предполагает линейный профиль температуры поперек снежного слоя и
оценку объема талых вод и температуры снежного покрова, используя
балансирование теплового потока поперек поверхности снега с потоком
сквозь снежный покров с помощью массовых формул. Коэффициенты
передачи массы для оптимального теплового потока [CH] и скрытого
теплового потока [CE] предполагаются одинаковыми и не изменяются
в период снеготаяния. Данные коэффициенты можно оптимизировать,
сравнив их с измеренным изменением веса снега. Оптимизированный ко-
эффициент передачи массы равен 0.0026 (значение взято из [39]).

Метод лизиметра. Лизиметр устанавливается на почву и измеряет
сток талых вод. Размер лизиметра составляет 200 квадратных сантимет-
ров. Предполагается, что можно пренебречь временной задержкой стока
талых вод, когда сток был интегрирован ежедневно [39]. Ежедневное ко-
личество стока талых вод принимается равным ежедневному количеству
растаявшего снега.



Для расчета количества талых вод использовались модель вязкого
снега и почасовые измерения общей глубины снежного покрова и осад-
ков. Высота снежного покрова измерялась с использованием ультразву-
кового измерителя снега SL-340 (минимальная цифра 0.1 см), разра-
ботанный компанией Kaijo Co., а осадки измерялись с помощью дож-
девой и снежной колеи (максимальное разрешение 0.5 мм воды) от
Yokogawa Weathac Corporation. Измерения высоты снежного покрова и
осадков проводились на смотровой площадке экспериментальной стан-
ции в Tohkamachi в течении зимы 1994–1995 г. Это место находится при-
мерно в 190 км к северо-западу от Токио и расположено по координатам
37∘80′80′′ северной широты, 138∘84′60′′ восточной долготы и высотой око-
ло 200 м. Ежемесячная средняя температура воздуха зимой составляет
3.2∘𝐶 в декабре, 0.5∘𝐶 в январе, 0.9∘𝐶 в феврале и 2.8∘𝐶 в марте. Снеж-
ные слои были влажными большую часть зимы. Средняя скорость ветра
составляла 1.1 м с−1 и поземка происходила редко. Максимальная глу-
бина снега была 226 см.

Сравнение модели вязкого потока с моделью теплового баланса и ме-
тодом лизиметра. На рисунке 3 показаны результаты ежедневной оцен-
ки количества талых вод при использовании модели вязкого сжатия, мо-
дели теплового баланса и лизиметра с 3 января по 4 октября 1995 года.

На рисунке 4 показаны результаты почасовых оценок талых вод с
использованием каждого метода. Для почасовой оценки талых вод при
уменьшении глубины снежного покрова с помощью модели вязкого сжа-
тия использовалась средняя высота снежного покрова за три часа.

Полученная ежедневная оценка количества талых вод, которая рас-
считывалась с использованием модели вязкого сжатия, хорошо соотно-
сится с результатами, полученными для модели теплового баланса и ме-
тодом лизиметра (рисунок 5).

В предположении, что временной задержкой стока талых вод можно
пренебречь в ежедневном снеготаянии, сравниваются оценки талых вод
с использованием модели вязкого сжатия и модели теплового баланса с
снеготаянием по оценкам лизиметра. Таблица 1 показывает стандартное
отклонение 𝛿 расчетных величин модели вязкого сжатия и значения ве-
личин других методов. Как показано в таблице 1, имеются небольшие
различия между ошибками вязкого сжатия и метода теплового баланса.
Используя метод теплового баланса, коэффициент переноса массы обыч-



Рисунок 3 – Изменение ежедневных оценок количества количества талых вод в мо-
дели вязкого сжатия, модели теплового баланса и методе лизиметра.

Рисунок 4 – Ежедневные изменения оценки количества талых вод в модели вязкого
сжатия, модели теплового баланса и методе лизиметра.

но задается пропорционально сокращению количества снежной воды. Но
в регионах с сильным снегопадом в Японии снег часто выпадает даже в
период снеготаяния и данный коэффициент сложно зафиксировать из-за



Рисунок 5 – Сравнение модели вязкого потока с моделью теплового баланса и мето-
дом лизиметра.

изменения в поверхности снежного покрова. Поэтому в таких тяжелых
погодных условиях, метод независящий от состояния поверхности снеж-
ного покрова, такой как модель вязкого сжатия, является полезным для
оценки количества талых вод. Максимальное содержание свободной воды
𝛼𝑚𝑎𝑥 по массе считается равным от 0.1 до 0.2 в зависимости от разме-
ра зерна и формы зерна [39]. Здесь имеется небольшая разница между
количеством талой воды рассчитанной для максимального содержания
свободной воды от 𝛼𝑚𝑎𝑥 = 0.10 до 𝛼𝑚𝑎𝑥 = 0.20.

Таблица 1 – Стандартное отклонение ежедневной оценки талых вод с использованием
модели теплового баланса и модели вязкой сжимаемости с лизиметром

Стандартное распределение (мм) 𝛿
тепловой баланс вязкое сжатие

1 марта - 10 апреля 7.13 6.88
10 марта - 10 апреля 8.03 9.76



Описание фазовых переходов в Community Land Model (CLM).

В работе [45] приводится техническое описание модели Community
Land Model разработанной сообществом Community Climate System
Model (CCSM) и предложенной на собрании CCSM Land Model Working
Group (LMWG) в феврале 1996.

В основе модели лежит закон Фика:

𝐹 = −𝜆∇𝑇,

где 𝐹 – это количество тепла, проводимого через единицу площади по-
перечного сечения в единицу времени (В м−2), 𝜆 – теплопроводность
(В м−1 К−1) и ∇𝑇 – пространственный градиент температуры (К м−1).
В одномерной форме закон теплопроводности записывается в виде:

𝐹𝑧 = −𝜆𝜕𝑇
𝜕𝑧
, (24)

где ось 𝑧 направлена в вертикальном направлении (м) положительно
вниз и 𝐹𝑧 направлена положительно вверх. Для учета нестационарных
или переходных режимов, принцип сохранения энергии записывается в
виде уравнения неразрывности

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= −𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
. (25)

Объединяя уравнения (24) и (25) получим второй закон теплопроводно-
сти в одномерном виде:

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑧

[︂
𝜆
𝜕𝑇

𝜕𝑧

]︂
.

Численное решение этого уравнения позволяет вычислить температуру
почвы разбитой на десять слоев и температуру пяти слоев снега рас-
положенных над слоями почвы, с граничными условиями: ℎ – приток
тепла на поверхности слоя снега из атмосферы, приток тепла на нижней
границе считается равным нулю.

Описание фазовых переходов. Наличие или отсутствие фазовых пере-
ходов определяется из значения температуры снега или грунта следую-
щим образом [45]:

𝑇 𝑛+1
𝑖 > 𝑇𝑓 , w𝑖𝑐𝑒,𝑖 > 0 таяние,

𝑇 𝑛+1
𝑖 < 𝑇𝑓 , w𝑙𝑖𝑞,𝑖 > 0 замерзание,

(26)



где 𝑇 𝑛+1
𝑖 – температура грунтового слоя, w𝑖𝑐𝑒,𝑖 и w𝑙𝑖𝑞,𝑖 – соответственно

масса льда и масса воды (кг м−2) на единицу площади слоя снега или
грунта, 𝑇𝑓 – температура замерзания воды (К). Для специального слу-
чая, когда снег присутствует (масса снега 𝑊𝑠𝑛𝑜 > 0), но нет никаких
явных слоев снега (𝑠𝑛𝑙 = 0) (т.е. присутствует недостаточное количество
снега для удовлетворения минимальным требованиям модели для глу-
бины снега в 0.01 м), процесс снеготаяния имеет место для слоя грунта
𝑖 = 1, если температура этого слоя больше, чем температура замерзания
воды (𝑇 𝑛+1

𝑖 > 𝑇𝑓).
Значение коэффициента фазового перехода оценивается из избытка

(или дефицита) энергии, необходимой для изменения температуры 𝑇𝑖 до
температуры замерзания 𝑇𝑓 . Избыток или дефицит энергии 𝐻𝑖 (Вт м−2)
определяется следующим образом

𝐻𝑖 = ℎ+ 𝜕ℎ
𝜕𝑡 (𝑇𝑓 − 𝑇 𝑛

𝑖 ) + 𝛼𝐹 𝑛
𝑖 + (1− 𝛼)𝐹 𝑛+1

𝑖 − 𝑐𝑖△𝑧𝑖
△𝑡 (𝑇𝑓 − 𝑇 𝑛

𝑖 ),

𝑖 = 𝑠𝑛𝑙 + 1,

𝐻𝑖 = 𝛼(𝐹 𝑛
𝑖 − 𝐹 𝑛

𝑖−1) + (1− 𝛼)(𝐹 𝑛+1
𝑖 − 𝐹 𝑛+1

𝑖−1 )−
𝑐𝑖△𝑧𝑖
△𝑡 (𝑇𝑓 − 𝑇 𝑛

𝑖 ),

𝑖 = 𝑠𝑛𝑙 + 2, ..., 𝑁,

где 𝐹 𝑛+1
𝑖 и 𝐹 𝑛+1

𝑖−1 вычисляются по формулe

𝐹𝑖 = −𝜆[𝑧ℎ,𝑖
(︂
𝑇 𝑛
𝑖 − 𝑇 𝑛

𝑖+1

𝑧𝑖+1 − 𝑧1

)︂
.

Здесь ℎ – тепловой поток направленный на поверхность снега или
грунта из вышележащей атмосферы

ℎ = 𝑆𝑔 − 𝐿𝑔 −𝐻𝑔 − 𝜆𝐸𝑔,

где 𝑆𝑔 – солнечная радиация поглощаемая почвой, 𝐿𝑔 – длинноволновое
излучение поглощаемое почвой (положительное к атмосфере), 𝐻𝑔 – по-
ток физического тепла исходящего от земли, 𝜆𝐸𝑔 – поток скрытого тепла
от исходящего от земли.

Если условие таяния или замерзания (26) выполнено, а |𝐻𝑖| > 0, то



масса льда пересчитывается как

w𝑛+1
𝑖𝑐𝑒,𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
w𝑛
𝑖𝑐𝑒,𝑖 −

𝐻𝑖△𝑡
𝐿𝑓

> 0
𝐻𝑖△𝑡
𝐿𝑓

> 0

min

(︂
w𝑛
𝑙𝑖𝑞,𝑖 + w𝑛

𝑖𝑐𝑒,𝑖,w𝑛
𝑖𝑐𝑒,𝑖 −

𝐻𝑖△𝑡
𝐿𝑓

)︂
𝐻𝑖△𝑡
𝐿𝑓

< 0

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (27)

где 𝐿𝑓 – скрытая теплота плавления (Дж кг−1). Масса жидкой воды
равна

w𝑛+1
𝑙𝑖𝑞,𝑖 = w𝑛

𝑙𝑖𝑞,𝑖 + w𝑛
𝑖𝑐𝑒,𝑖 − w𝑛+1

𝑖𝑐𝑒,𝑖 > 0. (28)

Поскольку часть энергии 𝐻𝑖 может не расходоваться в процессе тая-
ния или выделяться в процессе заморозки, то энергия пересчитывается
следующим образом

𝐻𝑖* = 𝐻𝑖 −
𝐿𝑓(w𝑛

𝑖𝑐𝑒,𝑖 − w𝑛+1
𝑖𝑐𝑒,𝑖)

△𝑡
.

Полученная энергия используется для охлаждения или нагревания слоя
снега или грунта (если |𝐻𝑖*| > 0)

𝑇 𝑛+1
𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑇𝑓 +

△𝑡
𝑐𝑖△𝑧𝑖

𝐻𝑖*

⧸︂(︂
1− △𝑡

𝑐𝑖△𝑧𝑖
𝜕ℎ
𝜕𝑡

)︂
𝑖 = 𝑠𝑛𝑙 + 1

𝑇𝑓 +
△𝑡

𝑐𝑖△𝑧𝑖
𝐻𝑖* 𝑖 = 𝑠𝑛𝑙 + 2, ..., 𝑁

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ . (29)

Для специального случая, когда снег присутствует (𝑊𝑠𝑛𝑜 > 0), но нет

явных снежных слоев (𝑠𝑛𝑙 = 0), и 𝐻1△𝑡
𝐿𝑓

> 0 (таяние), масса снега 𝑊𝑠𝑛𝑜

(кг м−2) на единицу площади слоя сокращается в соответствии с

𝑊 𝑛+1
𝑠𝑛𝑜 = 𝑊 𝑛

𝑠𝑛𝑜 −
𝐻1△𝑡
𝐿𝑓

> 0.

Глубина снега сокращается пропорционально

𝑧𝑛+1
𝑠𝑛𝑜 =

𝑊 𝑛+1
𝑠𝑛𝑜

𝑊 𝑛
𝑠𝑛𝑜

𝑧𝑛𝑠𝑛𝑜.

Аналогично рассуждениям выше, энергию для 𝑖 = 1 слоя грунта мож-
но представить в виде:

𝐻1* = 𝐻1 −
𝐿𝑓𝑊

𝑛
𝑠𝑛𝑜 −𝑊 𝑛+1

𝑠𝑛𝑜

△𝑡
.



Если имеются избытки энергии (𝐻1* > 0), то эта энергия становится
доступной для верхнего слоя грунта

𝐻1 = 𝐻1*. (30)

Масса льда, масса жидкой воды, и температура верхнего слоя грунта
определяются из уравнений (27), (28), и из (29) с использованием пере-
считанной энергии из уравнения (30). Растаявший снег 𝑀1𝑆 (кг м−2 с−1)
и энергия фазового перехода 𝐸𝑝,1𝑆 (Вт м−2) для данных условий имеют
вид

𝑀1𝑆 =
𝑊 𝑛

𝑠𝑛𝑜 −𝑊 𝑛+1
𝑠𝑛𝑜

△𝑡
≥ 0

𝐸𝑝,1𝑆 = 𝐿𝑓𝑀1𝑆.

Полная энергия фазового перехода 𝐸𝑝 (Вт м−2) для снега или грунта

𝐸𝑝 = 𝐸𝑝,1𝑆 +
𝑁∑︁

𝑖=𝑠𝑛𝑙+1

𝐸𝑝,𝑖,

где

𝐸𝑝,𝑖 = 𝐿𝑓

(w𝑛
𝑖𝑐𝑒,𝑖 − w𝑛+1

𝑖𝑐𝑒,𝑖)

△𝑡
.

Общее количество растаявшего снега (для всех слоев)

𝑀 =𝑀1𝑆 +
𝑁∑︁

𝑖=𝑠𝑛𝑙+1

𝑀𝑖,

где

𝑀𝑖 =
(w𝑛

𝑖𝑐𝑒,𝑖 − w𝑛+1
𝑖𝑐𝑒,𝑖)

△𝑡
≥ 0.

Уравнение баланса энергии для снега и грунта имеет вид:

𝐺− 𝐸𝑝 −
𝑁∑︁

𝑖=𝑠𝑛𝑙+1

𝑐𝑖△𝑧𝑖
△𝑡

(𝑇 𝑛+1
𝑖 − 𝑇 𝑛

𝑖 ) = 0,

где 𝐺 – геотермальный тепловой поток.



Исследование динамики тающего снега изотопным методом. Одномерная
физическая модель.

Подземные воды влияют на многие процессы в водоразделе, включая
наводнения, перенос загрязнений, распространение потоков почвенных
газов, и коэффициенты химического выветривания (химическое вывет-
ривание – это совокупность различных химических процессов, в резуль-
тате которых происходит дальнейшее разрушение горных пород и каче-
ственного изменения их химического состава с образованием новых ми-
нералов и соединений)[40]. Подземные протоки и сроки пребывания воды
в почве при изучении внутригодового распределения стока выводятся из
расчленения гидрографа (график изменения во времени расходов воды
в реке или другом водостоке за год, несколько лет или часть года) на
отдельные атмосферные осадки и снеготаяние. Этот метод предполага-
ет, что расход во время и вскоре после дождя или снеготаяния может
быть разделен на несколько (как правило, два или три) способствующих
источников, например, грунтовая вода (старая вода) и временная вода
(или новая вода). Идентификация вод различного происхождения про-
исходит с помощью изучения изотопного состава воды. Под термином
«изотопный состав воды» обычно понимают содержания дейтерия (2𝐻)
и кислорода-18 (18𝑂). Изотопный состав водорода и кислорода определя-
ется масс-спектрометрически и выражается в относительных величинах
𝛿2𝐻 и 𝛿18𝑂:

𝛿 = [𝑅пр/𝑅станд − 1]× 1000%,

где 𝑅пр и 𝑅станд – отношения 2𝐻/1𝐻 и 18𝑂/16𝑂 в измеряемой пробе
и в стандарте, в качестве которого принята средняя океаническая вода
(Standard of Mean Ocean Water, SMOW, Vienna, IAEA).

В случае расчленения гидрографа весенним половодьем, элемент «но-
вая вода» часто рассматривается при условии постоянного значения 𝛿18𝑂
равному среднему 𝛿18𝑂 снежного покрова [40]. Однако, как лаборатор-
ные, так и полевые исследования показали, что значение 𝛿18𝑂 тающего
снега не равно значению 𝛿18𝑂 рыхлого снега. Вместо этого, тающий снег
обычно является 𝛿18𝑂 – истощенным в начале периода снеготаяния, и
постепенно становится наполненным 𝛿18𝑂 в процессе таяния. Эта изотоп-
ная эволюция следует из изотопного обмена между водой и льдом в про-
цессе просачивания воды вглубь снежного покрова. В равновесии, 𝛿18𝑂
воды на 3, 1% ниже, чем у льда [40], поэтому изначальный растаявший



снег, отделившийся от снежного покрова, имеет меньшее значение 𝛿18𝑂,
чем у рыхлого снега. Когда процесс таяния прогрессирует, оставшийся
снежный покров становится все более обогащенным 𝛿18𝑂 и, таким обра-
зом, таким же становится соответствующий растаявший снег. Поэтому
изотопный состав растаявшего снега обычно не совпадает с изотопным
составом рыхлого снега, и следовательно, расчленения гидрографа, осно-
ванное на 𝛿18𝑂 рыхлого снега, будет являться ошибочным [40]. Это вза-
имодействие между водой и льдом может также повлиять на изотопные
составы ледников, что будет в некоторой степени напоминать плавление
ледников в летний период. Понимание и квантификация (квантифика-
ция – процесс измерения качественных признаков и характеристик, с
последующим их сведением в количественные категории) изотопного из-
менения во льду через обмен вода-лед являются важными компонентами
климатических исследований с использованием ледяных кернов.

Для предсказания изотопных составов растаявшего снега или ледни-
ков требуется количественное описание процесса. Такое количественное
описание должно включать эффекты физических свойств снежного по-
крова, включая его глубину, пористость, и проницаемость. В [41] пред-
ставлена первая модель, описывающая изотопную изменчивость снегота-
яния. Данная модель учитывает скорость просачивания воды и динами-
ку обмена лед-вода, но предполагается, что реакция изотопного обмена
происходит между водой и рыхлым льдом, а не между водой и поверхно-
стью льда. В [42] описана альтернативная модель, в которой возможно
количественно измерить площадь поверхности, используя параметр, поз-
воляющий только части льда взаимодействовать с водой. В работе [43],
используя контролируемые эксперименты, были измерены важные фи-
зические константы для динамического обмена лед-вода. В статье [40]
рассматривается усовершенствованная модель и обсуждаются парамет-
ры, от которых зависит 𝛿18𝑂 снега в процессе снеготаяния, в особенно-
сти те параметры,которые влияют на изотопный обмен между жидкой и
твердой фазой. Основное внимание получила проблема моделирования
сезонного снеготаяния снежного покрова, но физическая модель может
быть расширена для описания эффекта таяния на изотопные разновид-
ности ледников.

Предположим, что снежный покров является однородным. Просачи-
вание воды в снеге обычно описывается приведенной формой уравнения



Ричардса [40]

𝜕𝑆

𝜕𝑡*
= − 𝐾

𝜑(1− 𝑆𝑖)

𝜕𝑆𝑛

𝜕𝑧*
.

Здесь 𝜑 – пористость снега, 𝑡* и 𝑧* – время и глубина снежного покрова,
𝐾 – коэффициент гидравлической проводимости снежного покрова, 𝑛 –
заданный параметр (в частности, 𝑛 = 3 [40]), 𝑆 – эффективная насы-
щенность воды:

𝑆 =
𝑆𝑤 − 𝑆𝑖

1− 𝑆𝑖
.

где 𝑆𝑤 – общая насыщенность воды (отношение объема, занимаемого
водой, к объему пор), 𝑆𝑖 – минимальная насыщенность воды (отношение
минимального объема, занимаемого водой, к объему пор).

Коэффициент 𝐾 определяется плотностью воды 𝜌, каоэфициентом
фазовой проницаемости 𝑘, ускорением свободного падения g, и вязкостью
воды 𝜇:

𝐾 =
𝜌𝑘𝑔

𝜇
.

Параметр 𝑛 соотносит скорость протекания 𝑢* c гидравлической про-
водимостью и эффективной насыщенностью через составное отношение
[40]:

𝑢* =
𝐾

(1− 𝑆𝑖)

𝑆𝑛

(𝑆 + 𝛽)
, (31)

где 𝛽 = 𝑆𝑖/(1− 𝑆𝑖).
Решения уравнения (31) имеет, как правило, разрыв, который распро-

страняется со скоростью [40]:

𝜂* =
𝐾

𝜑(1− 𝑆𝑖)

(𝑆𝑛
+ − 𝑆𝑛

−)

𝑆+ − 𝑆−
,

где 𝑆+ и 𝑆− – значения насыщенности непосредственно в последующем
и в предыдущем волновом фронте для зрелого снега (снег называется
зрелым, если он больше не может удержать в себе жидкую воду).

Коэффициент 𝛿18𝑂/𝛿16𝑂 жидкой фазы (= 𝑅𝑙𝑖𝑞 зависит от адвекции
(перемещение воздуха в горизонтальном направлении и перенос вместе с
ним его свойств, таких как, температура, влажность воздуха), дисперсии
и изотопного обмена лед-вода. В отличие от жидкой фазы, коэффициент



𝛿18𝑂/𝛿16𝑂 для льда 𝑅𝑙𝑖𝑞 зависит только от изотопного обмена с жидко-
стью. Стандартные определяющие уравнения для 𝑅𝑙𝑖𝑞 и 𝑅𝑖𝑐𝑒

(𝑆 + 𝛽)
𝜕𝑅𝑙𝑖𝑞

𝜕𝑡* = −
𝜕[𝑢*(𝑆+𝛽)𝑅𝑙𝑖𝑞]

𝜕𝑧* +

+
𝜕
𝜕𝑧*

[︂
(𝑆 + 𝛽)𝐷*𝜕𝑅𝑙𝑖𝑞

𝜕𝑧*

]︂
+ 𝑘𝑟𝛾(𝑆 + 𝛽)(𝑅𝑖𝑐𝑒 − 𝛼𝑅𝑙𝑖𝑞),

(32)

𝜕𝑅𝑖𝑐𝑒

𝜕𝑡*
= 𝑘𝑟(1− 𝛾)(𝛼𝑅𝑙𝑖𝑞 −𝑅𝑖𝑐𝑒),

где 𝐷* – коэффициент дисперсии, 𝑘𝑟 – постоянный коэффициент изо-
топного обмена лед-вода, 𝛼 – фракционированный (разделенный) фак-
тор равновесия для изотопного обмена кислорода между льдом и во-
дой при 0∘𝐶. Скорость изотопного обмена пропорциональна расстоянию
(𝑅𝑖𝑐𝑒−𝛼𝑅𝑙𝑖𝑞) системы от равновесия лед-жидкость (𝑅𝑖𝑐𝑒−𝛼𝑅𝑙𝑖𝑞 = 0). Па-
раметр 𝛾 используется для количественной оценки части льда в системе
изотопного обмена лед-вода

𝛾 =
𝑏𝑓

𝑎+ 𝑏𝑓
.

Здесь 𝑎 и 𝑏 – массы воды и льда на единицу объема снега,

𝑎 = 𝜑(1− 𝑆𝑖)(𝑆 + 𝛽)𝜌𝑙𝑖𝑞, 𝑏 = (1− 𝜑)𝜌𝑖𝑐𝑒,

где 𝜌𝑖𝑐𝑒 и 𝜌𝑙𝑖𝑞 - соответственно плотности льда и жидкой воды. Параметр
𝑓 обозначает часть льда, участвующую в изотопном обмене; 𝑓 зависит
от распределения размеров и шероховатости поверхности ледовых зерен,
доступности поверхности льда от инфильтрационных (просачивающих-
ся) вод, степени твердой диффузии внутри льда, и степени плавления и
промерзания ледяной поверхности. На практике, эти микроскопические
переменные не могут быть непосредственно измерены, а 𝑓 рассматрива-
ется как параметр настройки модели.

В статье [40] рассматривается таяние снежного покрова с постоянной
скоростью. В этих условиях, насыщенность воды 𝑆 и скорость потока 𝑢*

постоянны и уравнение (32) переписывается в виде

𝜕𝑅𝑙𝑖𝑞

𝜕𝑡*
+ 𝑢*

𝜕𝑅𝑙𝑖𝑞

𝜕𝑧*
=

𝜕

𝜕𝑧*

[︂
𝐷*𝜕𝑅𝑙𝑖𝑞

𝜕𝑧*

]︂
+ 𝑘𝑟𝛾(𝑅𝑖𝑐𝑒 −𝑅𝑙𝑖𝑞), (33)



а также предполагается, что дисперсия не оказывает существенного вли-
яния, т.е. 𝐷* = 0. Уравнение (33) тогда сводится к виду

𝜕𝑅𝑙𝑖𝑞

𝜕𝑡*
+ 𝑢*

𝜕𝑅𝑙𝑖𝑞

𝜕𝑧*
= 𝑘𝑟𝛾(𝑅𝑖𝑐𝑒 − 𝛼𝑅𝑙𝑖𝑞).

Общая изотопная вариация в течении сезона таяния изменяется от 1%
до 4% для 𝛿18𝑂, в зависимости от условий таяния. Эти различия доста-
точны, чтобы вызвать ошибки при расчленении гидрографа, и данная
модель может использоваться для улучшения точности. При правиль-
ной параметризации, модель может использоваться для непрерывного
расчленения гидрографа или включения в более сложные модели снего-
таяния, такие как SNTHERM (Snow Thermal Model) [40].

Модель антарктического ледяного покрова.

В исследованиях ледников и их свойств в последнее время все боль-
шее применение находит численное моделирование ледяного покрова. В
работе [44] рассмотрена модель Антарктического ледяного покрова, ос-
новным параметром которой является вертикальная скорость льда, за-
висящая от времени. Данная модель использует эмпирически получен-
ные отношения для расчета распределения толщины льда в шельфовых
ледниках.

Расчет движения льда основан на законе, связывающем вертикаль-
ную составляющую скорости льда 𝑢 и напряжение сдвига 𝜏𝑏 приложенное
к скальному основанию 𝑢 = 𝑘𝜏𝑚𝑏 , где 𝑘 и 𝑚 параметры модели.

Выражение для 𝑢 может быть обобщено на двумерный случай, что
позволяет вычислить вектор потока массы M:

M = 𝐾𝐻𝑚+1[∇𝐻 ′ · ∇𝐻 ′](𝑚−1)/2∇𝐻 ′.

Здесь 𝐾 – заданный параметр (в частоности, 𝐾 = 0.5м−3/2 год−1[44]),
𝐻 – толщина льда, ∇ – двумерный оператор градиента и 𝐻 ′ = 𝐻 + ℎ –
является возвышением поверхности (ℎ – высота относительно уровня мо-
ря). Лед движется вниз по наклонной поверхности. Изменение ледяного
покрова определяется уравнением сохранением массы льда

𝜕𝐻

𝜕𝑡
= −∇ · M +𝐺,



где𝐺 – скорость скопления льда на поверхности, выраженная в единицах
толщины льда в единицу времени.

Влияние нагрузки льда на скальное основание вычисляется по фор-
муле

𝜕ℎ

𝜕𝑡
= −(ℎ+ ℎ0 +𝐻/3.2)

𝑇
, (34)

где ℎ0 – высота скального основания в равновесии, без учета ледяной на-
грузки, 𝑇 – временной интервал. Уравнение (34) хорошо «работает» для
нагрузок с протяженностью ледяного покрова более нескольких сотен
километров. Но для точности расчетов при меньших нагрузках необхо-
димо учитывать изгибную жесткость земной коры. Так, в общем случае,
при расчете уравнения (34) должны получаться хорошие результаты, но
для очень маленьких листов льда или вблизи края ледяного покрова
могут возникнуть большие ошибки (порядка 50 м).

Эксперименты, описанные в [44], следует рассматривать как первый
шаг в развитии более или менее полной модели антарктического леднико-
вого покрова. Однако, тонкая настройка модели до сих пор не выполнена
и в модель не включены несколько физических процессов.

Результаты экспериментов показали, что рассматриваемая модель
способна воспроизводить влияния горных хребтов на распределение тол-
щины льда. Особенно, если учесть эксперимент, в котором фиксируется
топография скального основания. В этом случае расчеты модели очень
точны, и ошибки возникают только из-за плохого разложения на части
некоторых нарушений скального основания. В действительности значе-
ния параметра 𝐾, используемого в данном исследовании, были обнару-
жены в течение настраивания модели с фиксированным скальным осно-
ванием для заданного распределения толщины льда. Даже если баланс
массы и высота скального основания не зависят от влияния льда, рас-
сматриваемая модель ледяного покрова напоминает настоящий Антарк-
тический Ледниковый Покров.

Эксперименты, проведенные с использованием модели антарктическо-
го ледникового покрова, показали хорошие результаты [44]. Это еще раз
подтверждает, что для крупномасштабного моделирования ледниковых
щитов точная форма закона движения льда не важна: модели могут быть
легко настроены для получения аналогичных результатов. Двадцатипя-
тилетняя история антарктического ледникового покрова соответствует



картине, складывающейся из численных экспериментов.
Объем льда в ледниковом покрове увеличивается в случае неболь-

шого падения уровня моря (вследствие образования ледяного покрова
в Северном полушарии). Объем льда уменьшается если уровень моря
и температура моря достаточно высоки (в межледниковые периоды в
Северном полушарии). Однако данных изменений в повышении уров-
ня моря и/или температуры может быть недостаточно для, например,
разрушения больших айсбергов и торосов в морях Росса и Уэдделла, и
необходимы дополнительные условия. Одним из таких условий может
быть колебание ледяного покрова в Западной части Антарктики. Даль-
нейшее развитие рассматриваемой модели может включать в себя более
тонкую обработку ледникового покрова, вычисление температуры льда
и учет влияния скольжения приложенного к скальному основанию на
расход массы льда.

О корректном описании процесса тепломассопереноса в процессе промер-
зания грунта

Очень часто при математическом описании процесса промерзания
грунта прибегают к значительной его схематизации. Предполагается, что
на границе нулевых или близких к ним температур, которые одновре-
менно считаются и границей промерзания, происходит скачком переход
всей содержащейся в грунте воды в лед. Соответственно этому и физи-
ческие свойства талого грунта на этой границе переходят скачкообразно
в свойства мерзлого грунта, причем свойства и талого и мерзлого грунта
считаются неизменными. Выделение теплоты кристаллизации, следова-
тельно, происходит также целиком на границе раздела мерзлого и талого
грунтов. Кроме того, считается, что сам процесс замерзания воды, содер-
жащийся в грунте, по достижении последним температуры замерзания
происходит мгновенно. Такая схема оправдывается, и то лишь до извест-
ной степени, если вода, содержащаяся в грунте, никак с ним не связана,
т.е. замерзает так же, как вода в открытых сосудах (задача Стефана).
Однако известно, что при нулевых температурах замерзает только содер-
жащаяся в грунтах свободная вода, связанная же остается в незамерзшем
состоянии. Она начинает переходить в лед лишь при понижении темпе-
ратуры грунта ниже нуля, причем выяснено, что чем сильнее связана
вода с грунтом, тем при более низкой температуре она замерзает.



По данным З.А Нерсесовой [47], величина льдистости мерзлого углин-
ка и глины, понимая под льдистостью отношение веса льда к весу всей
воды, содержащейся в мерзлом грунте, непрерывно растет с понижением
температуры. Полученные ею кривые зависимости льдистости 𝑖 от тем-
пературы 𝜃 показывают, что никакой постоянной температуры замерза-
ния грунта нет, в действительности существует непрерывный спектр тем-
ператур замерзания. Последний можно характеризовать кривой 𝑖 = 𝑖(𝜃).
Кривая эта описывается экспонентой вида

𝑖 = 𝑖𝑘
1− 𝑒−𝛼(𝜃−𝜃𝐻)

1− 𝑒−𝛼(𝜃𝐾−𝜃𝐻)
, (35)

где 𝑖𝑘 - значение льдистотсти при температуре 𝜃𝐾 , соответствующее кон-
цу экспериментальной кривой; 𝜃𝐻 - температура начала перехода воды
в лед и 𝛼 - коэффициент, характеризующий степень связанности воды с
грунтом, зависящий от дисперсности, минералогического и химического
состава грунтов.

Экспериментально установлено, что чем сильнее связана вода с грун-
том, тем меньше 𝛼 и наоборот, при замерзании свободной воды 𝛼 → ∞.
В работе [49] на основе теории равновесного состояния воды в замер-
зающих и мерзлых грунтах [48] и кривые льдистости 𝑖 = 𝑖(𝜃), сдела-
на попытка установить более достоверный механизм процесса промер-
зания грунта. При охлаждении грунта вместе с переходом температу-
ры поверхности к отрицательным значениям нулевая изотерма начинает
углубляться внутрь грунта. Непрерывное движение нулевой изотермы
приводит к тому, что в мерзлом грунте на каждом его горизонте вслед-
ствие понижения температуры происходит непрерывное замерзание во-
ды, ведущее к увеличению льдистости. Следовательно, распределение
льдистости для каждого замерзающего грунта определяется распреде-
лением в нем температур. Это говорит о том, что переход воды в лед,
а следовательно, и связанное с этим процессом выделение теплоты кри-
сталлизации происходит по всей толще мерзлого грунта. Следовательно,
теплоту кристаллизации, выделяемую при замерзаниии воды, более пра-
вильно учитывать не в граничном условии (что соответствовало прежней
схеме), а в основном дифференциальном уравнении теплопроводности в
виде распределенных по объему грунта внутренних источников тепла.
Так как тепловые свойства воды и льда различны, то, следовательно,
с изменением их соотношения в грунте должны меняться и тепловые



свойства самого грунта, т.е. теплоемкость и теплопроводность. В част-
ности, с ростом льдистости теплоемкость грунта будет уменьшаться, а
теплопроводность возрастать. Пусть зависимость теплоемкости грунта
от льдистости будет 𝐶 = 𝐶(𝑖), а теплопроводность 𝜆 = 𝜆(𝑖). Здесь 𝑖
принимает значения 𝑖 ≥ 0.

При значениях 𝑖 > 0 выражения выше характеризуют тепловые свой-
ства мерзлого грунта, при 𝑖 = 0 - свойства талого грунта.

При сформулированных условиях, имея так же в виду одноразмерный
поток тепла, уравнение теплопроводности, справедливое одновременно
для мерзлого и талого грунтов, можно представить в виде

𝜕

𝜕𝜏
{𝐶(𝑖)𝜌𝜃} =

𝜕

𝜕𝑦
{𝜆(𝑖)𝜕𝜃

𝜕𝑦
} −𝐾𝑝𝑊0

𝜕𝑖(𝜃)

𝜕𝜏
. (36)

Легко видеть, что для области грунта, где 𝑖 = 0, оно переходит в
обычное уравнение теплопроводности для однородного талого грунта. С
учетом сказанного, приходим к нелинейному уравнению:

𝜌[{𝜃𝐶0 +𝐾𝑊0}𝑓(𝜃) + 𝜙(𝜃)]
𝜕𝜃

𝜕𝜏
= 𝜆0𝑓(𝜃)

(︂
𝜕𝜃

𝜕𝑦

)︂2

+ 𝜓(𝜃)
𝜕2𝜃

𝜕𝑦2
, (37)

где𝐾 - теплота кристализации льда; 𝜌 - объемный вес грунта;𝑊0 - общая
влажность грунта:

𝐶0 =
𝑑𝐶(𝑖)

𝑑𝑖
, 𝜆0 =

𝑑𝜆(𝑖)

𝑑𝑖
, 𝑓(𝜃) =

𝑑𝑖

𝑑𝜃
,

𝜙(𝜃 = 𝐶{𝑖(𝜃)}), 𝜓(𝜃) = 𝜆{𝑖(𝜃)}.

Уравнение (37) и является основным для задачи о промерзании грун-
та. Напомним, что по старой схеме распределение температур в мерзлом
и талом грунтах описывалось раздельно, т.е. двумя различными урав-
нениями теплопроводности. Граничные условия с принятием новой схе-
мы значительно упрощаются, так как два условия на границе раздела
мерзлого и талого грунтов, вносящие основные осложнения в матема-
тическую сторону задачи, вовсе выпадают. Остаются лишь условия на
верхней границе мерзлого грунта и нижней границе талого грунта. Они
записываются, естественно, в прежней форме.



Задача Стефана о промерзании (протаивании)[49]

Проиллюстрируем задачу Стефана на следующей постановке. Изуче-
ние кривых льдистости мерзлых грунтов показывает, что подавляющая
часть воды в грунте замерзает в спектре отрицательных температур, ло-
кализованном около 0∘C и скрытая теплота плавления выделяется толь-
ко на границе твердой и жидкой фаз. В этой постановке задача о протаи-
вании мерзлого грунта сводится к решению уравнений (для одномерного
случая):

𝜕𝜃1
𝜕𝑡

= 𝑎1
𝜕2𝜃1
𝜕𝑥2

; 0 < 𝑥 < 𝑆(𝑡)

𝜕𝜃2
𝜕𝑡

= 𝑎2
𝜕2𝜃2
𝜕𝑥2

; 𝑆(𝑡) < 𝑥 < 𝑏 6 ∞

Граничные условия:

𝜃1 = 𝑇 > 0, 𝑥 = 0;

𝜃2 = 𝜃0 0 0, 𝑡 = 0;

𝜃1 = 𝜃2 = 0, 𝑥 = 𝑆;

−𝜆1
𝜕𝜃1
𝜕𝑥

+ 𝜆2
𝜕𝜃2
𝜕𝑥

= 𝜌𝑙𝜔
𝜕𝑆

𝜕𝑡
, 𝑥 = 𝑆.

Аналогично ставится задача о промерзании влажного грунта.
В работе [53] рассмотрен процесс кристаллизации (плавления) на ос-

нове уравненеий Бусинеска для жидкой фазы и условий на границе раз-
дела типа Стефана.

Вопросы образования соленого льда рассмотрены в работе Фадеева
[54].

В работе [55] представлена упрощенная теоретическая модель для
описания процесса тепломассопереноса при таянии снега на подогре-
ваемом асфальте. В частности, рассматривается изменение тепловых
свойств и капиллярного эффекта снежного слоя в процессе таяния снега.

Экспериментальное исследование процессов фильтрации в тающем снеге

В работе [56] экспериментально исследовалось движение воды в таю-
щем снеге. Снег с разным размером зерен был просеян и искусственно
упакован в прямоугольные контейнеры, чтобы получить известные ха-
рактеристики слоев снега. Процесс таяния инициировался с помощью



четырех инфракрасных ламп (100 Вт), установленных над каждым кон-
тейнером. Лампы создавали однородное поле излучения около 150 Вт
м−2 . Стены контейнеров были изолированы панелями из полистирола
(см. рис. 6). Температуру в холодном помещении поддерживали при 0𝑜С.
Пути потока определялись визуально с помощью краски, а водонасыщен-
ность с помощью рефлектометров, установленных внутри контейнеров.
В работе экспериментально показано, что когда талая вода начинает дви-
жение через достаточно однородный снежный покров, последний доста-
точно быстро становится гетерогенным.

Два вида снега были упакованы слоями в контейнеры. Первый контей-
нер заполнялся сначала крупнозернистым снегом с плотностью 540 ± 8
кг/м3 (толщина слоя 10 см), а затем мелкозернистым с плотностью
480 ± 8 кг/м3 (толщина слоя 15 см). Второй контейнер наоборот, сна-
чала заполняли мелкозернистым (толщина слоя 10 см) а потом крупно-
зернистым снегом (толщина слоя 15 см). Датчики рефлектометров рас-
полагались на высоте 17, 14.5 и 5 см от дна контейнеров соответственно
(верхний, средний и нижний). Датчики температуры были только на
нижнем уровне (5 см от дна контейнеров).

Рисунок 6 – Схематическая экспериментальная установка

Эксперименты показали, что в первом контейнере граница между
мелкозернистым и крупнозернистым слоями снега действует как барьер
для талой воды. Как и ожидалось, во втором контейнере граница не



препятствует просачивающейся воде. Экспериментально показано, что в
процессе фильтрации образуются области с большей пористостью (пред-
почтительные пути фильтрации) и снег становится существенно неодно-
родным.

Скорость химической реакции

В работе [57] пишут, что при химическом превращении происходит
разрыв молекулярных связей, удерживающих атомы в одних молеку-
лах, и образование новых связей в молекулах других, возникающих в
ходе реакции веществ. Число молекул не изменяется, происходит лишь
их перегруппировка, которая связана с определенными энергетическими
затратами или выделением энергии.

Переход из начального состояния в конечное характеризуется скоро-
стью химической реакции, которую можно рассчитывать по различным
компонентам реагирующей смеси. Скорость химической реакции по од-
ному из компонентов определяется следующим образом:

𝑊𝑖 = − 1

𝑉

𝑑𝑁𝑖

𝑑𝑡
, 𝑊 ′

𝑗 =
1

𝑉

𝑑𝑁 ′
𝑗

𝑑𝑡
,

где 𝑁𝑖 и 𝑁 ′
𝑗 - число молекул (атомов) 𝑖-го исходного вещества и 𝑗-го

продукта реакции в объеме 𝑉 в момент времени 𝑡*.
Связь между скоростями реакции по различным веществам устанав-

ливается законами сохранения элементарного состава, из которых сле-
дует, что

𝑊𝑖

𝜈𝑖
=
𝑊 ′

𝑗

𝜈 ′𝑗
= 𝑊,

где 𝜈𝑖, 𝜈 ′𝑗 – стехиометрические коэффициенты.
Таким образом, если объем не меняется в ходе реакции, то ее ско-

рость определяется производной объемной концентрации 𝑎𝑖 = 𝑁𝑖/𝑉 ,
𝑎′𝑗 = 𝑁𝑗/𝑉 по времени:

𝑊𝑖 = −𝑑𝑎𝑖
𝑑𝑡
, 𝑊 ′

𝑗 =
𝑑𝑎′𝑗
𝑑𝑡
.

Если реакция происходит в результате соударения двух молекул (би-
молекулярная реакция) веществ 𝐴1 и 𝐴2, то скорость реакции равна



−𝑑𝑎1
𝑑𝑡

= −𝑑𝑎2
𝑑𝑡

= 𝑘𝑎1𝑎2.

Константа пропорциональности - константа реакции 𝑘 является функци-
ей температуры газа. Температурная зависимость 𝑘 связана с тем, что
далеко не каждое столкновение реакционноспособных молекул 𝐴1 и 𝐴2

приводит к образованию новой молекулы.Чтобы прошла реакция, стал-
кивающиеся молекулы должны обладать достаточно большим запасом
энергии, необходимым для того, чтобы преодолеть определенный потен-
циальный барьер, разрушить, или изменить устойчивые химические свя-
зи и электронную структуру реагирующих веществ. Этот потенциальный
барьер характеризуется энергией (иногда говорят - теплотой) активации
𝐸, а температурная зависимость 𝑘, обусловленная существованием энер-
гии активации, описывается соотношением Аррениуса

𝑘 = 𝑘0𝑒
−𝐸/𝑅𝑇 ,

в котором константа 𝑘0 получила название предэкспоненциального мно-
жителя или предэкспонента, 𝑅 = 1.986 кал/моль·град - универсальная
газовая постоянная, 𝑇 - температура.

Чтобы получить оценку для 𝑘0, воспользуемся формулой для общего
числа столкновений между реакционноспособными молекулами 𝐴1 и 𝐴2,
которое следует из кинетической теории газов [58]:

𝑘0 = 2𝜒𝜎

√︂
2𝜋𝑅𝑇

𝑀1 +𝑀2

𝑀1𝑀2
(38)

где 𝜎 - квадрат суммы радиусов сталкивающихся молекул, 𝑀1 и 𝑀2 - их
массы. Введенный в формулу (38) множитель 𝜒 называемый стериче-
ским фактором, есть вероятность того, что при столкновении молекулы
обладают необходимой для протекания реакции пространственной ори-
ентацией.



Заключение

Балансовым моделям и наблюдениям за поведением снежного по-
крова посвящено огромное число работ. Типичными являются работы
Л.С. Кучмента, А.Н. Гельфана, M. Sturm и других авторов. Эти работы
имеют целью оценить запасы снега, риски наводнения и формирование
речного стока.

Модели тающего снежного покрова на основе подходов механики мно-
гофазных сред предназначены для получения более детальной картины
движения воды и воздуха в тающем снеге, а именно, определение поля
скоростей, концентрации, давлений фаз и т.д. Работ этого плана очень
мало. Проблемы описания фазовых переходов и движения ледового ске-
лета остаются открытыми.
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